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I. 

Zur  Theorie  der  VertauBchung  der  unabhängigen 
Variabein. 

Von 

Dr.  E.  Hess, 

Privatdocent  an  der  Universität  Marburg. 


Das  von  Herrn  Schlömilch  zuerst  allgemein  behandelte  Problem  der 
Vertanschung  der  unabhängigen  Variabein*  lässt  sich  mit  Hilfe  der  Deter- 
minantentheorie durch  eine  sehr  einfache  und  übersichtliche  Darstellung 
lösen,  die  im  Folgenden  nebst  einigen  Anwendungen  mitgetheilt  werden  soll. 

Wenn 

y-=ip{x)  und  F{y)^  Flip{x)]^/'{x) 

gegeben  sind  und  es  sich  darum  handelt , 

dnrch  die  Derivirten  von  f{x)  und  (p{x)  auszudrücken,  so  wird  F^^^y)  ans 
folgendem  Systeme  linearer  Gleichungen  erhalten : 

A  =  -^2, 1  *'l  +  -^2,2  't ) 

/»  =  ^S,  1  ^1  +  ■*8,2  Ft  +  -^8, 3  Ft 


1) 


/«— l  =  -3r«-l,l  -^1  +^»—1,2  ^2  +  -^n— 1,8  ^a  +  «««  + ^11-1,11— l"^«-l> 
fn  =  ^n,  1  ^1  +  ^n,2  ^«  +  -^n,3  ^a  +  •  •  •  +  ^n^n—l  ^«—1  +  -^n.n  ^n« 

Hierin  ist  die  t**  Derivirte  von  f(x)  nach  x  durch  /i,  die  Ar**  Derivirte 
von  F(t/)  nach  y  durch  Fk  bezeichnet;  die  dnrch  Xg^t  bezeichneten  Grössen 
sind  aus  den  Derivirten  von  q>{x)^  die  analog  durch  <pr  bezeichnet  werden 


*  Siebe  diese  Zeitschrift  III,  8.  65,  oder  Schlömilch,  Vorlesungen  über  ein- 
zelne Theile  der  höheren  Analysis,  S,  ICflgg.  C^ r\r\n]o 
Zeiuchrift  f.  Malhematik  u.  Ph,«k.  XVII,  1.                                                 Digitizecjby  ^^OO^lL 
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sollen,  nach  einem  bekannten  Gesetze  gebildet,  das  bereits  von  Hoppe, 
ü.  Meyer  und  Scblömilch*  symbolisch  dargestellt  wurde  und  dem  wir 
nur  mit  Rücksicht  auf  die  nachfolgende  Entwickelung  eine  etwas  andere 
Form  geben  wollen. 

Es  ergiebt  sich  zunächst  aus  der  von  Schi ö milch  a.  a.  O.  mit  6) 
numerirten  Formel  durch  Aufhebung  aller  in  g>{x)  multiplicirten  Terme 

«  =  •  —  /+!   ,      V       •  .   V       • 

^,     ^--rikz,  I  (;,) Ct.") ('-;:-") 

d.  h.  man  erhält  alle  Terme  von  ^«,t«  wenn  man  die  Zahl  s  in  alle  mög- 
lichen (positiven)  Summanden  (mit  Ausschluss  der  Null)  zu  je  i  zerlegt,  so 

dass 

ii+h  +  "'  +  h^i  +  h=s 

ist  und  die  entsprechenden  Producte  <Pi\qPi, .. .  <Pii-.i<Pii  mit  den  durch  die 
Formel  2)  gegebenen  Coefficienten  multiplicirt.  Dabei  lassen  sich  die  wie- 
derholt auftretenden  Verbindungen  nach  bekannten  combinatorischen  Re- 
geln zusammenfassen,  so  dass  man  nur  die  Verbindungen  hinzuschreiben 
hat,  bei  welchen  die  vorhergehenden  Indices  gleich  oder  kleiner,  als  die 
nachfolgeftden  sind,  und  dann  die  auf  diese  Weise  dem  Ausdrucke  in  For- 
mel 2)  entsprechend  gebildeten  Producte  nur  noch  mit  den  zugehörigen 
Vorsetzungfizahlen  zu  multipliciren  braucht.    So  wird  z.  B. 


^8,a=  yi 


,)  l'^'i'n  +  ( i)  u)  <ri  qp.<r6  + ( 1)  (3)  <Pi  <P»<P4 


+ 


ÖÖi'-v.+OQä».».' 


=  289, Ve  +  ^089,  ^,9)5  +  28O9),  <p,  94  +  2\0<pi^<p^  +  280g>,(pa». 
Aus  dieser  independenten  Form  wollen  wir  nun  eine  für  unsere  Zwecke 
brauchbare  Recursionsformel  herleiten.    Folgende  Recursionsformel  ergiebt 
sich  unmittelbar  aus  2),  wenn  die  den  5— /+l  Werthen  von  irgend  einem  1 
entsprechenden  Ausdrücke  zusammengefasst  werden: 

Andererseits  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Coefficienten  unter  dem  Sum- 
menzeichen in  2)  in  folgende  i  Summanden  zerlegen: 


*  S  c  h  1 Ö  m  i  I  c  li ,  Vorlesungen  u.  ß.  w.  ,  S.  3  —  5. 
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=C,:;)('V')Mr'')  •••(*"'■'-'■.:_;••""-') 

+(;i;)('7'')("r")-('~''"t:-"'-') 
+(;-:)('-")('"r'')-('"'~t,-"-) 

+ 

und  hierauf  in  dem  ersten Sumraanden  dem  ij,  in  dem  zweiten  dem  t'a ...,  ^° 
dem  /*"  dem  ij  die  aufeinanderfolgenden  Wertbe  1,2, 3 ...  5  — ^+ I  er- 
theilen : 

Setzen  wir  nun  mit  Rücksicht  auf  die  unten  folgende  Anwendung 
«  =  «  — g 

und  addiren  die  mit multiplicirte  Formel  3)  zu  der  mit  -  multiplicirten 

4) ,  so  resultirt 

oder  auch,  wenn  wir  den  dem  Wertbe  f=p  — ^4-1  entsprechenden  Summan- 
den heraussetzen  und  beachten,  dass 

ist: 

^^^-..-=,-!C;i;')-C:;;.)!-"-'-'^-.- 
+-;'!' |("7i7>- ("7')! «--—'- 

Kehren  wir  nun  zurück  zur  Auflösung  des  Systems  1),  d.  h.  zur  Be- 
stimmung des  Wortbes  für  F«,    Wir  erhalten  /^^^^T^ 
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^1.1     0          0 

...  0             0 

/; 

^2.1      ^2,2       0 

...  0             0/, 

^3,1      -^8,2      -^8,8 

...  0             0            f. 

Q\    p  

. 

. 

'^l,l-^2,2«"-*^i.-l,« 

\^n,n 

.             .              • 

^«-1,1  -^n-1,2  Xi.l,3 

•••  -y|il,B.2  -^«-1,»-1  /"«-t 

oder,  da 
Ut: 

1  =<}P/ 

^n,\      ^»,2      -^»,3 

und    A;„,m  =  <Pi*" 

•••  -^ii,fi-2    -^»,»1-1  /« 

Vi 

0                 0                 ...   0 

0         A 

9* 

q>t*          0              ...  0 

0       /; 

<P» 

^3,2      g>i'       ...0 

0       /; 

1)      F  -        ' 

• 

•                         ■                                   • 

• 

^)      '"—      »(«+1) 

* 

(Pn- 

l  ^n-  1,2  -^11—1,3  •••  -^n  — 

l,«-I  Vi""'    /"n-l 

9« 

^«.2 

•<*ii,8         •  •  •  -^Ji,«- 

-J          ■l'«,«-1  /■« 

Es  lassen  sich  nnn  die  Elemente  der  zweiten,  dritten  ...  vorletzten 
Colonne  dieser  Determinante  durch  passende  Verbindung  der  mit  gewissen 
Coefficienten  mnltiplicirten  Colonnen  unter  Benutzung  der  Recursionsformel 
6)  so\ereinfachen ,  dass.  in  jeder  Colonne  aufeinanderfolgend  nur  die  in  be- 
stimmte numerische  Coefficienten  mnltiplicirten  Derivirten  i)P|,  i)p,,  tp^... 
übrig  bleiben ,  und  so  schliesslich  eine  äusserst  einfach  aus  den  Elementen 
<Pi ,  q>f.g>n  uud  /*! ,  /'s  . . .  /*n  gebildete  Determinante  resultirt. 

Auf  das  hierbei  allgemein  einzuschlagende  Verfahren  wird  man  leicht 
geführt,  wenn  man  zunächst  die  Elemente  der  w— 2**",  n— 3**"  u.  s.  f.  Co- 
lonne auf  die  angedeutete  Art  zu  vereinfachen  sucht. 

Die  Elemente  der  n— 2^®°  und  n— l^**^  Colonne  sind,  nachdem  man  aus 
der  letzteren  den  Factor  <Pi*~^  vor  die  Determinante  gesetzt  hat: 

0,  0,  0...9.—2,  ("70^*""'''«'  (3)9i-^9>.  +  8(4)vi— 'V.S 
8)    0,  0,  0...0,  9,,  O^*' 

Addirt  man  nun  zu  den  Elementen  der  n— 2^®"  die  mit 

mnltiplicirten  Elemente  der  n^V^^  Colonne,  so  erhält  man,  nachdem  noch 
der  Factor  ^(Pi^'^^  vor  die  Determinante  gesetzt  ist: 


0,0,0...    0, 


[("7')"-ö 
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Die  diesen  beiden  vorhergehende  n— 8'®  Colonne  lässt  sich  analog  um- 
formen dadurch ,  dass  man  zu  derselben  addirt  die  mit 

mnltiplicirten  Elemente  der  (transformirten)  n  —  2^'^'^  0)  nnd  die  mit 

-  *  [("7')  *"""'  ''•+'("  TO  '''""*  ''*'] = ~  *  ^'-^'-* 

maltiplicirlen  Elemente  der  n— I^^''  Colonne  8).  Die  Elemente  der  so  trans- 
formirten Colonne  sind  alsdann,  nach  Heranssetzung  des  Factors  i^i**"^: 


10) 


»■«.«•— [C7>-("7')]-[("7')"-e7')]- 

[C7')"-(:)]- 


Man  findet  so  durch  Induction,  dass  die  auf  diese  Weise  transformirten 
Elemente  der  n  — (p  — 1)**°  Colonne  sein  werden: 

0  0 

/       0  0 

0  0 


(p  — 1)9,  und  hat   nun     ^«-p+i,fi-p 

rrO'-c-ro]-  ,rx  ^-'— - 

den,  d.h.  der      • 
ti'-p^^''  Co- 
lonne, näm- 

\[CiI)"-C)]»»  ■»--' 

die  mit ^a-p,«-p,-i  multiplicirten  Elemente  der  (transformirten) 

«— (p— 1)*«°  Colonne,  dann 
die  mit Xn_p^i,n_p_i  multiplicirten  Elemente  der  (transformirten) 

«-(p-2y^"ÄB?^'  dann  jle 
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die  mit  — Xn^p^2^n^p^\  multiplicirten  Elemente  der  (transformirten) 

„  — (p— 3)tenColonne, 

dann 

die  mit Ar«_s,«-p_i  mnltiplicirten  Elemente  der  (transformirten) 

n — 2**°  Colonne,  dann 

die  mit ^n-^t^u-p-^i  multiplicirten  Elemente  der  (transformirten) 

n— 1*«  Colonne 
addirt,  die  Elemente  der  transformirten  n—p*«>*  Colonne  nach  Heraussetzung 

des  Factors  -  m,"— r— *  sein  werden: 
P 

0 
0 
0 


[{"7>-i"-r)h 

i  [("-r')"-("-r')]- 

[("-r>-c-r')]». 


[C:D"-(";')]- 

[{";')"-C;.)]- 


Man  tiberzeugt  sich  leicht,  dass  die  zu  beweisenden  Relationen  sich 
unmittelbar  aus  der  oben  abgeleiteten  Recursionsformel  5)  oder  6  a)  er- 
geben, wenn  man  darin  q  successive  die  Werthep,  p— 1,/)— 2  ...  1,  0  er- 
theilt,  und  dass  der  in  5a)  vor  das  Summenzeichen  gesetzte  Term  genau  dem 
jedesmal  übrigbleibenden  der  transformirten  Elemente  12)  der  n^p^*^  Co- 
lonne entspricht.  Denn  zu  irgend  einem  ursprünglichen  Elemente  ^n^f,«»—p 
der  fi—p****  Colonne  wird  nach  dem  gegebenen  Verfahren  addirt: 

">    -?S.[C7-!r')"-("7')]«'- '^: 


'=p-7 
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und  der  Werth  dieser  Differenz  ist  nach  Formel  5  er)  gleich 

i[(";i7'>-(,:;i,)]--'-v.-.. 

woraus  sich  nach  Heraussetzung  des  Factors  -g>i""-i»""*  vor  die  Determi- 
nante sofort  die  Werthe  in  12)  ergeben ,  wenn  ^=/>,  />  —  l ,  p  —  2 . . .  1 ,  0  ge- 
setzt wird. 

Bemerkt  werden  mag  noch,  dass  zn  dem  zu  unterst  stehenden  ur- 
sprönglichen  Elemente  X^^n-p  nur  die  den  Werthen  f  =  2  bis  i=p^q  ent- 
sprechenden Ausdrüci^e  13)  addirt  werden,  dass  aber  auch,  wie  ans  Formel 
5)  sofort  zu  ersehen  ist,  für  ^=0  der  dem  Werthe  t  =  l  entsprechende 
Summand  sich  auf  Null  reducirt. 

Es  ist  somit  durch  diese  Betrachtungen  allgemein  nachgewiesen,  dass 
durch  fortgesetzte  Transformationen  von  der  angegebenen  Art  der  Werth 
von  Ff^  sich  schliesslich  reduciren  lässt  auf 

l 


14) 


Vi 
Vi 


0 

f/i-2|(3P, 

(2«-3]<p, 


1.2.3. ..(«-2) 

0 

0 

[«-3]qp, 
[3/i-Öji]P,    ^ 


0 
0 
o 
0 


g>I 


(Pn.2  [(n-3)n-.(n-2)]9„.3  [("aA'^V  2 /J^''"*''      ^ 
<Pn-i  [(«-2)n^(n-l)]<3P«.2  [("^  /""V  2  Jj^"^  '      ^» 


A-2 


Die  numerischen  Coefficienten  der  Elemente  der  n — p^^°  Colonne  sind 
ganze  Zahlen,  welche  eine  arithmetische  Reihe  der  n — p--l**°  Ordnung 
mit  der  Differenz  n-—  1  bilden  und  deren  Anfangsglied  p  ist.  Denn  die 
aufeinanderfolgenden  Glieder  deV  Reihe  dieser  Coefticienten : 

rr>-i"7)'  i"7)'-{"-r)- 
rrO"-("-r")-(";')"-c;.) 

sind  Differenzen,  deren  Minuenden  die  in  n  multiplicirten  ersten,  zweiten, 
dritten...  (p  +  l)**°  figurirten  Zahlen  der  («— •/?  — 1)^*"  Ordnung,  deren  Sub- 
trahenten  resp.  die  zweiten,  dritten,  vierten  ...  (it>+2)'«"  figurirten  Zah- 
len der  (n— jo  — 1)**"  Ordnung  sind,  woraus  sich  sofort  die  obige  Behaup- 
tung ergiebt.  Digitized  by  Google 
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Hiernach  bilden: 
die  Coefficienten  der  Elemente  der  2.  Colonne  eine  arithmet.  Reihe  l.Ordn., 


„     4. 


2. 

3. 


n  n  n  »»  »»  "     *         i»  »»  »»  ♦»   '•     *       »i 

sämmtlich  mit  der  Differenz  n— 1. 

Mnltipliciren  wir  noch  die  Elemente  der  ersten  Colonne  mit  n  —  I  und 

vor  die  Determinante,  so  können  wir  die  erhaltenen  Resultate 


setzen 

n— 1 

auch  so  ausdrücken 

Es  ist 


15) 


Fn  = 


(;»~l)!gp,2« 


-1-^» 


wo 


z/=i?  +  W,,i  .  W2,2  .-•  W«,«; 


hierin  ist  tii,n  =  /ti   dagegen   für  alle  Werthe  von  t=l  bis  t=n  und  von 
Ä=l  bis  Ar=n  — l 

|w,-jt  =  0,    wenn  i>/f, 
«'.*  =  [CZl)''-C_*+,)]"P'-*+i.  wenn  .<;*  ist. 

Bezeichnen  wir  den  numerischen  Coefficienten  eines  solchen  Ui^k  durch 
yi,k%  so  gilt  die  Relation 

17)  YUk  =  Yi-Uk  +  Yi-Uk'U 

d.  h.   der  Coefficient  von  q^i  (mit  Ausnahme  des  q)i)  in  der  zweiten,  drit- 
ten ...  (n  —  1)^^'^  Colonne  wird  erhalten,  wenn  man  den  darüber  stehenden 
Coefficienten  zu  dem  in  der  vorhergehenden  Colonne  neben  diesem  letzte- 
ren stehenden  Coefficienten  addirt. 
Hiernach  ist  z.  B. 


Fn^: 


2.3.4.5 


und 


1 


2.3.4.5  (jp," 


5g),       0          0          0          0     /•, 

59?,    4gt>i        0          0          0     /i 

5«3P3    9<jpg     3qp,        0          0     /*, 

11 

5<JP4   *4<3P8  12g>,     2<p,         0     /"^ 

5g)ß  i9()P4  26  <p,  14  (jp,       9,  ^ 

5^6  24qPß  45(P4  40 9,   löijPg  /"g 

<p^         0          0          0          0          0 

9,      5<pi        0          0          0          0 

<Pa    11<3P«     4qp,         0          0          0 

^4    1*^91    15(]pf      3^1        0          0 

n 

23(^4  32  <p,     18^,     2(pi        0 

A 

/; 

<Pg   29«)P5  65<p4    50<p,  20y,       (p,  /"g 
7,    35  7g  849);   105  9>.,  70  qp,  21  ^^  fj 

Digitized  by 
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wo  im  zweiten  Falle  der  Factor  6  ans  der  ersten  Colonne  wieder  heraus- 
gesetzt  nnd  aufgehoben  ist. 

Znm  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  seien  noch  zwei  Anwendungen  zu 
der  abgeleiteten  Form  für  Fn  kurz  erwähnt. 

Die  erste  Anwendung  bezieht  sich  auf  die  unmittelbar  hieraus  folgende 
Darstellung  der  Facultätencoefficienten  positiver  Exponenten  durch 
Determinanten. 

Der  Facultätencoefficient  C/^  lässt  sich  bekanntlich  durch  folgende 
Formel*  erhalten: 

..)  e..=(-0.(";')[^(;^)"L, 

Dieser  Werth  ist  aber  der  in  (—1)*  multiplicirte  Coefficient  von  /"«».* 
in  dem  für  Fn  erhaltenen  Ausdruck  14),  wenn  darin  q){x)=^e^  und  dann 
ar=0,  d.  h.  wenn 

g)i  =  98  =  cpi  = . . .  =  9>«  =  1 
gesetzt  werden. 

Sftmmtliche  Facultätencoefficienten  der  ri*^"  Potenz,  nämlich 

sind  also  der  Reihe  nach  die  mit  abwechselndem  Vorzeichen  zu  nehmenden 
Coefficienten  von  resp. 

/ii>    /«  — 1»    im—2"*ft 

in  der  Entwickelung  folgender  Determinante : 


19) 


{l      0 

0 

0 

...  0  A 

,1     («-2) 

0 

0 

...  0  A 

1      (2«-3) 

(n-3) 

•0 

...  0  A 

1     (3/1-4) 

(3n-.6) 

(n-^4) 

...•o  f. 

'  1     (4n-5) 

(Öw-lO) 

(4W-10) 

...    0    f. 

1      |.         . 

• 

• 



{n-2)l 


1     fn.^ 


■  K"-'"-<»-fl  [(r)"-e:')]  [(';>-(";')] 


So  wird 

Z.B. 

/6\ 

14 

1 

(7o«  =  l 

» 

C,«  = 

ü  = 

15, 

r,«  =  i 

40  15 

=  € 

!  9    3 

0 

0 

12 

2 

0 

1 

1 

1      i  14  12 

2 

0 

(7«  = 

26 

14 

1 

— 

225, 

6'ß 

a 

2.3 

'45 

40 

15 

4 

■~2.3T4 

19  26 

1^ 

1    1 

2 

4  45 

4( 

)  15 

=  274, 


Vergl.  Schlö  milch,  Vorlesungen  u.  s.  w. ,  S.  25.  Digitized  byVjOOQlC 
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^''   ""2.3.4 


14  0  0  0 

10  3  0  0 

1  14  12  2  0 

1  10  26  14  1  I 

1  24  45  40  15 


==  120  =  C/—  6/*  +  Cg«  —  Ci«  +  Cq«. 


Es  ergeben  sich  ans  diesen  Ansdrücken  leicht  die  bekannten  Kecur- 
sionsformeln,  sowie  sich  auch  die  Determinante  19)  durch  passende  Verbin- 
dung der  Colonnen  mit  einander  noch  weiter  vereinfachen  lässt. 

Als  zweite  Anwendung  sei  noch  erwähnt,  dass  die  Coefficienten  der 
Bürmann* sehen  und  Lagrange'schen Reihe  hiernach  durch  Determinan- 
ten von  der  Form  14)  ausgedrückt  werden  können.  Denn  in  der  sogenann- 
ten Btir  mann 'sehen  Reihe 

fix)  =  A„  +  i.  vix)  +  i'  9(aj)»  + . . .  +  ^^ ^(,)-.  + . . ., 

in  welcher  eine  Function  f(x)  nach  den  fortschreitenden  Potenzen  einer 
andern  Function  g>  {x)  entwickelt  wird ,  ist  der  Coefficient  von 

und  dieser  Werth  ist  genau  der  von  uns  erhaltene  Ausdruck  14)  für  F„^ 
wenn  darin  dem  Werthe  x  derWerth  x^  ertheilt  wird,  für  welchen  (p{x)  =  0 
wird. 

Die  Lagrange'scbe  Reihe  bildet  einen  speciellen  Fall  dieser  Ent- 
Wickelung,  indem,  wonn«ans  der  gegebenen  Gleichung 

«  x=:y  .il){x)  +  v 

eine  Function  der  Wurzel  mit  dem  kleinsten  Modul  sich  in  eine  convergente 
Reihe 

entwickeln  lässt,  der  Coefficient  Xn  wieder  gegeben  ist  durch 

also  wieder  durch  den  Ausdruck  14)  für  F„ ,  wenn 

(p{x)  = r^ 

gesetzt  und  nach  der  Differentiation  dem  x  der  Werth  v  ertheilt  wird. 

Ist 

f(x)  =  x, 

HO  wird  die  als  convergent  vorausgesetzte  Entwickclung  der  Wurzel  mit 
dem  kleinsten  Modul  selbst  erhalten;  alsdann  wird 

A  =  l ,      A  =  A  =  . .  ■  =  A  =  0  Digitized  by  GoOgle 
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und  jl-  roducirt  eich  auf  das  Product  von  ; r-r  —5 — 7  in  die  Determinante, 

(«-2)1(3P,2'— 1 

die  ans  der  in  14)  angegebenen  durch  Wegstreichung  der  ersten  Zeile  und 
letzten  Colonne  hervorgeht. 
Ist  nun  speciell  noch 

t;  =  0   und    — —  =9>{a?) 
eine  Function  von  der  Form 

handelt  es  sich  also  darum ,  von  der  Reihe 

y  =  flj  a?  +  flr,  «•  +  flf,  o;'  +  . . . 
eine  Umkehrung 

a?.c=6,y  +  ^,y«  +  6,y»  +  ...  +  M"  +  ... 
2U  finden ,  so  hat  man  wieder 


.»-nll*"-'C-fe)'L.- 


0 

...  0 

0 

{n-3)a, 

...  0 

0 

(2n-4)fl, 

...  0 

0 

In  dem  Ausdrucke  für  Fn  in  14)  wird  alsdann 

fi=-U     rt  =  A  =  .-.  =  /'n  =  0, 
ferner 

ip,  =  «,,  ^2  =  2ff,,  9),  =  3.2.01  ...  g)„  =  n.(w--l)  ...  3.2.o„, 

und  daher,  wenn  nach  Weglassung  der  ersten  Zeile  und  letzten  Colonne  in 
der  Determinante  noch  der  Factor  2.3...n  aus  derselben  herausgeholt  wird, 
schliesslich 

2fl,  («-2)a, 

3a,  (2;i-8)a, 

4a^  (3«-4)a, 

(n-2)  a».2  [(n-Z)  n  -  («-2)]  «„.3  [(n-4)  n  -  (w-2)]  a^.^ ...  2  a,        0 
{«-l)ön.i[(n-2)n-(n-l)]a«.2  [(«-3)n-(n-l)]a„.3...(w+l)a,  a 
««  («-2)a«.i  («-3)a«.2  ...  2a, 

Multiplicirt  man  hierin  noch  die  Elemente  der  ersten  Colonne  mit 

(n— 1),  die  der  letzten  Zeile  mit  n  und  setzt 7-  vor  die  Determinante, 

"^         '  (w— l)n 

so  befolgen  die  aufeinander  folgenden  numerischen  Coefficienten  der  Ele- 
mente aller  Colonnen  das  Gesetz,  dass  sie  sämmtlich  arithmetische  Reihen 
der  ersten  Ordnung  mit  der  Differenz  (»— 1)  bilden,  während  die  Coeffi- 
cienten aller  Zeilen  (von  rechts  nach  links  gerechnet)  ebensolche  Reihen 
der  ersten  Ordnung  mit  der  Differenz  n  darstellen. 

•  Digitized  by  LjOOQIC 
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So  ist  z.  B. 


—  1 


l 


.2.3.4.5.6  fl," 


0 
3  a 


0 

8^2    2a^ 


b  =__1__  -L 
'       1.2.3.4.5.6.7  fli" 


lOtfg     4a^ 

20^4   14<i3 

25a.    19a.   18a,     Ta» 


30ag  24a5 
12  a.    5  a, 


0 
0 
0 
«1 


ISa^  12a3  60, 


ISa,  11  Og    4a^ 


0 
0 


0  •     0 
0        0 
240^  17a3  lOo,    8a^    0        0 
)a^  2^a^  IQa^    Oa,    2aj^     0 
)a^  2Qa^  22a^  \ba^    Sa^    a^ 
42 a,  35 a^  28a5  21  a^  14 a,  Ta, 
welche  Determinanten  nun  weiter  zum  Zwecke  ihrer  Berechnung  durch 
Heraussetzung  von  Factoren  noch  vereinfacht  werden  können. 

Dies  zuletzt  gewonnene  Resultat  lässt  sich  natürlich  auch  direct  her- 
leiten, sehr  bequem  z.  B.  aus  der  von  Jacobi  *  angegebenen  Form  für  die 
Coefficienten  der  Umkehrung  einer  Reihe,  nämlich  aus 

wo     -^1        den  Coefficienten  von  a?-*  in  der  Entwickelung  von   —  be- 
deutet. 


*  De  resoluiione  aequationum  per  series  infiw'ias.    Grelle,  Journal ,  Bd.  V I. 
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Beiträge  znr  Theorie  der  Oase. 

Von 

Prof.  Dr.  WiTTWER 

in  Regensbnrg. 


Das  Mariotte'sche  und  das  Gay-Lnssac'scbe  Gesetz  gelten  seit 
laoger  Zeit  als  die  Ausgangspunkte  jeder  Theorie  der  Gase  und  es  mnssten 
daher  die  Bestrebungen  der  Physiker  darauf  gerichtet  sein,  sie  mit  anderen 
Erscheinungen  in  den  Zusammenhang  von  Ursache  und  Wirkung  zu  bringen. 

Redtenbacher*  hat  aus  dem  Mariotte'schen  Gesetze  den  Schluss 
abgeleitet,  dass  die  Aethertheilchen  sich  mit  einer  Kraft  abstossen,  welche 
im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  der  Entfernung  steht,  und  andererseits 
lässt  sich  bei  Annahme  einer  solchen  Kraft  das  Mariotte'sche  Gesetz 
erklären.  Krönig**  nahm  an,  dass  die  verschiedenen  Gastheilchen  kleine 
elastische  Körper  seien,  die  im  Zustande  der  Ruhe  nur  einen  verschwin- 
dend kleinen  Bruchtheil  des  Raumes  einnehmen,  welchen  das  von  ihnen 
gebildete  Gas  beansprucht,  und  dieses  letztere  entsteht  dadurch ,  dass  die 
Theilchen  sich  bewegen  und  durch  ihr  Anstossen  an  die  Wandungen  des 
einschliessenden  Gefässes  einen  Druck  ausüben.  Auf  diese  Weise  leiten 
sich  gleichzeitig  das  Mariotte'sche  und  das  Oaj-Lussac'sche  Ge- 
setz ab. 

Beide  Gesetze  sind  bekanntlich  nicht  streng  richtig,  und  wenn  die  Ab- 
weichungen von  denselben  auch  nicht  gross  sind,  so  sind  sie  eben  doch 
vorhanden.  Redtenbacher  nahm  auf  diese  Unregelmässigkeiten  insofern 
Rücksicht,  als  er  eine  Formel  aufstellte,  welche  die  gegenseitigen  Wir- 
kungen von  Aether-  und  Aethertheilchen,  Körper-  und  Körperatomen  und 
dann  von  diesen  und  den  Aethertheilchen  enthält.  Alle  diese  Wirkungen 
sind  bei  sehr  kleinen  Entfernungen  ursprünglich  unbekannte  Functionen 


*  Das  Dynamidensjstem ,  66. 
•*  Pore.  Ann.  XCIX ,  315:  Pigi,i,3^  by  GoOglc 
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dieser  Distanzen,  und  aus  dem  Mariotte^schen  Gesetze  schliesst  Red- 
tenbacher,  dass  die  gegenseitige  Wirkung  der  Aethertheilchen  die  oben 
erwähnte  Abstossung  sei,  während  er  die  anderen  Beziehungen  für  die  Ab- 
weichungen der  Gase  von  dem  Mariotte' sehen  Gesetze  verantwortlich 
macht.  Aus  der  verhältnissmässig  geringen  Beträchtlichkeit  dieser  Abwei- 
chungen schliesst  er  nun  darauf,  dass  die  Wirkungen  der  Körpertheilchen 
unter  einander,  sowie  die  von  ihnen  auf  die  Aethertheilchen  ausgeübten 
Anziehungen  gegen  die  gegenseitige  Abstossung  der  Aethertheilchen  sehr 
klein  seien. 

Auch  Krön  ig  hat  die  Abweichungen  nicht  unberücksichtigt  gelassen, 
und  er  erklärt  sie  aus  dem  Verhalten,  welches  die  Gasatome  beobachten, 
wenn  sie  auf  einander  stossen.  Treffen  nämlich  zwei  Atome  zusammen,  so 
reflectiren  sie  sich  gegenseitig,  und  im  grossen  Ganzen  wird  dadurch,  dass 
ein  reflectirtes  Theilchen  zweimal  an  die  nämliche  Wand  stösst,  nichts  ge- 
ändert, weil  dafür  das  reflectirende  nicht  kommt;  es  kann  aber  infolge  des 
Zusammenstosses  ein  Zeitgewinn  oder  Zeitverlust  in  der  Weise  sich  er- 
geben, dass  die  reflectirten  Theilchen  etwas  früher  oder  später  an  den 
betreffenden  Wänden  ankommen,  als  dieses  ohne  Zusammenstoss  der  Fall 
gewesen  wäre,  und  dadurch  ergiebt  sich  ein  etwas  stärkerer  oder  schwäche- 
rer Druck,  d.  i.  die  Abweichung  von  den  betreffenden  Gesetzen.  Das  ideale 
Gas  kommt  zum  Vorschein,  wenn  bei  centralem  Stosse  der  Oastheilchen 
jedes  derselben  in  dem  nämlichen  Momente  an  seiner  Wand  ankommt,  in 
dem  das  andere  bei  Ausfall  der  Reflexion  angelangt  wäre,  so  dass  also  durch 
den  8toss  Zeit  weder  gewonnen,  noch  verloren  wird. 

Ein  Versuch,  die  Abweichungen  der  Gase  aus  den  Formeln  herzulei- 
ten, ist  bisher  weder  unter  Zugrundelegung  der  Red  tenbacher 'sehen, 
noch  der  Krön  ig' sehen  Theorie  gemacht  worden. 

Eine  dritte  Ableitung  des  Mariotte' sehen  und  des  Gay-Lussac» 
sehen  Gesetzes  habe  ich  in  meinem  Buche:  „Die  Moleculargesetze**  ver- 
öffentlicht. Es  stimmt  dieselbe  in  vielen  Punkten  mit  der  Erklärung  Krö- 
nig's  tiberein,  doch  tritt  bei  mir  eine  gegenseitige  Abstossung  der  Gastheil- 
chen  an  die  Stelle  der  Elasticität,  welche  Krön  ig  angenommen  hat.  Ich 
habe  gezeigt  (S.  137),  dass  man  die  fraglichen  Gesetze  ableiten  könne, 
wenn  man  nur  das  erste  Glied  des  Ausdruckes  für  den  Werth  der  Abstos- 
sung berücksichtigt,  dass  aber  die  übrigen  Glieder  es  möglich  machen  dürf- 
ten, auch  die  Abweichungen  der  Gase  zu  erklären,  und  im  Nachstehenden 
will  ich  es  nun  versuchen,  wie  weit  man  bei  Berücksichtigung  dieser  Glieder 
kommt. 

Krönig  ist  in  seiner  Darstellung  von  dem  Satze  ausgegangen,  dass 
die  Gastheilchcn  in  dem  einschliessenden  Gefässe  in  allen  möglichen  Rich- 
tungen hin-  und  herspringen,  und  dann  wies  er  darauf  hin,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung ergebe,  dass  wir  statt  der  vollständigen  Unregel- 
mässigkeit eine  vollständige  Regelmässigkeit  annehmen  dtirfeü.    Ha^  nun 
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das  Gefftss  die  Gestalt  eines  Würfels,  so  ist  der  Erfolg  gerade  so,  als  wenn 
je  ein  Drittheil  der  Gastheilchen  zwischen  je  zwei  Wänden  hin-  nnd  her- 
fliegen würde,  und  die  auf  jede  Wand  ausgeübte  Stosswirkung  ist  also  die 
nämliche.  Würden  die  Gastheilchen  insgesammt  zwischen  zwei  gegenüber- 
stehenden Wänden  hin-  und  herspriugen,  wären  ihre  Richtungen  unter 
einander  parallel  und  auf  den  getroffenen  Wänden  senkrecht,  so  würde  da- 
durch der  Druck,  den  diese  zwei  Wände  aushalten  müssen,  der  dreifache, 
derjenige  der  vier  anderen  Wände  des  Würfels  würde  verschwinden ,  und 
das  Endresultat  wäre,  dass  der  Druck  zwar  nur  auf  zwei  Wände  wirkt, 
dass  aber  der  Gesammtwerth  desselben  und  ebenso  auch  der  auf  die  Flä- 
cheneinheit der  gesammten  Oberfläche  treffende  Theil  ungeändert  bleibt, 
und  es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  dadurch,  dass  die  Bewegungsrichtung 
aller  Theilchen  als  die  gleiche  angenommen  wird,  eine  wesentliche  Aendo- 
rnng  des  Resultates  nicht  zum  Vorschein  kommt,  insofern  die  Grösse  des 
Gesammtdruckes  hierbei  vorzugsweise  berücksichtigt  wird. 

Im  Nachstehenden  werde  ich  nun  von  dem  Satze  ausgehen,  dass  eine 
gegebene  Anzahl  von  Gastheilchen  in  eine  einzige  Reihe  gestellt  sei  und 
dass  ihre  Bewegung  mit  der  Richtung  der  Reihe  zusammenfalle.  Die  Theil- 
chen werden  dann  auf  die  Einheit  der  Endflächen,  welche  auf  der  Reihe 
senkrecht  stehen,  einen  Druck  ausüben,  und  die  Entfernung  zweier  Theil- 
chen ist  dircct  proportional  dem  Volumen  eines  Prismas  von  dem  Cjuer- 
schnitte  1  und  der  Länge  der  Reihe ,  sie  ist  also  proportional  dem  Volumen 
des  Gases. 

Es  wird  gegenwärtig  allgemein  angenommen,  dass  die  Wärme  der 
Körper,  also  auch  der  Gase,  auf  Bewegungen  der  einzelnen  Theilchen  be- 
ruhe, und  dieser  Annahme  werde  ich  im  Nachfolgenden  mich  anschliessen. 
Da  die  Reihe  als  Ganzes  nicht  von  der  Stelle  kommt,  muss  die  Bewegung 
der  Theilchen  eine  schwingende  sein ,  und  die  Folge  davon  ist  eine  Ver- 
änderlichkeit der  jeweiligen  Distanz  je  zweier  Theilchen;  der  mittlere 
W^erth  dieser  Distanz  ist  aber  für  den  Fall  des  thermischen  Gleichgewichts, 
den  ich  hier  voraussetzen  will,  bei  je  zwei  Theilchen  unveränderlich,  und 
die  Dichtigkeit  in  der  ganzen  Länge  der  Reihe  die  gleiche.  Nimmt  man  an, 
die  Gastheilchen  seien  elastisch,  so  stösst  jedes  derselben  abwechselnd  au 
seinen  Nachbar  links  und  rechts  und  geht  dann  wieder  zurück.  Stossen  sich 
die  Gastheilchen  nach  irgend  einer  von  der  Entfernung  abhängigen  Norm 
ab,  so  ist  der  Erfolg  gerade  so,  als  sei  jedes  derselben  mit  einem  absolut 
elastischen  Polster  versehen,  und  die  Gesetze  von  dem  Stosse  absolut 
elastischer  Körper  finden  also  hier  ihre  unmittelbare  Anwendung.  Stossen 
zwei  absolut  elastische  Körper  auf  einander,  und  bedeutet  v  für  den  einen 
Körper  die  relative  Geschwindigkeit  bezüglich  des  gemeinschaftlichen 
Schwerpunktes,  Vj  dieselbe  Grösse  für  den  andern  Körper,  so  wird  durch 
den  Stoss  v  in  — v  und  v^  in  — Vj  umgewandelt.  Ist  nun  in  der  obigen  Reihe 


thermisches  Gleichgewicht  vorhanden,  so  kann,  wenn  zwei  TheiV 
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gegen  einander  bewegen,  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  nicht  von  der 
Stelle  gerückt  werden ,  und  bedeutet  m  die  Quantität  materieller  Substanz 
des  einen  Körpers,  ntj  die  des  andern,  so  muss 

1)  -»L±ü!il.  =  o 

m  +  mj 
sein,  d.  i. 

2)  mi;  =  — m,  Vj. 

Ist  in  einer  Reihe  vollständiges  thermisches  Gleichgewicht  vorhanden, 
der  Schwerpunkt  je  zweier  Theilchen  also  unbeweglich,  und  stösst  ein  Theil- 
chen  gegen  den  Nachbar  auf  der  einen  Seite,  so  geht  dieser  gegen  das 
erstere  hin,  und  ist  die  Bewegungsgrösse  des  einen  Theilchens  fnv,  so  ist 
nach  2)  die  des  andern  —  m,  vi.  Beide  Theilchen  bleiben  zu  gleicher  Zeit 
stehen  und  entfernen  sich  dann  wieder  von  einander.  Das  erstere  Theil- 
chen passirt  die  Gleichgewichtslage  und  stösst  dann  gegen  den  Nachbar  auf 
der  andern  Seite  u.  s.  w.  £s  sei  nun  r  die  Entfernung  zweier  in  der  Gleich- 
gewichtslage befindlichen  Theilchen,  x  die  veränderliche  Entfernung  des 
einen  Theilchens  von  der  Gleichgewichtslage,  x^  die  des  andern  und  die 
gegenseitige  Einwirkung  der  zwei  Theilchen  sei  ausgedrückt  durch 


3)  ^«  =  -(^  +  ,^  +  ^ +  ...)• 


Hier  sind  &,  c,  e...  positive  oder  negative,  f?,p,  q,..  positive  Constante; 
das  Zeichen  —  stellt  eine  Abstossung  vor.  Wären  h^c^e.,*  positiv,  so 
hätte  man  lauter  Abstossungen ;  es  kommen  aber  auch  Anziehungen  vor, 
wenn  ein  Theil  dieser  Constanten  einen  negativen  Werth  hat.  Es  ist  nun 
die  Einwirkung  des  zweiten  Theilchens  auf  das  erste  ausgedrückt  durch 

'^"'""M^  +  (^-^i)]""*'[r+(a?-a;0?+--7' 

in  welcher  Gleichung  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen 
hat,  je  nachdem  die  zwei  Theilchen  sich  auf  der  einen  oder  der  andern 
Seite  ihrer  Gleichgewichtslagen  befinden.  Führt  man  noch  ein  drittes 
Theilchen  ein,  welches  auf  derjenigen  Seite  des  ersten  sich  befindet, 
die  dem  zweiten  abgewendet  ist,  so  dass  also  das  erste  in  die  Mitte  zwi- 
schen den  beiden  anderen  zu  stehen  kommt,  hat  ferner  das  dritte  Theil- 
chen die  nämliche  Quantität  träger  Substanz,  wie  das  zweite,  so  gilt  für 
das  dritte  Theilchen  das  untere  Zeichen  des  vorstehenden  Ausdruckes, 
wenn  für  das  zweite  das  obere  zu  nehmen  ist,  und  umgekehrt.  Wegen 
der  Ruhe  des  Schwerpunktes  wird  bei  Gleichheit  der  Menge  der  trägen 
Substanz  (Ci  c=  »  ^  und  unter  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  wird  die 
beschleunigende  Kraft,  welche  infolge  der  Wirkung  der  Seitentheilchen 
das  mittlere  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  strebt,  für  jede  Stel- 
lung des  letzteren 
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^^      dC"       '\(r-2a:)'»      {r+2x)«)      ^V(/^2i)'»       {r  +  2^J'^'"* 

Läs8t  man  rc  in  mo:  übergehen,  wobei  m  der  Quantität  der  trägen  Sub- 

stanz  des  mittleren  Theilcbens  proportional  sein  mag,  so  ändert  sich  — ^  in 

(fix 
m— -j  um,  und  ^ie  Gleicbung  4)  wird 


^) 


/a-^     /     1 I \ 

'  dC  \(r  — 2ma:)"      (r  +  'imx)"/ 

-e( ' '  —  )-.. 

\{r—2m  xy       (r  +  2  w  x)V/ 


Sind  die  Quantitäten  der  materiellen  Substanz  bei  den  drei  Theilcben 
verschieden,  so  sind  es  auch  die  Werthe  x  und  o;,.  Lässt  man  nun  in  4) 
X  in  mx  übergehen,  so  muss  für  x^  der  Werth  mj.T,  gesetzt  werden;  da 
aber  wegen  der  Ruhe  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  je  zweier  auf 
einander  folgender  Theilcben  mx^=^  —  m^x^  ist,  so  gilt  die  Gleichung  5) 
auch  in  dem  Falle,  in  welchem  die  einzelnen  Theilcben  verschiedene  Quan- 
titäten materieller  Substanz  enthalten,  während  4)  nur  dann  gilt,  wenn  alle 
Theilcben  gleich  sind.  Ich  mache  übrigens  hier  darauf  aufmerksam,  dass 
die  Anziehungs-  und  AbstosSungsconstanten  6,  c...  von  m,  m^  ...  un- 
abhängig sind,  sie  sind*'also  nicht  etwa  den  Producten  mmi  proportional. 
Oiebt  V  die  jeweilige  Geschwindigkeit  des  mittleren  Theilcbens  an,  F  die- 
jenige, mit  welcher  es  die  Gleichgewichtslage  passirt,  so  ergiebt  sich  aus 
5)  durch  Integration 


6) 


/4ftH(«+l)(>i+2)m»        4cp(p+l)(p+2)m«  \ 

Setzt  man  statt  der  Coefficienten  von  x*  und  x*  <p  und  if; ,  so  wird 
_4bn       Acp  _Abn  (    ,       cp  \ 

&m««(n  +  l)  (»+^  /  cp(p  +  l)(p+2)  \ 

^      »  r"  +  3 \  "'"6>i(n  +  l)(n'+2)r»'-»"'""'7' 


und 


7)  .  (Ft^-v«)(l-^a:«)  =  9>a:«, 


wobei  die  höheren  Potenzen  von  x  als  sehr  kleine  Grössen  repräsentirend 
weggelassen  worden  sind.    Mit  dem  Anwachsen  von  x  Wird  v  kleiner  und 
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es  nmss  endlich  einmal  einen  Werth  x^  geben,  wo  v  verschwindet  und  das 
Theilcben  wieder  umkehrt.   Man  hat  alsdann 


and 


8)  -•-yt+F'y-  ^ 

Dieser  Werth  vod  x^*  soll  im  Nachstehenden  zunächst  durch  B*  reprä- 
sentirt  werden. 

Setzt  man  in  7)  statt  v*  den  Werth  ~-j-  ein,  so  erhält  man 


dxj/i'-^  X* 

9)  dtzr-  ^  l" 


y-s 


Wird  -^2  =  9*  gesetzt  und  der  Wnrzelausdruck  im  Zähler  in  eine  Reibe 

entwickelt,  wobei  jedoch  diejenigen  Glieder  weggelassen  werden,  welche 
höhere  Potenzen  von  x  enthalten ,  als  die  vierte ,  so  wird 


..=  M'-l^'^^^y') 


10)  _-  , 

Die  Integration  zwischen  den  Grenzen  y=0  und  y=l  ergiebt 

Wenn  einerseits  die  Bewegung  eines  Gastbeilchens  durch  die  Wirkung 
der  Nachbarn  beeinflusst  wird,  so  Übt  andererseits  das  Gastheilchen  eine 
Wirkung  auf  letztere  aus.  Während  eines  Zeittheilchens  di  ist  diese  Wir- 
kung des  einen  Atomes  auf  das  ihm  zur  rechten  Seite  befindliche : 

wobei  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  je  nachdem 
das  schwingende  Theilcben  links  oder  rechts  von  seiner  Gleichgewichts- 
lage rist. 

Die  ganze  Wirkung  während  der  Zeit,  in  welcher  das  Theilcben  von 
+  Xq  bis  —  a:^  geht,  wird  ausgedrückt  durch 


ar« 


//         6  b  c  c  \ 

^^  Ur-2ma?)»  +  (r+2ma?)«"*"(r--2ma:)p'*"(r+2mj?)P"^'*7' 
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r""^  rP^  r1^ 


^^4^4|'^«(»  +  0(»  +  2)>i  +  3)       cp{p  +  i){p  +  2){p  +  ^)  \ 

^4,„4^^("  +  0(^  +  2)(;>  +  3)/  c/)(p+l)(p+2)(p  +  3)  \ 

^  ^n+4  V   '^bn(n  +  i)(n  +  2)(n+Z)rP-^'^"  J' 

80  wird 

14)  W=^  ßldl  +  tix'dt  +  vx^dt)/ 

a* 
Nimmt  man  nun  wieder  ~  =y*,  und  setzt  man  aus  10)  den  Werth  von 

di  ein,  so  erhält  man 

Die  Integration  von  y=0  bis  y=  i  giebt 

'»)''-=-il['+*('-r:)-+tG-,^-|j*)^+...]. 

Wir  haben  hier  die  Wirkung  während  der  Zeit,  in  welcher  das  Theil- 
chen  von  +Xq  bis  — o?^  geht.  In  Gleichung  11)  ist  die  Hälfte  dieser  Zeit  an- 
gegeben; dividirt  man  also  den  Werth  W  aus  16)  durch  den  doppelten 
Werth  von  /  aus  11),  so  bekommt  man  die  Einwirkung,  welche  ein  beweg- 
tes Theilchen  während  der  Zeiteinheit  auf  das  Nachbartheilchen  ausübt. 
Diese  Wirkung  JF^  ist 

17)  »'.  =  -[^  +  if*^+(lVv-,V^)ß'  +  -} 

Setzt  man  statt  A,  ft,  v,  qo,  if;  und  B  die  Werthe  ein,  so  bekommt  man 

^    4r    ^       ^  \    ^bn(n  +  l)rP-^^  bn{n+l)r9-'^ 


IS^  ,        fs  {s—n) cV'        /P-«\ 

'^  bn(n+\)r'-^      fc'/i'r^fP-»)  \n  +  l/ 

1-2« V     n+1     /      6««»r2W-»)\«  +  l/"^    ••) 


cpeq 
6«n*rP+ff- 
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wobei  der  Coefficient  von  - — 7-^  kurzweg  gleich  A  gesetzt  ist.  —    Diese 

Gleichung  entspricht  der  Gleichung  93) ,  welche  ich  in  meiner  Schrift  ,,Die 
Moleculargesetze'*  (S.  137)  aufgestellt  habe.  Sie  unterscheidet  sich  von  die- 
ser nur  dadurch,  dass  ich  bei  ihr  den  Factor  m  mit  eingeführt  und  dann 
angenommen  habe,  ein  schwingendes  Theilchen  bewege  sich  nicht  zwischen 
zwei  festen  Wänden,  sondern  zwischen  zwei  ebenfalls  schwingenden  Mole- 
culon. 

Ehe  ich  von  Formel  18)  eine  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Gase 
mache,  möge  es  mir  gestattet  sein,  die  Hauptpunkte  der  Molecularzusam- 
mensetzung  der  I^iftarten,  insoweit  ihre  Kenntniss  hier  unbedingt  noth- 
wendig  ist,  aus  meiner  Schrift  in  Kürze  zu  wiederholen. 

Das  ganze  Weltall  ist  mit  Aethertheilchen  erfüllt,  die  sich  mit  einer 
Kraft  abstossen,  welche  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  propor- 
tional ist.  Aus  dieser  gegenseitigen  Abstossung  folgt,  dass  die  Aethertheil- 
chen in  jeden  titherleeren  Raum  zu  dringen  suchen,  einen  Druck  gegen 
dessen  Oberfläche  ausübeur  Sind  in  irgend  einem  Räume  Aethertheilchen 
enthalten,  so  suchen  sie  sich  von  einander  zu  entfernen,  die  äusseren 
Aethertheilchen  suchen  hereinzudringen,  und  es  tritt  Ruhe  ein,  wenn  die 
Dichtigkeit  des  Acthers  in  dem  betrachteten  Räume  die  nämliche  ist,  wie 
die  des  Universums.  Zwischen  den  Aethertheilchen  und  den  Massentheil- 
chen,  den  sogenannten  schweren  Atomen,  besteht  eine  Anziehung,  welche 
ebenfalls  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist.  Wenn 
man  sich  nun  ein  Massentheilchen  an  irgend  einen  Ort  des  Raumes  ge- 
bracht denkt,  so  zieht  es  die  in  der  Nähe  befindlichen  Aethertheilchen  an, 
und  es  lassen  sich  von  den  letzteren  so  viele  unmittelbar  auf  dem  Massen- 
atome nieder,  bis  die  von  ihnen  auf  die  noch  nicht  incorporirten  Aether- 
theilchen ausgeübte  Abstossung  der  von  dem  Massentheilchen  bethätigten 
Anziehung  gleichkommt,  bis  letzteres  neutralisirt  ist.  Die  Erscheinungen 
der  Porosität  erheischen  die  Voraussetzung,  dass  die  Zahl  der  zur  Neutrali- 
sation eines  Massenatomes  nöthigeu  Aethertheilchen  im  Gegensatze  zu 
der  allgemein  herrschenden  Ansicht  kleiner  sei,  als  die  Zahl 
der  nächsten  Nachbarn  eines  im  allgemeinen  Räume  befind- 
lichen Aethertheilchens.  Das  Massentheilchen  nimmt  unter 
dieser  Bedingung  um  ein  Aethertheilchen  mehr  unmittelbar 
auf,  als  zur  Sättigung  noth wendig  sind,  und  es  entsteht  so  eine 
Verbindung  von  Massentheilchen  und  Aethertheilchen,  welche  wenigstens 
auf  ferner  gelegenen  Aether  gerade  so  wirkt,  wie  ein  einzelnes  Aethertheil- 
chen. Diese  Wirkung  ist  also  eine  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt 
proportionale  Abstossung,  denn  die  Anziehung  des  Massentheilchens  wird 
durch  die  Abstossung  des  Sättigungsäthers  compensirt;  es  bleibt  nur  die 
Wirkung  des  überzähligen  Aethertheilchens  übrig,  welches  nach  aussen  wie 
ein  freies  Theilchen  thätig  ist, 
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Hat  man  mehrere  solche  Massenatome  mit  den  ihnen  anhängenden 
Aethertheiichen  in  einem  gegebenen  Räume,  so  sind  in  diesem  ebenso  viele 
freie  Aethertheiichen  weniger,  als  Massenatome  da  sind.  Letztere  ver- 
treten ihres  überzähligen  Aethertheilchens  wegen  die  Stelle  je  eines  freien, 
und  bezüglich  der  Wirkung  nach  aussen  ist  also  gar  nichts  geändert,  denn 
die  mit  dem  wachsenden  Quadrate  abnehmende  Abstossung,  welche  das 
überzählige  Aethertheiichen  eines  Atomes  auf  jedes  andere  ausübt,  wird 
durch  den  äusseren  Druck  des  allgemeinen  Aethers  aufgehoben. 

Man  kann  sich  nun  die  Gesammtheit  der  Massentheilchcn  und  des  mit 
ihnen  untermischten  freien  Aethers  von  einem  Gefässe  umschlossen  denken. 

Alle  unsere  Gefässe  sind  für  den  freien  Aether  porös,  sie  sind  es  aber 
darum  nicht  auch  für  die  Massentheilchen  und  die  ihnen  anhängenden  (ge- 
bundenen) Aetherkugeln,  und  die  Einwirkung  des  Gef^isses  ist  daher  die, 
dass  die  Massentheilchen  sich  nicht  zerstreuen  können;  es  findet  aber  kei- 
nerlei Aenderung  statt  bezüglich  der  gegenseitigen  Beziehungen  von  inne- 
rem und  äusserem  Aetherdrucke.    Wird  nun  das  Gefäss  alhnälig  verklei- 
nert, 80  wird  in  dem  Masse,  als  die  Verkleinerung  vorschreitet,   Aether 
abgeschieden,  der  wie  durch  ein  Sieb  durch  die  Wandungen  des  Gefässes 
geht,  während  die  Massentheilchen  nicht  entweichen  können.    So  hinge  die 
einzelnen  Atome  keine  eigene  Bewegung  haben,  kann  dieses  ohne  allen 
Aufwand   von  Kraft  geschehen,   denn  die  Compensation  von  innerem  und 
äusserem  Drucke  ist  stets  vorhanden ,  und  die  einzige  Aenderung  ist  die, 
dass  in  dem  eingeschlossenen  Eaume  das  Verhällniss  der  Zahl  der  Massen 
atome  und  der  freien  Aethertheiichen  zu  Gunsten  der  ersteren  sich  ändert 
allein  es  ist  niemals  zu  übersehen,  dass  die  Wirkung  nach  aussen,  wenig 
stens  für  grössere  Distanzen,   bei  beiden  Arten  von  Körpern  dieselbe  ist, 
Eine  Kraft  müsste  zur  Compression  erst  angewendet  werden,  wenn  allei 
freie  Aether  abgeschieden  ist,  und  die  nun  allein  zurückgebliebenen  Massen 
theilchen  auf  eine  gegenseitige  Distanz  zusammengedrückt  werden  sollen, 
die  kleiner  ist,  als  die  Distanz  der  Aethertheiichen  im  freien  Räume;  doch 
findet  dieser  Satz  durch  Nachstehendes  noch  eine  Einschränkung. 

Der  Satz,  dass  ein  Massentheilchen  mitsammt  dem  ihm  anhängenden 
Aether  ein  anderes  Aether-  oder  Massentheilchen  mit  einer  Kraft  abstosse, 
die  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  gilt  strenge 
nur  dann,  wenn  die  Distanz  zwischen  dem  Mittelpunkte  des  Massentheil- 
chens  und  eines  ihm  anhängenden  Aethertheilchens  gegen  die  Entfernung 
des  andern  Massen-  oder  Aethertheilchens  als  verschwindend  klein  betrach- 
tet werden  kann;  für  kleinere  Distanzen  sind  noch  andere  Umstände  zu 
berücksichtigen.  Die  Aethertheiichen  des  allgemeinen  Raumes,  die  sich 
unter  einander  abstossen,  müssen,  wenn  sie  sich  in  Ruhe  befinden,  sich  so 
anordnen,  dass  die  von  verschiedenen  Seiten  auf  eines  derselben  ausgeübten 
Abstossungen  sich  gegenseitig  aufheben,  und  ausserdem  muss  die  Anord- 
nung noch  eine  solche  sein,  dass  die  absolute  Summe  aller  Abstossungen 


3  aller  Anstossungen 
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ein  Minimum  wird.  Diese  Bedingung  ist  erfällt,  wenn  die  Entfernungen 
zwischen  je  zwei'  benachbarten  Theilchen  einander  ganz  oder  möglichat 
gleich  sind.  Je  grösser  die  Ungleichheit  in  den  Distanzen  je  zweier  benach- 
barten Theilchen  wird,  um  so  mehr  entfernt  sich  auch  die  Geeammtwirknng 
von  dem  Minimum.  Die  Erfüllung  dieser  Bedingung  giebt  für  die  einzelnen 
Theilchen  die  Stellung  des  stabilen  Gleichgewichts,  und  wenn  eines  der 
Theilchen  aus  dieser  Gleichgewichtslage  entfernt  wird,  so  tritt  eine  Oscilla- 
tion  um  dieselbe  ein.  Die  Nothwendigkeit  der  Erfüllung  dieser  Bedingung 
ist  leicht  einzusehen ;  schwierig  aber  und  meines  Wissens  noch  ungelöst  ist 
die  Aufgabe,  die  gegenseitige  Stellung  anzugeben,  welche  die  einzelnen 
Punkte  einnehmen,  wenn  sie  die  Bedingung  erfüllen.  Nahezu,  aber  nicht 
ganz  ist  die  Bedingung  erfüllt,  wenn  zwölf  Theilchen  um  ein  anderes  in  der 
Art  gelagert  sind,  wie  die  Ecke  einer  Combination  von  Octaeder  und  Wür- 
fel um  den  Mittelpunkt  herumstehen»  wenn  die  sämmtlichen  Kanten  gleiche 
LUnge  haben,  und  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  hat  man  es  mit  einer  Ge- 
stalt zu  thun,  die  von  der  des  Icosaeders  nicht  allzuweit  entfernt  ist.  Jeden- 
falls ist  soviel  sicher,  dass  die  Zahl  der  ein  inneres  Theilchen  zunächst 
umgebenden  nicht  unter  zwölf  beträgt. 

Ist  nun  die  Zahl  der  zur  Sättigung  eines  Massentheilchens  nöthigen 
Aethertheilchen  kleiner,  etwa  nur  drei,  so  lassen  sich  einschliesslich  des 
überzähligen  Aethertheilchens  deren  im  Ganzen  vier  unmittelbar  auf  dem 
Massentheilchen  nieder,  und  sie  gruppiren  sich  alsdann  in  der  Art  d<er  Te- 
traederecke auf  demselben.  Die  Einwirkung ,  welche  ein  solches  Tetraeder 
auf  ein  fern  gelegenes  Aether-  oder  Massentheilchen  ausübt,  ist  nun  von 
der  eines  freien  Aethertheilchens  nicht  verschieden,  denn  drei  Aethertheil- 
chen compensiren  die  Wirkung  des  eingeschlossenen  Massentheilchens,  das 
vierte  wirkt  allein.  Für  kleine  Distanzen ,  bei  welchen  die  Entfernung  der 
Mittelpunkte  des  Massen-  und  eines  incorporirten  Aethertheilchens  nicht 
mehr  vernachlässigt  werden  darf,  ist  das  Resultat  nicht  mehr  so,  als  ob  im 
Mittelpunkte  des  sonst  wirkungslosen  Tetraeders  ein  freies  Aethertheilchen 
sei,  sondern  man  hat  mit  einem  Tetraeder  zu  thun,  an  dessen  vier  Ecken 
je  ein  Viertheil  eines  freien  Aethertheilchens  sich  befindet.  Dadurch  wird 
die  Anordnung  der  umgebenden  Aethertheilchen  eine  andere,  sie  bekommt 
einen  tetraedrischen  Typus.  Ist  die  Zahl  der  von  dem  Massentheilchen  in- 
corporirten Aethertheilchen  eine  andere  als  vier,  so  wird  selbstverständlich 
die  Anordnung  des  umgebenden  Aethers  auch  eine  andrere,  sie  wird  aber 
um  so  mehr  von  der  normalen  abweichen,  je  kleiner  die  Zahl  der  incorpo- 
rirten Aethertheilchen  ist.  Mit  wachsender  Entfernung  von  dem  Massen- 
theilchen nimmt  sein  Einfluss  auf  die  Anordnung  der  Aethertheilchen  ab, 
und  diese  geht  daher  nach  und  nach  in  die  normale  über.  Dieser  Ueber- 
gang  von  einer  Anordnung  der  Theilchen  in  eine  andere  ist  gar  nicht  denk- 
bar ohne  Verschiedenheiten  der  gegenseitigen  Entfernungen  der  einander 
benachbarten  Theilchen,  und  die  nothwendige  Folge  davonx4«t,  dags  die 
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80  verachobenen  Theilchen  bei  gleicher  mittlerer  Entfernnng  aufeinan- 
der eine  stärkere  AbBtossnngssnmnie  geben,  aU  dieses  im  Falle  der  durch- 
aus normalen  Anordnung  eingetreten  wäre.  Daraus  wieder  ergiebt 
sich  in  der  Nähe  der  Atome  eine  Verdünnung  des  Aetfaers, 
die  sieh  auch  durch  das  stärkere  Lichtbrechungsvermögen 
erkennen  lässt.  Für  den  Aethar  des  allgemeinen  Raumes  ist  diese  ver* 
dünnte  Partie  einem  ätherverdünnten  Räume  gleich,  und  es  ergiebt  sich 
dadurch  auf  die  in  Rede  stehende  Hülle  eine  Verstärkung  des  äusseren 
Druckes,  die  mit  der  Zahl  der  Aethertheilchen  wächst,  deren  in  der  Hülle 
weniger  sind,  als  in  einem  gleichen  Volumen  des  allgemeinen  Raumes. 
Die  Folge  dieser  Wirkungen  Ist,  dass  die  Aethertheilchen  der  Hülle  ihre 
Stellungen  mit  einer  gewissen  Beharrlichkeit  einzunehmen  suchen  und  dass 
sie  dem  Bestreben,  sie  von  ihrem  Platze  zu  entfernen,  einen  um  so  grösse- 
ren Widerstand  entgegensetzen ,  je  näher  an  dem  Massentheil  eben  sie 
liegen. 

Zur  Vermeidung  von  Wiederholungen  und  Umschreibungen  möge  es 
mir  nun  gestattet  sein,  nachstehende  Bezeichnungen  einzuführen: 

Die  ganze  Verbindung,  soweit  sie  (bemerkbar)  abnorme  Aetheranord- 
nung  zeigt,  nenne  ich  nach  Redtenbacher*s  Vorgang  eine  Dynamide. 
Die  Dynamide  theilt  sich  in  den  Kern  [das  Massentheilchen  und  die  ihm 
unmittelbar  anliegenden  (gebundenen)  Aethertheilchen]  und  die  Hülle  (die 
Aethertheilchen  von  abnormer  Anordnung).  Der  gebundene  Aetber  besteht 
ans  Sättigungsäther  und  einem  überzähligen  Aethertheilchen.  Der  Aether 
des  allgemeinen  Raumes  von  normaler  Anordnung  heisst  freier  Aether. 

Das  Mariotte'sdie  Oesete. 

Gehen  wir  zunächst  von  dem  einfachsten  Falle  aus,  dass  die  Wirkung 
eines  Dynamidenkernes  nach  allen  Seiten  die  nämliche  sei,  so  ist  die  An- 
ordnung der  den  Kern  umgebenden  Aethertheilchen  die  normale  und  die 
Abstossung  zwischen  zwei  Dynamiden  oder  einer  Dynamide  und  einem 
Aethertheilchen  redncirt  sich  auf  die  Abstossung  des  überzähligen  Aether- 
theilchens,  sie  nimmt  also  ab,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst. 
Stellt  also  b  die  Wirkungsconstante  in  der  Einheit  der  Entfernung,  das  Zei- 
chen —  eine  Abstossung  vof ,  so  haben  wir  in  Gleichung  18) 

11  =  2,     c  =  ^=...=0, 
und  daraus  einlebt  sich 

'  r^      *      r  b 

Setzen  wir  in  10)  zuerst  r=0,  so  reducirt  sich  die  ganze  Wirkung  auf 

1,    d.  i.  die  gegenseitige  Abstossung  zweier  Aethertheilchen,  und  da 

diese  durch  den  Druck  des  äusseren  Aethers  compensirt  wird,  ergiebt  sich 
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dass  sich  die  Dynamiden  durch  Abscheidung  der  äusseren  Aetherschichten 
ohne  Widerstand  zusammendrücken  lassen,  insoweit  die  Compensation  durch 
den  äussern  Aetherdruck  zulässig  ist,  d.  h.  insoweit  r  nicht  kleiner  wird, 
als  die  Distanz  zweier  benachbarten  Aethertheilchen  bei  normaler  Anord- 
nung derselben.  Bezeichnet  V  den  mittleren  Werth  der  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  eine  Dynaniide  die  Gleichgewichtslage  passirt,  und  mV  den 
mittleren  Werth  der  Bewegungsgrösse,  so  tritt  in  dem  Falle,  in  welchem  V 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  "hat,  eine  Abstossung  auf,  welche  zu- 
nächst dem  Quadrate  von  m  V  proportional  ist  und  zu  der  Entfernung  im 
umgekehrten  Verhältnisse  steht.  Nimmt  mau  an,  es  sei  das  Quadrat  (mF)' 
der  absoluten  Temperatur  proportional,  es  sei  etwa  =kij  so  giebt  der 
Ausdruck 

(mTf  kl 


20)  ^,=«8  __. 


3  

r 


gleichzeitig  das  (ideale)  Mariotte*sche  und  das  Gay- Lussac*8che  Ge- 
setz. Der  Ausdruck  —  A{m  Vy  in  19)  weist  auf  eine  dem  Quadrate  der  Tem- 
peratur proportionale,  von  der  Entfernung  unabhängige  Abstossung  hin. 
Die  Beobachtungen  wissen  von  einer  solchen  Abstossung  nichts.  Dieselbe 
kann  sich  wohl  bei  einer  sehr  starken  Verdünnung  der  Gase  zeigen;  da  wir 
aber  im  Folgenden  ausschliesslich  mit  Gasen  zu  thun  haben,  deren  Druck 
nicht  unter  den  einer  Atmosphäre  geht,  so  dürfte  die  Annahme,  die  frag- 
liche Wirkung  sei  wenfgstens  bei  den  beobachteten  Dichtigkeiten  gegen  die 
übrigen  in  Thätigkeit  tretenden  verschwindend  klein,  hinlänglich  gerecht- 
fertigt erscheinen.  Ist  dieses  Glied  der  Gleichung  18)  sehr  klein,  so  muss  6 
eine  sehr  bedeutende  Grösse  besitzen,  wie  dieses  auch  die  ausserordentliche 
Geschwindigkeit  des  Lichtes  erheischt. 

Gehen  wir  von  dem  ideellen  Gase  auf  die  wirklichen  über,  so  erhalten 
wir  zunächst  in  der  Umgebung  eines  Dynamidenkernes  eine  abnorme  An- 
ordnung der  Aethertheilchen,  und  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Dy- 
namiden ist  nun  nicht  mehr  rein  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt 
proportional.  Es  wird  zwar  diese  Abstossung  immer  noch  die  Hauptrolle 
spielen;  allein  es  treten  auch  andere  Potenzen  der  Entfernung  dabei  auf, 
und  wir  haben  daher  die  Gleichung 

21)                                                 ^=A0,      ' 
in  welcher  f(r)  eine  Function  von  r  bedeutet  und  fF  die  Action  angiebt, 
welche  zwei  Dynamiden  in  der  Entfernung  auf  einander  ausüben.    Denkt 
man  sich  f{r)  in  einer  Reihe,  die  nach  absteigenden  Potenzen  von  r  geord- 
net ist,   entwickelt,  und   berücksichtigt   man,   dass  das  erste  Glied ^ 

hcisscn  muss,  so  bekommt  man 


-)  '^-=-7«+S+i+.. 
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in  welcher  Gleichung  b  einen  positiven  Werth  hat,  während  der  Werth  von 
y,  €  .  • .  positiv  oder  negativ  sein  kann.  • 

Begnault*  hat  in  seinen  Untersuchungen  über  das  Mariotte'sche 
Gesetz  deu  Werth  der  Spannkraft  verschiedener  Gase  bei  verschiedener 
Dichtigkeit  bestimmt  und  als  zusammengehörende  Werthe  von  Volumen 
(Vol.)  und  Druck,  letzteren  in  Metern  ausgedrückt,  gefunden: 


Vol. 

Druck.                               1 

Atmosphä- 
rische 

Stickstoff. 

Kohlen- 

Wasser- 

Luft. 

säure. 

stoff. 

1 

'    1,000000 

1,000000 

1,00000 

1,000000 

i 

1,997564 

1,998500 

1,98294 

2.000860 

i 

3,985960 

3,991812 

3,89692 

4,006128 

i 

7,945696 

7,964112 

7,51936 

8,033944 

it 

15,804480 

15,859712 

13,92608 

16,161632 

Diese  Tabelle  ist  so  zu  verstehen,  dass  der  bei  den  einzelnen  Gasen 
SLTügegeheiiQ  Druck  angewendet  werden  muss,  wenn  das  Gas  die  Hälfte,  ein 
Viertheil  u.  s.  w.  des  ursprünglichen  Volumens  einnehmen  soll,  welches  es 
bei  einem  Druck  von  1  Meter  besitzt.  Die  vorstehenden  Werthe  sind  von 
Kegnault  den  Curven  zu  Grunde  gelegt,  welche  er  als  die  Elasticitäts- 
Verhältnisse  der  Gase  repräsentirend  seinem  Werke  beigefügt  hat,  und  mit 
ihrer  Hilfe  hat  er  auch  die  Tabellen  abgeleitet,  welche  die  Beziehungen 
zwischen  Volumen  und  Druck  angeben  und  die  mau  vielfach  in  den  Lehr- 
büchern vorgeführt  findet. 

Neltmen  wir  zunächst  die  atmosphärische  Luft  und  beschränken  wir 
uns  auf  die  ersten  vier  Glieder  der  vorstehenden  Tabelle,  nehmen  wir  fer- 
ner an,  man  habe  eine  Anzahl  von  Gasatomen  in  eine  Reihe  gestellt  und 
wolle  den  Druck  bestimmen,  der  in  der  Richtung  der  Reihe  ausgeübt  wird, 
so  verhalten  sich  die  Volumina  wie  die  Entfernungen  der  einzelnen  Atome, 
und  letztere  stehen  daher  zu  einander  in  dem  Verhältnisse  wie  liJ'T'i* 
Dieser  Druck  richtet  sich  nach  den  Gleichungen  18)  und  22).  Sollen  diese 
Gleichungen  in  Uebereinstimmung  gebracht  werden,  so  ist  zuerst  die  Form 
zu  suchen,  welche  18)  erhält,  wenn  V=0  wird,  wie  dieses  in  22)  voraus- 
gesetzt ist,  und  es  ergiebt  sich  so,  dass 

?j  =  2,  y  =  —  c  und  €  =  —  g..,;)  =  3,  ^  =  4... 
genommen  werden  muss,  und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  —  ,  des  äus- 


Memoires  de  VAcademie  des  Sciences,  XXI.  Sixieme  memoire. 


Digitized  by  LjOOQIC 


26  Beiträge  zur  Theorie  der  Gase. 

seren  Aetherdruckes  wegen  ansfällt ,  so  ergiebt  sich  unter  Zugrundelegung 
des  Umstandes,  dass  V  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat: 


23) 


Berücksichtigt  man,  dass  {mVy  der  absoluten  Temperatur  proportional, 
dass  also  (mF)'  =  A-/|  wenn  /die  Temperatur,  k  eine  Constante  bedeutet, 
so  ergiebt  sich 


24) 


oder 

25)  ^-^+_  +  ^+-+.... 

In  dieser  Gleichung  könnte  noch  ein  von  r  unabhängiges  Glied ,  wel- 
ches den  mit  {mV)*  multiplicirten  Gliedern  der  Gleichungen  18)  und  19)  ent- 
spricht, eingeführt  werden;  ich  habe  dieses  jedoch  als,  wie  sich  aus  den 
oben  angeführten  Gründen  ergiebt,  unbedeutend  weggelassen. 

Setzt  man  die  Atomdistanz  bei  1  Meter  Druck  =  1 ,  so  erhält  man  nach 
den  ersten  vier  oben  angeführten  R egn au I tischen  Beobachtungen  für  die 
atmosphärische  Luft  folgende  Gleichungen : 

—  1,000000=^  +  5+  C+D, 

—  4,997564  =  2  ^  +  4  ^  +  8  C  +  16  2?, 
^^                        —  3,985960  =  4  .<  +  16  5  +  64  C  +  2562), 

—  7,945696  =  8^  +  645  +  512C+  4096Z>, 

oder  allgemein : 

_       1,00123124  ^0,00122917      0,0000064167      0,0000043452 
27)       W,^  -  +         ^  +  ^  ~,  , 

wenn  W^  den  in  Metern  von  Quecksilber  angegebenen  Druck  bedeutet.    Für 
die  anderen  drei  Gase  erhält  man 

Stickstoff: 
_       1,00084895      0^00090625       0,000061208      0,0000039107 
r  r*  r^  r* 

Kohlensäure: 


29)    W,  =  -- 

r 

Wasserstoff: 

r* 

30)       Wt  = 

0,9996726 

r 

0,0002705833  *    0,000059542 

0,000002750 

r»                        r» 

V         r«        • 
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Die  YorstehendeD  Gleichangen  gelten  für  0^  C ,  und  der  Werth  von  r 
ist  für  jedes  Gas  ein  wenn  auch  nur  sehr  wenig  verschiedener.  Wollte  man 
allen  r  den  gleichen  Werth  geben,  so  müssten  sich  die  Constanten  A^  B..\ 
noch  etwas  äadern. 

Bezüglich  der  Sicherheit  der  Werthe  von  A^  B^C,  D  mnss  ich  darauf 
aufmerksam  machen  >  dass  dieselbe  wenigstens  für  C  und  D  nicht  sehr  gross 
ist.  Die  Versuche  Regnault's  über  das  Mariotte*sche  Gesetz  gelten 
mit  Becht  als  wahre  Musterversnche ,  und  es  dürfte  wohl  schwer  sein,  Be- 
obachtungen anzustellen,  welche  die  Kegnault'schen  an  Genauigkeit 
übertreffen.  Nichtsdestoweniger  wird  kein  Physiker  glauben,  dass  die  Ver- 
suchsresultate, die  ich  in  der  vorstehenden  Tabelle  angeführt  habe,  noch  in 
der  letzten  Stelle  vollständig  zuverlässig  seien.  Einige  Unsicherheit  ist 
immer  vorhanden  und  man  versuche  es,  die  Regnaul t* sehen  Zahlen  in 
der  letzten  Stelle  nur  um  wenige  Einheiten  zu  ändern,  und  man  wird 
finden,  dass  die  Werthe  von  C  and  I)  sofort  bedeutend  verschieden  ausfal- 
len. Darum  habe  ich  auch  darauf  verzichtet,  auch  noch  den  fünften  Coeffi- 
cienten  E  durch  Zuziehung  der  Beobachtung  bei  der  Dichtigkeit  16  zu  be- 
stimmen. 

Bei  Rechnungen  y  in  denen  die  Werthe  von  C  und  D  noch  eine  nicht 
unbedeutende  Rolle  spielen ,  kann  aus  dem  vorstehenden  Grunde  eine  voll- 
ständige Harmonie  von  Rechnung  und  Beobachtung  nicht  erwartet  werden; 
es  kann  sich  zunächst  nur  darum  handeln,  ob  beide  annähernd  zusam- 
men stimmen.  Dazu  kommt  noch  der  Umstand ,  dass  die  von  mir  zu  Grunde 
gelegten  Voraussetzungen  eigentlich  doch  um  ein  Gutes  einfacher  sind,  als 
die  Vorgänge  in  der  Natur,  und  es  ist  darum  fern  von  mir,  meine  Rech- 
nungen als  etwas  weiteres  wie  alsTerrainsondirungen  zu  betrachten. 
Ich  will  nur  zeigen,  dass  die  Gleichung  18)  bei  Berücksichtigung  der  hin- 
teren Glieder  auf  Ergebnisse  führt,  die  sich  den  Abweichungen  der  Gase 
von  dem  Mariotte-Gay-Lussac*schen  Gesetze  nahe  anschliessen ,  so 
dass  man,  ohne  für  die  Genauigkeit  der  Oonstanten  einzu- 
stehen, sich  daraus  die  Art  und  Weise  erklären  kann,  warum  diese  Ab- 
weichungen zum  Vorschein  kommen. 

Der  Coefficient  A  der  Gleichung  25)  rührt  davon  her,  dass  unter  den 
Wirkungen ,  welche  die  Atome  auf  einander  ausüben ,  eine  Abstossung  ist, 
die  dem  wachsenden  Quadrate  der  Entfernung  proportional  abnimmt;  die 
Abstossung  selbst  ist  zwar  durch  den  äusseren  Aetherdruck  compensirt,  aber 
durch  die  Schwingungen  derTheilchen  tritt  eine  neue  Wirkung  auf,  die  der 

absoluten  Temperatur  proportional  ist,  und  diese  Wirkung  ist  durch  -  re- 

präsentirt.  Der  Coefficient  B  führt  auf  eine  Wirkung,  die  der  dritten  Po- 
tenz der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist  und  zu  der  er  sich  verhält, 
wie  A  zu  der  durch  den  Aetherdruck  compensirten  Abstossung.  Auch  B  ist 
der  absoluten  Temperatur  proportional.   Bei  der  atmosphärischen  la^ft,  dem 
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Stickstofif  und  der  Kohlensäure  ist  der  Werth  von  B  positiv,  zeigt  also  eine 
Anziehung  an,  während  sich  für  den  Wasserstoff  eine  Abstossung  ergiebt. 
Die  dem  Cubus  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Molecularwirkang, 
deren  Oscillationswirkung  in  B  auftritt,  zeigt  sich  in  C  ohne  diese,  aber  ver- 
eint mit  der  Oscillationswirkung  einer  Kraft,  dietlem  Biquadrate  der  Ent- 
fernung umgekehrt  proportional  ist.  Wäre  diese  letztere  Wirkung  nicht  in  C, 
so  müsste  letzteres  das  nämliche  Vorzeichen  haben  wie  B^  aber  eben  dieses 
zweiten  Gliedes  wegen  kann  das  Vorzeichen  auch  das  entgegengesetzte  sein. 
Bei  D  haben  wir  den  analogen  Fall ,  denn  dieser  Coefiicient  enthält  die  bi- 
quadratische Wirkung  und  noch  die  Oscillationsthätigkeit  einer  Kraft,  die 
der  fünften  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 

Die  beiden  Hauptglieder  A  und  B  der  Gleichung  25)  enthalten  den  Fac- 
tor /,  und  da  ihr  Gesammtergebniss  eine  mit  i  wachsende  Abstossung  ist, 
ergiebt  sich,  dass  eine  Condensation  der  Gase  bei  erhöhter  Temperatur 
immer  weniger  zu  erwarten  ist.    Man  muss  daher  abkühlen,  und  die  Con- 

C                                      ji       B 
densation  tritt  ein,  wenn  das  Glied  —  grösser  wird  als ^;  en  muss  je- 

Q 

doch  gleichzeitig  -3  eine  Anziehung  vorstellen,  wie  diebes  bei  der  atmos- 
phärischen Luft  und  der  Kohlensäure  der  Fall  ist.    Bei  dem  Wasserstoff 

7)  ABC 

und  dem  Stickstoff  müaste  -.  grösser  werden  als ;  +  -ii  und  man  sieht 

r*  r      r^      r^ 

leicht,  dass  hier  die  Condensation  schwieriger  sein  wird. 

Das  Gay-Lussao'sohe  Gesetz. 
Behufs  der  Bestimmung  der  Ausdehnungscoefficienten  der  Gase  ist  es 
nothwendig,  die  Gleichungen  27)  bis  30)  in  der  Weise  zu  ändern,  dass  zu- 
erst der  Werth  von  r  gesucht  wird,  welcher  einem  Atmosphärendrucke  ent- 
spricht.  Ist  dieser  Werth  =ar,  so  erhält  man  in  25): 

31)  o,76fr,  =  2i=^  +  -|-,4.A+j^  +  ..,, 

/  ^  ar      iirr      cri^      a*r* 

worauf  a  so  bestimmt  wird,  dass 

a      ar      a*      ar 

wird.    Man  bekommt  so  Gleichungeq,  in  denen  der  Atmosphärondruck  ^ 

als  Einheit  des  Druckes  und  die  Moleculardistanz  bei  der  Druckeinheit  als 

Einheit  der  Entfernung  gilt.    Die  Gleichungen  27)  bis  30)  ändern  sich  um  in 

Atmosphärische  Luft  (a  =  1,316178): 

1,0009355  ,  0,00093362  ,  0,0000037031   0,0000019052 


33)         «  =  . 


Stickstoff  (a  =  1,316045): 


34^  31  =  —  ^»^^^^^  j.  0^068848  _^  0,000035334      0,0000017154 
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•  KohlensÄuro  (a  =  1,318482): 

1,006368  .  0,0063321  .  0,000038510   0,0000023066 
'  r  r^  r^  r*     ' 


36)  %  =  - 


Wa 68 ereto ff  («=1,315673): 
0,0997609      0,00020568       0,000034400      0,0000012078 


Auch  diese  Gleichungen  gelten  für  0°C.,  oder  nach  absoluter  Tempe- 
ratur für  /°,  und  sie  ändern  sich,  wenn  man  auf  andere  Temperaturen  über- 
geht. Wie  die  Vergleichung  von  24)  und,  25)  orgiebt,  enthalten  die  beiden 
ersten  Glieder  rechts  des  Gleichheitszeichens  bereits  die  Zahl  der  Grade 

der  absoluten  Temperatur,  und  für  ^°,  C.  hat  man  sie  also  mit ^  zu  mul- 

lipliciren,  während  das  dritte  Glied  aus  zwei  Theilen  zusammengesetzt  ist, 

von   denen   bei   dem  einen  ebenfalls   der  Factor  — -^  eingeführt  werden 

muss,  nnd  während  der  Werth  der  beiden  ersten  Glieder  der  absoluten 
Temperatur  proportional  ist,  ist  der  des  dritten  bei  höherer  Temperatur  i^ 
allerdings  ein  anderer  (=Cf),  als  bei  niederer,  er  ist  aber  der  absoluten 
Temperatur  nicht  proportional.  Dasselbe  ist  eigentlich  der  Fall  bei  dem 
vierten  Gliede,  doch  habe  ich  wegen  der  Unbedeutendheit  und  Unsicherheit 
des  Werthes  dieses  Gliedes  in  27)  bis  30)  hiervon  zunächst  Umgang  genom- 
men und  das  vierte  Glied  also  als  von  der  Temperatur  unabhängig  an- 
genommen. 

Bei  der  Bestimmung  des  Ansdehnungscoefficienten  der  Gase  sind  es 
vorzugsweise  zwei  Wege,  welche  von  den  Experimentatoren  eingeschlagen 
wurden. 

Man  kann  den  Druck  Sq  ein'es  Gases  bei  einer  gegebenen  Tempera- 
tur (0°  C.)  und  einem  bestimmten  Volumen  bestimmen,  dann  das  Gas  er- 
wärmen (100°  C.)  und  den  Druck  Sit  messen,  den  es  nun  bei  dem  früheren 

Volumen  ausübt.    Der  Quotient  — ^    -  giebt  dann  den  Ausdehnungscoeffi- 

cienten.    Dieses  Verfahren  soll  im  Folgenden  als  die  Bestimmung  des 

Ansdehnungscoefficienten    bei    gleichem   Volumen    bezeichnet 

werden. 

Nach  dem  andern  Verfahren  lässt  man  das  Gas  bei  gleichem  Drucke 

sich  ausdehnen,  und  misst  dann  diese  Ausdehnung.    Sind  nun  /  und  i^  gleich 

Tt  — —  r 
0^  und  100°  C. ,  so  berechnet  sich  aus der  Ausdehnungscoefficient  (für 

100  Grade).  (Bestimmung  bei  gleichem  Drucke.)  Gewöhnlich  wird 
in  den  Lehrbüchern  zwischen  den  Resultaten  beider  Methoden  kein  Unter- 
schied gemacht  nnd  nur  daraufhingewiesen,  dass  beiderlei  Me6sung<*n  im 
Wesen  übereinstimmen;  allein  dieses  ist  nicht  richtig.   Beide  Bostimmungs- 
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weisen  würden  dann  zu  identischen  Resultaten  führen,* wenn  das  Ma- 
riott ersehe  Gesetz  genau  richtig  wäre;  je  weniger  genau  dasselbe  aber 
wird ,  um  so  mehr  weichen  die  beiderseitigen  Ergebnisse  von  einander  ab. 
Nach  dem  Verfahren  bei  gleichem  Volumen  leitet  sich  aus  25)  die 
Gleichung  ab : 

Das  Verfahren  bei  gleichem  Drucke  giebt 

Die  zwei  vorstehenden  Gleichungen  sind  offenbar  verschieden;  sie  füh- 
ren nur  dann  auf  identische  Resultate,  wenn  B^  C  und  2^=0  sind,  wenn 
das  Mariotte'sche  Gesetz  absolut  richtig  ist;  in  jedem  andern  Falle  wer- 
den sie  zu  abweichenden  Ergebnissen  führen.  Diese  Verschiedenheiten  sind 
auch  in  der  That  von  Regnault  beobachtet  worden*;  allein  man  hat  sie, 
wie  es  scheint,  für  Resultate  von  Beobachtungsfehlern  angesehen,  was  sie 
jedoch  nicht  sind,  Magnus**  hat  bei  seinen  Bestimmungen  mit  Ausnahme 
der  atmosphärischen  Luft  nur  das  Verfahren  bei  gleichem  Volumen  an- 
gewendet und  auch  nur  Gasarten  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  un- 
tersucht, während  Regnault  nicht  nur  beide  Versuchsarten  anwandte,  son- 
dern auch  verschiedene  Dichtigkeiten  der  Oase  in  den  Bereich  seiner  Ex- 
perimente zog.  Aus  diesem  Grunde  will  ich  mich  denn  auch  an  die  Arbeit 
Regnault*  s  halten. 

Die  Versuche,  welche  Regnault  mit  atmosphärischer  Luft  von  ver- 
schiedener Dichtigkeit  nach  dem  Verfahren  bei  gleichem  Volumen  angestellt 
hat,  zerfallen  in  zwei  Gruppen :  a)  für  Luft  unter  einem  Atmosphärendrucke, 
b)  für  Luft  über  einem  Atmosphärendrncke.  Die  Gleichung  33),  welche  aus 
Regnault^s  Versuchen  über  das  Mariot^e^sche  Gesetz  abgeleitet  wurde, 
gilt  nur  für  stärkere  Drucke,  und  da  man  nicht  wissen  kann,  wie  die  Co- 
efficienten  A^B  u.  s.  w.  bei  Berücksichtigung  von  schwächeren  Drucken 
sich  ändern ,  sehe  ich  mich  genöthigt ,  die  erste  Gruppe  hier  auszuschliessen 
und  mich  einzig  und  allein  an  die  zweite  zu  halten.  Allerdings  ist  auch  in 
dieser  eine  Beobachtung,  nämlich  die  mit  einem  Atmosphärendruck,  welche 
die  Grenze  der  Gleichung  27)  schon  etwas  überschreitet;  doch  möge  man 
diese  üeberschreitung  als  nicht  zu  bedeutend  noch  hingehen  lassen. 

Als  zusammenhängende Werthe  von  Dichtigkeit  /- j  undAusdehpungs* 

coefficienten  für  IW  C.  (a)  findet  man  (S.  110)  nachstehende  Angaben : 


*  A.  ft.  O.  92. 
•♦  Pogg.  Ann.  LV. 
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r 

a 

1,000000 

0,36650 

2,210010 

0,36760 

2,229562 

0,36800 

2,826063 

0.36804 

4,826563 

0,37091. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  37)  ein  und  berücksichtigt  man,  dass  nach  33) 

^  =  —  1,0009355, 

B=      0,00003362, 

(7=      0,0000037031, 

2>  t=  —  0,0000019052 
genommen  werden  mnss,  so  erhält  man  nachstehende  fttnf  Gleichungen: 

1,000002-^—  Ci         =1,366498, 

2,208415  -i^  —    10,80720  C,  =  3,020191 , 

39)  2,227007^--^—  11,08304  (7^=3,046507, 
2,821251  -^  —  22,57072  Ct  =  3,862053, 
4,809329  -^t-i  —  112,4382  Ct  =  6,592972. 

Diejenigen  Werthe  von  -^^  und  Ct,  welche  sich  den  vorstehenden 
Gleichungen  am  besten  anschliessen ,  sind: 

40)  ^^  =  1,367198, 

41)  CV=  — 0,00015860. 

Da  /|  =  100  ist,  ergiebt  sich  aus  40)  1  =  272,3326,  und  diese  Zahl  giebt 
also  die  absolute  Temperatur  von  0^  C.  an,  d.  h.  der  absolute  Nullpunkt  ist 
—  272,3326^  C. 

Andererseits  ist  nach  24)  und  41) 

^e        9  c*\     /f  +  100\ 

nach  24)  und  33) 


*  Vergleicht  man  die  vorstehenden  Angaben  mit  denen  Regnanlt^s,  so  wird 
man  kleine  Unterschiede  finden,  da  die  Begnanlt^schen  Zahlen  etwas  kleiner  sind. 
Der  Unterschied  rührt  davon  her,  dass  Regn aalt  die  Dichtigkeit  der  Luft  als  dem 
Drucke  genau  umgekehrt  proportional  annahm ,  während  ich  die  Dichtigkeit  aus  dem 
Drucke  mit  Berücksichtigung  der  Ungenauigkeit  des  Mariott  e'scben  Gesetzes  be- 
rechnete. 
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woraus  sich  ergiebt 

42) 

43) 


;  +  r^  —  j\  ^  j  k  =  0,0000037031 , 


c  =  0,00044570, 


6-Ai;)*=-«.' 


,00044200, 


wobei  letzterer  Werth  auf  0°  C.  bezogen  ist.    Für  0^  der  absoluten  Tempe- 
ratur mtisste  man  mit  272,3326  dividiren. 

Die  Gleichung  33)  giebt  für  atmosphärische  Luft  und  0^  C.  den  Druck 
bei  verschiedener  Dichtigkeit,  sie  ist  also  die  Formel  für  das  Mario  tte'sche 
Gesetz  mit  den  Unregelmässigkeiten  desselben;  durch  Einfügen  der  Gleich- 
ungen 42)  und  43)  bekommt  man 

/     1,0009855      0,00093362  \  272,3326 +Jt 

\     r  *"    r«   /   272,3326 

^^^  (  272,3326 +^\1   0,0000019052 

+  (  0,00044570  —  0,00044200 .   '     ^,^—  )  ^ -, , 

^\  '  '  272,3326    /  r*  r*  ' 

welche  Gleichung  sich   auch  auf  die  verschiedenen  Temperaturen  {i^  C.) 
erstreckt. 

Die  Vergleichung  der  Rechnung  mit  den  vorhergehenden  Beobach- 
tungen ergiebt: 


Ausdehnung 

1 

r 

für  lOOOC. 

Rechn.-Beob. 

Rechnung. 
0,36736 

Beobachtung. 

1,000000 

0,36650 

+  0,00086 

2,210910 

0,36799 

0,86760 

+  0,00039 

2,229562 

0,36801 

0,86800 

+  0,00001 

2,826063 

0,36849 

0,36S94 

-  0,00045 

4,826563 

0,37094 

0,37091 

+  0,00003 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  Resultate  von  Rechnung  und  Beobachtung 
ziemlich  gut  zusammen,  und  nur  für  die  Dichtigkeit  1,0  ist  die  Differenz  etwas 
grösser,  als  dass  man  sie  noch  als  innerhalb  derBeobachtangsfehler  liegend* 

betrachten  könnte.  Wahrscheinlich  ist  der  Werth  von ^  etwas  zu  gross, 

also  i  zu  klein.     Ungeachtet  dieser  Uebereinstimmung  wäre  »s  doch  gut, 
wenn  man  noch  auf  eine  andere  Weise  ein  Mittel  an  die  Hand  bekäme,  die 


*   Die   Ergebnisse    der  Resultate  der  Einzelbeobachinngen   differiren   bis   za 
0,00052. 
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CoDstanten  anf  andere  Beobachtungen  anzuwenden.  Am  besten  wäre  es, 
wenn  es  ausser  den  Beobachtungen  über  das  Mariotte^sche  Gesetz  bei 
0®C.  noch  solche  für  eine  andere,  von  0°  möglichst  verschiedene  Tempera- 
tur, etwa  für  die  Siedehitze,  gäbe.  Leider  sind  solche  Beobachtungen  nicht 
vorhanden,  und  um  doch  einige  Controle  zu  haben,  bleibt  daher  nichts 
übrig,  als  die  Resultate  der  Beobachtungen  bei  gleichem  Volumen 
auf  die  der  Beobachtungen  bei  gleichem  Drucke  anzuwenden.  Wären 
Untersuchungen  über  das  Mario tte'sche  Gesetz  bei  verschiedenen  Tem- 
peraturen vorhanden,  so  wären  diese  allerdings  vorzuziehen,  weil  die  Un- 
terschiede grösser  würden;  allein  sie  sind  eben  nicht  da. 

Die  Beobachtungen  Kegnault*s  nach  dem  Verfahren  bei  gleichem 
Drucke  ergeben  für  atmosphärische  Lnft*: 

1 


r 

Ausdehnung  für  iOO^C. 

1,000000 

0,36706 

3,320506 

0,36044 

3,455164 

0,36964. 

Bestimmt  man   unter  Anwendung  der  oben  gefundenen  Werthe  von 

■  und  Ct  [40)  und  4l)]  die  Grösse  -  nach  der  Gleichung  38),  so  ergeben 
i  ^\ 

sich  hierfür  beziehungsweise  1,367630,  2,431586  und  2,523148,  und  hieraus  be- 
rechnet sich  die  Ausdehnung  von  0  bis  100**  C.  auf: 
0,36763,     0,36927,     0,36939. 

Nach  dem  Verfahren  bei  gleichem  Volumen  berechnet  sich  für  die  näm- 
lichen Dichtigkeiten  die  Ausdehnung  zu  0,36736,  0,36899  und  0,36,912.  Der  Un- 
terschied zwischen  den  beiden  Rechnungen  ist  zwar  nicht  gross,  aber  er  ist 
doch  da,  und  es  ist  daher  der  Satz  gerechtfertigt,  dass  der  Ansdehnnngs- 
coefficient  für  gleiches  Volumen  kleiner  sei,  als  der  Ausdehnungscoefficient 
für  gleichen  Druck,  ein  Satz,  den  bereits  Regnault  aufgestellt  hat. 

Magnus  hat  nach  dem  Verfahren  bei  gleichem  Drucke  nur  Luft  von 
einem  Atmosphärendrucke  untersucht.  Seine  Resultate  schwanken  zwischen 
0,38769  und  0,35500,  lassen  sich  also  hier  nicht  weiter  in  Berechnung  ziehen. 

Uöber  die  Kohlensäure  hat  Regnault  nach  dem  Verfahren  bei  glei-. 
chem  Volumen  nachstehende  Resultate  erhalten**: 

l 


r 

Ausdehnungscoefficient 

0,997975 

0,36856 

1,187068 

0,36943 

2,312615 

0,37523 

4,843257 

0,38598. 

•  A.  a.  O.  115. 

**  A.  a.  0.  112. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  i 

J.Physik,  XVU,1. 
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Geht  man  hier  unter  Zugrundelegung  der  Gleichungen  35)  und  37)  in 
der  nämlichen  Weise  vor,  wie  dieses  oben  bei  den  Versuchen  mit  atmos- 
phärischer  Luft  geschah,  so  kommt  man  zu  nachstehenden  Gleichungen: 

7  +  '« 


45) 


0,998024 
1,185704 
2,293476 
4,725567 


i 

t 

i  +  iy 

t 


Die  wahrscheinlichsten  Werthe  Von 


0,9939  ft=  1,365803, 

1,6727(7«=  1,623653, 

11,3683  C,=  3,153428, 

1 18,6090  (?f=  6,543967. 


und  d  sind 


l  +  U 


=  1,370490    und    C«  =  — 0,00059753. 


Bei  Vergleichnng   der   Ergebnisse  von  Eechnung  und  Beobachtung 
findet  sich: 


r' 

Ausdehnung 
für  lOO^C. 

Rechn.-Beob. 

Rechnung. 

Beobachlung. 

0,997975 
1,187068 
2,312615 
4,843257 

0,37113 
0,37140 
0,37399 
0,38603 

0,36856 
0,36943 
0,37523 
0,38598 

+  0.00257 
+  0,00197 
-  0,00124 
+  0,00005 

Die  Ucbereinstimmung  von  Rechnung  und  Beobachtung  ist  nicht  gross 
und  der  Grund  davon  liegt  darin,  dass  es  bei  der  Kohlensäure  nicht  wie 
bei  der  atmosphärischen  Luft  gestattet  ist,  das  Glied 

\^  b  *  6V  r* 
[Gleichung  24)]  zu  vernachlässigen.  Ich  habe  darum  auch  den  Werth  (Dt) 
berechnet,  welchen  die  Grösse />  [Gleichung  25)]  bekommt,  wenn  die  Tem- 
peratur 100°  C.  beträgt;  dafür  aber  habe  ich,  weil  der  absolute  Nullpunkt 
für  die  Kohlensäure  offenbar  kein  anderer  sein  kann ,  als  für  die  atmosphä- 
rische Luft,  den  Werth  von 

-j-^  =  1,367198 

als  gegeben  eingesetzt.    Dadurch  ergeben  sich  die  Gleichungen 
0,9939  Ct  +     0,9919  />£  =  —  0,001310 , 
4ß)  1 ,6727  Ct  +      l  ,9856  />«  =  —  0,002566 , 

12,3683  Ct  +   28,0031  Dt  =  —  0,017859, 
113,6090  Ct  +  550,2372  /),  =  -  0,08445^,^,,,,  .^  GoÖgk 
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Die  Werthe  von  Ct  und  2>t^,  welche  sich  diesen  Gleichungen  am  besten 
anschliessen ,  sind 

47)  Ct^  —  0,002065078 , 

48)  Dt  =       0,0002728933. 
Da  nun  nach  24)  und  47) 

^»  =  <^  +  (^^  -  iV  ^j  *  (^--^j  =  - 0,002065078 

und  nach  24)  und  35) 

^o  =  c  +  0-tV^!)^  =  O,OOOO38ÖIO, 

80  ergiebt  sich 

49)  c=  0,005767267, 

50)  ^l  _  3^5^.  f!^  Ar  =  -  0,005728757. 

Auf  dieselt)e  Weise  bekommt  man  aus  24) ,  35)  und  48) 

51)  «  =  — 0,000751766,     • 

52)  r^ft  Z  —  I  £f  j  A:  =3  0,000749459. 

Die  der  Qleichung  44)  entsprechende  Gleichung  der  Kohlensäure  wird 
dadurch 

/     1 ,006368      0,0063321\  272,3326  +  < 
\  r       '^       t^       )     272,3326 

.    /  272,3326 +A  1 

53)  +  (0,0057673  -  0,0057288  .     ^;^  33^7  )  ^ 

/  272  3326  -4-  A  1 

—  ( 0,00075177  —  0,00074946  .       '     ^^Z    )  U- 
\  '  '  272,3326    /  r* 

Benutzt  man  die  Gleichung  53) ,  so  ^rgeben  sich  für  die  vorstehenden 
Dichtigkeiten  bei  der  Kohlensäure  durch  Bechnung  die  folgenden  Ausdeh- 
nungscoefficienten  und  Differenzen  von  Bechnung— Beobachtung: 

0,36903  +0,00047 

0,36972  +  0,00029 

0,37518  —  0,00005 

0,38598  0,00000. 

Zur  Controle  will  ich  wieder,  wie  bei  der  atmosphärischen  Luft,  die 
gefundenen  Constanten  auf  die  Beobachtungen  nach  dem  Verfahren  bei 
gleichem  Drucke  anv^enden. 

Gefunden  hat  Begnault*: 


•  A.  a.  O.  117. 
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-  Ausdehnung 

1,000000  0,37099 

3,367318  0,38455. 

Wendet  man  die  Gleichung  53)  an  und  bestimmt  man  den  Werth  r,,  so 
erhält  man  im  ersten  Falle  die  Ansdehnnng  0,37058,  im  zweiten  0,38432  mit 
den  Differenzen  zwischen  Kechnang  und  Beobachtung:  —  0,00041  und 
—  0,00021,  welche  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler  liegen. 

Man  kann  auch  hier  wieder,  wiß  bei  der  atmosphärischen  Luft,  die 
Frage  aufwerfen,  welcher  Ansdehnungscoefficient  sich  bei  den  angewandten 
Gasdichtigkeiten  nach  dem  Verfahren  bei  gleichem  Volumen  berechnen 
würde,  und  man  findet: 


Ursprünglicher  Werth 

l 


1,000000 
3,367318 


Ausdehnnngscoefficient 
nach  dem  Verfahren 
bei  gleichem 

Drucke.  Volumen, 


0,37058 
0,38432 


0,36904 
0,38088 


Die  Differenzen  sind  hier  so  gross,  dass  man  sie  unmöglich  als  inner- 
halb der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler  liegend  betrachten  kann,  und  es 
geht  daraus  hervor,  dass  das  Verfahren  bei  gleichem  Drucke  wesentlich 
andere  Ausdehnungscoefficienten  giebt,  als  das  Verfahren  bei  gleichem 
Volumen.  Andererseits  dürfte  sich  meinen  Formeln,  welche  sich  an  beide 
Methoden  auschliessen,  auch  nicht  alle  Berechtigung  abstreiten  lassen. 


Sehr  gern  hätte  ich  auch  die  Verhältnisse  untersucht,  welche  Stickstoff 
und  Wasserstoff  bieten;  ich  konnte  dieses  aber  aus  Mangel  an  Beobach- 
tuugsmaterial  nicht  ausführen,  denn  bei  dem  Stickstoff  fehlen  Überhaupt 
alle  Beobachtungen  bei  anderem  als  dem  gewöhnlichen  Atmosphärendrucke, 
und  hei  dem  Wasserstoff  ist  wohl  noch  eine  Beobachtung  nach  dem  Verfah- 
ren bei  gleichem  Drucke  (für  2545 "^"^  Druck)  da,  aber  nach  dem  Verfahren 
bei  gleichem  Volumen  giebt  Regnault  nur  den  Ausdehnungscoefficienten 
für  einen  Atmosphärendruck,  dessen  Richtigkeit  er  übrigens  selbst  bezwei- 
felt. (S.  78).  Unter  diesen  Umständen  verbietet  sich  weiteres  Eingehen  in 
die  Sache  von  selbst. 
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Das  Lnftthermometer. 

Im  Vorstehenden  wurde  zunächst  angenommen,  die  Temperatur  der 
untersuchten  Gasart  sei  0^  oder  100^  C. ,  und  es  dürfte  wohl  nicht  uninteres- 
sant sein,  sich  mit  der  Frage  zu  beschäftigen,  welchen  Baum  ein  Gas  bei 
einer  beliebigen  Temperatur  einnehme,  oder  mit  anderen  Worten,  welchen 
Stand  ein  mit  dem  Gase  hergestelltes  Luftthermometer  bei  dieser  oder  jener 
Temperatur  zeigt,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Temperatargrade  nicht  nach 
dem  Volumen  des  Gases  bestimmt,  sondern  sie  als  unter  einander  gleiche 
Intervalle  zwischen  zwei  Grenzwärmen  betrachtet.  Zu  dieser  Bestimmung 
dienen  die  Gleichungen  44)  und  53),  in  welchen  (im  Falle  des  Normalluft- 
druckes) 31=5  —  1  gesetzt  wird,  worauf  für  i  die  Temperatur  in  Celsiusgra- 
den eingesetzt  und  dann  r  bestimmt  wird.  In  der  nachstehenden  Tabelle 
habe  ich  diese  Volumänderungen  für  den  Luftdruck  von  760°^°*  und  die  Tem- 
peraturen  0  bis  100^  C.  in  Intervallen  von  10  zu  10  Graden  angegeben. 


f<»C. 

Atmofiplilinschc  Luft. 

KoMennSure.              1 

Vol. 

Diff, 

Vol. 

Diff. 

0 
10 
20 

30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 

J, 000000 
1,036770 
1,073538 
1,1J0303 
J,1470Ö7 
1,183829 
1,220591 
1,257352 
1,294112 
1,330871 
1,367030 

0,030770 
O,0S6768 
0^036705 
0,036764 
0,036762 
0,036702 
0,030761 
0,036760 
0,036759 
0,036759 

1,00000 
1,03713 
1,07424 
L,IU3S 
1,14840 
1,18516 
1,22250 
1,25953 
1,29656 
1,33358 
1,37059 

0,03713 
0,03711 

0,03709 
0,03707 
0  03700 
0,03701 
0,03703 
0,03703 
0,03702 
0,03701 

Wie  die  Tabelle  zeigt,  ist  die  Ausdehnung  auch  bei  der  atmosphäri- 
schen Luft  der  Temperaturzunahme  nicht  genau  proportional,  sondern  ver- 
mindert sich  bei  höheren  Wärmegraden  nach  und  nach.  Dasselbe  findet 
zehnmal  stärker  bei  der  Kohlensäure  statt.  Da  nun  innerhalb  der  Grenzen 
der  Tabelle  die  Ausdehnung  der  Kohlensäure  grösser  ist,  als  die  der  at- 
mosphärischen Luft ,  so  muss  endlich  einmal  eine  Temperatur  kommen ,  in 
welcher  die  Ausdehnungscoefficienten  beider  Gase  gleich  werden.  Es  ge- 
schieht dieses,   wenn   die   Glieder  der  Gleichungen  44)   und  53),   welche 

höhere  Potenzen  von  —  enthalten,  verschwindend  klein  werden.    Dasselbe 
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muss  auch  bei  sehr  bedeutenden  Verdünnungen  eintreten,  und  man  kommt 
80  auf  das  sogenannte  ideale  Gas  hinaus. 

Wenn  man  das  Verhalten  der  Kohlensäure  bei  niedrigerer  Temperatur 
als  0^  C.  untersucht,  soweit  es  die  Formel  53)  zulässt,  so  ergiebt  sich  ein 
sehr  rasches  Zunehmen  der  Volumenverminderung.  Es  berechnet  sich  das 
Volumen  bei 

—  40»     0,85118, 
^  —80^     0,70151. 

Aller  Wahrscheinlichkeit  nach  ist  aber  die  Abnahme  des  Volumens 
noch  rascher.    Betrachtet  man  nämlich  die  Formel  53),  so  ergiebt  sich,  daas 

die  mit  -j  multiplicirten  Glieder  für  sich  bei  Abnahme  der  Temperatur 

eine  grössere,  die  mit  -^  multiplicirten  eine  geringere  Condensation  bewir- 
ken. Aller  Wahrscheinlichkeit  nach  wirkt  das  nächstfolgende  Gliederpaar 
wieder  in  einem  dem  ihm  vorangehenden  entgegengesetzten  Sinne  und  hebt 
so  dessen  Wirkung  wenigstens  zum  Theil  auf.  Wenn  man  die  Rechnung 
für  die  verschiedenen  Temperaturen  durchführt,  so  kann  es  nicht  entgehen,- 

dass  die  mit  höheren  Potenzen  von  —  multiplicirten  Glieder  immer  rascher 

anwachsen,  und  es  muss  da  endlich  eine  Grenze  kommen,  bei  welcher  die 
Bedeutung  derselben  den  Ueberschuss  des  ersten  über  1  übertrifft.  Dort 
muss  infolge  dessen  eine  mächtige  Verdichtung  (Condensation)  eintreten, 
welche  erst  dann  aufhört,  wenn  eines  der  späteren  Glieder  zur  Bedeutung 
gelangt.    Leider  habe  ich  bis  zu  diesem  Condensationspunkte  nicht  kommen 

können,  denn  jenseits  der  Grenze  —80^  lässt  sich  das  mit   ~  versehene 

Gliederpaar  nicht  weiter  ignoriren.  Es  wäre  allerdings  möglich  gewesen, 
auch  für  dieses  Glied  noch  die  Constanten  zu  bestimmen,  ^enn  ich  hätte 
nur  die  Beobachtung  über  das  Mario tte'sche  Gesetz,  welche  Regnault 
bei  16  Mtr.  Druck  angestellt  hat,  zu  Hilfe  zu  nehmen  nothwendig  gehabt, 
aber  bei  der  Unsicherheit  der  Constanten  habe  ich  dieses  Vorgehen  für 
überflüssig  gehalten. 
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üeber  einige  conforme  Abbildungen. 

Von 

Dr.  Oscar  Hentschel, 

ordentl.  Lehrer  am  Gymnasium  zu  Salzwedel. 


(Hierzu  Taf.  I ,  Fig.  1-3.) 


B.  Hie  mann  hat  nachgewiesen  (Dissertation,  Art.  21),  dass  es  stets 
möglich  ist,  die  Fläche  einer  beliebigen,  einfach  zusammenhängenden  Figur 
auf  die  Fläche  eines  Kreises  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Tbei- 
len  ähnlich  abzubilden,  und  zwar  nur  auf  eine  Art,  so  dass  dem  Mittel- 
punkte ein  beliebig  gegebener  innerer  Punkt  und  einem  beliebig  gegebenen 
inneren  Punkte  der  Peripherie  ein  beliebig  gegebener  Begrenzungspunkt 
jener  Figur  entspricht.  Die  Aufgabe  ist  für  eine  gegebene  ebene  Figur, 
deren  Punkte  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  o?,  y  bestimmt  werden, 
im  Wesentlichen  gelöst,  sobald  es  gelingt,  eine  Function  ü  zu  bestimmen, 
welche  der  Dififerentialgleichung 

genügt,  welche  nebst  ihren  Ableitungen  im  Innern  der  Figur  endlich  und 
stetig  bleibt  und  auf  dem  Rande  gleich  ist  dem  Logarithmus  des  Kadius 
vector. 

Da  Riemann  Beispiele  nicht  giebt,  so  wird  es  nicht  ohne  Interesse 
sein,  seiner  Methode  gemäss  einige  Abbildungen  zu  behandeln,  und  soll 
dies  im  Folgenden  mit  einigen  einfachen  Figuren  geschehen. 


§1- 
Transformation  der  partiellen  Differentialgleichnng. 

Da  wir  unten  von  verschiedenen  Coordinaten  Gebrauch  macheu  wer- 
den ,  so  wollen  wir  zunächst  jene  Differentialgleichung  für  andere  Coordi- 
naten transformircn  und  hierbei  das  von  Jacobi  (Crelle's  Journal  f.  Math., 
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Bd.  36)  gegebene  Verfahren  anwenden.  Jacobi  zeigt:  Wenn  man  in  einer 
Function  V  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x^  y,  z  eines  Punktes  im 
Kanme  die  drei  variabeln  Parameter  t/,  li, ,  t/,  dreier  anderen  orthogonalen 
Flächensysteme  einführt,  so  geht  die  Differentialgleichung 


d'U     d'U     d'ü 
dx^'^  dy*'^  dz^''^ 


über  in  die  transforniirte 


=  0. 


^T/BCdü      ^^/CAdü      ^^/ABdO 

du  dux  dUf 

wenn  gesetzt  wird 

(lJ)"+(l!)"+(fc)"-. 
©'+G^)*+(fe)'-. 

Die  Vorzeichen   der  WurzelgrÖssen  bestimmen  sich  ans  der  Bemer- 
kung, dass  sich  diese  Grössen  verhalten  müssen  wie  -7  •  "^  •  77* 

A     o     C 

Wir  stellen  jetzt  die  transformirte  Differentialgleichung  auf  für  einen 
geraden  Kreiscylinder,  indem  wir  setzen 

x  =  Q  cos^j     ye=:QSin^^     z  =  z,  • 

Demnach  wird 

<l-:)"-+(s; 

(©'=■• 

und  somit  die  transformirte  Differentialgleichung 

.  du      idu    .  du 
CI9-5-    ö-^-j    ^?r~ 

dQ    ^     39     "^    dz    ~ 
oder 

.   d£ 

Ferner  eigiebt   sich  für  einen  geraden  elliptischen   Cylinder, 
wenn  wir  setzen 


1, 


B=r^^)-+rA)      =^', 
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C=l, 
also  gebt  die  Differentialgleichung  Über  in 

oder 

:0F 


'^''-'■^l_^^v_^r._......^2I. 


Im  Folgenden  baben  wir's  nur  mit  den  Querschnitten  dieser  Cylinder 
zu  tbnn,  d.  b.  U  ist  unabhängig  von  z,  und  deshalb  handelt  es  sieb  hier  um 
Integration  der  Gleichungen 

2)  ^dg.S'D 


.du 


Wichtig  ist,  zu  bemerken,  dass  sich  3)  durch  eine  einfache  Substitution 
auf  2)  zurückführen  lässt  und  dass  also  mit  einer  Lösung  für  2)  zugleich 
eine  solche  für  3)  gefunden  ist. 

Bezeichnet  nämlich  a  eine  noch  unbestimmte  Function  von  p,  so  wird 
in  2) 

dü_dü   da  dü_    da    dU 

n  wir  r 
ist,  60  wird 


Wählen  wir  nun  6  so,  dass  q—  (ein  einfacher  Ausdruck,  z.  B.)  =1 


du     du        .      ^  dg     d'ü 

wo  ü  eine  Function  von  a  bedeutet. 
Dah«r  geht  2)  Über  in 

d'ü  .  d^ü      ^ 

wo  also  ^K-  =  1 ,  d.  h.  a  =  logg  ist. 
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In  ähnlicher  Weise  transformiren  wir  3),  indem  wir  s  als  Fanction  von 
Q  einführen;  dann  wird 

Setzen  vir  also 

:8s 

so  ist 


und  wir  erbalten  also  aus  8) 

Vergleichen  wir  jetzt  die  ausgeführten  Substitutionen,  so  ergiebt  sich, 
dass  Gleichung  3)  in  2)  übergeht,  wenn  wir  ^  an  die  Stelle  von  q  +  j/q*^£* 
setzen. 

§2. 
Abbildung  eines  Kreises  auf  den  Einheitskreis. 

Es  sei  M  der  Mittelpunkt,  p(  der  Radius  des  gegebenen  Kreises,  T'in 
der  Entfernung  p  von  M  der  vorgegebene  Punkt  desselben,  welcher  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  entsprechen  soll.  Wir  nehmen  den  Radius  durch 
Pals  Axe,  M  als  Centrum  der  Polarcoordinaten  an;  <&  sei  der  Winkel,  wel- 
chen der  Radius  vector  q  jedes  Punktes  im  Kreise  mit  MF  bildet.  Dann 
handelt  es  sich  sriinächst  um  Bestimmung  einer  Function  W{q^  •&),  welche 
der  in  Polarcoordinaten  transformirten  Differentialgleichung 

genügt,  welche  zugleich  mit  ihren  Ableitungen  im  Innern  des  Kreises,  also 
von  ^=0  bis  (>=^i,  stetig  und  endlich  bleibt  und  deren  reeller  Theil  schliess- 
lich in  jedem  Randpunkte  des  Kreises  gleich  ist  dem  Logarithmus  des  von 
P  aus  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Radius  vector  R. 

Nach  S  1  geht  die  Differentialgleichung  durch  die  Substitution 

x=^Q  cosi>,     y  =-Q  sin  ^ 
über  in 

d  ^ 

Der  reelle  Thqil  ü  der  fraglichen  Function  wird  sich  darstellen  lassen 
durch  eine  Reihe  von  der  Form 
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wo  a  and  &  noch  nicht  bestimmte  Coefficienten,  die  nur  q  und  Coustante 
enthalten,  n  aber  alle  ganzen  positiven  Zahlen  bedeutet.  Da  nun  diese 
Beibe  ebenfalls  der  Differentialgleichung  genügen  muss,  so  muss  sein 

>^,»  I  )^     »    ^  cosn^  +  Q  -^-^  sinnm^  n* {oncosn^  +  bnSinn^l  1=0. 

Offenbar  muss  jede  einzelne  eckige  Klammer  fUr  sich  verschwinden, 
und  da  dies  stattfinden  muss  für  jeden  Werth  von  ^,  so  müssen  folgende 
Gleichungen  bestehen: 

Für  diese  Gleichungen  haben  wir  die  particulftren  Integrale  q^  und 
^-*,  daher  werden  auch 

wo  Ay  B^C^  D  noch  zr  bestimmende  Gonstante  bedeuten ,  particuläre  Lö- 
sungen und  daher 

o 

die  allgemeine  Lösung  der  vorliegenden  Differentialgleichung  sein.  Mit 
Rücksicht  auf  die  obige  Bedingung,  dass  V  für  alle  Werthe  0  <^  <9i  end- 
lich bleiben  soll,  ergiebt  sich,  dass  in  unserem  Falle  die  Goefficienten  B 
und  D  verschwinden  müssen ,  so  dass  entsteht 


'7=^-(^» 


Die  letzte  Bedingung,  dass  V  auf  dem  Rande  gleich  logB,  sein  soll, 
verhilft  uns  zur  Bestimmung  der  Goefficienten  An  und  (7«.  Wir  haben 
nämlich 

also  .    . j 

.  %logB^ logq^*  +  %  |  1  -" 2  ^  cos%  -|-  \^j 


=  log 9x^  +  log  (l  -  J  e^^  (\-^e-  ^^. 


Es  ist  aber 


demnach  wird 
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2!ogB  =  2logQi  —  (f  —  cos^  +  ^^  cos2&  +  f  ^coj3^  +  -«.  )• 
^     Qi  Qi  Qi  ^ 

oder 

^     1  p" 
logR  =  logqi—  ^n -cosn^. 

Mit  diesem  Werthe  sollte  17  für  ^==^i  übereiDstimmen ,  also  müssen  die 
Coefficienten  C^  in  U  verschwinden. 
Ans 

folgt  ferner 

n=|..oD         n   \Qi  / 

ßnbstituiren  wir  diese  Werthe  in  £/,  so  ergiebt  sich 

U^logQf  ^n  -  \^^j  cosne. 
Hieraas  bilden  wir  durch  Zufügen  des  imaginären  Theiles 

die  Function  complexen  Arguments 

U+  ri:=W=logQi  —  ^n  l(^y    (cos  ne  +  i  sin  n&\ 
oder  für 

Q  {cos  ^  +  f  5IW  ^)  =  W  +  P  t  =  W , 

Der  Theorie  gemäss  wird  nun  die  abbildende  Function 
oder 

(Dass  dies  Hesultat  in  der  Tbat  übereinstimmt  mit  der  geometrischen  Con- 
struction  durch  reciproke  Radii  vectores,  wird  §  4  gezeigt  worden.) 

§3. 
Oegengeitiges  Entsprechen  des  Innern  beider  Kreise. 

Es  ist  von  Interesse,  zu  untersuchen,  welche  Curven  der  Punkt  w 
durchlaufen  muss ,  damit  Z  vorgegebene  Wege  beschreibt.  Oder  wenn  in 
Z=r  cos<p  4-  ir  sitKp  r  oder  tp  constant  bleibt,  %  resp.  r  aber  alle  mögliche 
Werthe  annimmt,  welche  Curven  beschreibt  dann  der  entsprechende  Punkt 
ni  =  »  +  <'*? 
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Durch  Sondernng  der  reellen  und  imaginären  Theile  erhalten  wir  ans 

.    .                   u  +  vi  —  p 
rcosq)  +  tstn(p  =  ^,  -^ — - — ir , 


6)  r  cos<p  =  Qi ^  ^ r^-^ — ^-y  , 

Qi'-P* 
{Qi^-puy  +  p^v* 
HierauB  ergiebt  sich 

oder 

d.  h.  der  Punkt  w  =  u  +  vi  durchläuft  einen  Kreis,  wenn  r  constant  bleibt 
und  q>  alle  mögliche  Werthe  annimmt.  Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
sind : 

Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kreise  liegen  also  neben  einander  auf  der 
Axe  der  Reellen.    Der  Radius  eines  solchen  Kreises  wird 


^r— rV 


Wie  es  sein  soll,  ergiebt  sich  für 

r  =  0,  M  =  p...Ä  =  0;     r=l,  m  =  O...Ä  =  ^i. 
Wir  nehmen  jetzt  g>  constant  und   r  variabel.     Durch  Division  der 
Gleichungen  6)  und  7)  ergiebt  sich 

tangq)  = ^ — 

p^u  +  Qi*u  —  pu*  —  pv*  —  PQl* 
oder 

«.+  e,t_  ?L±J?.\ +£lZ:^  eof^<p  .  t;  +  p»«  =  0. 
P  P 

Also   auch  in  diesem   Falle   beschreibt   der  Punkt  w=^u  +  vi  einen 

Kreis. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind 

•/  —  g*'  +  /^'        •/      P^JZlL  ^..1n « . 
u  = ,      V  =  cotg  q> : 

2p      '  2p  ^^' 

der  Radius  wird 

2p  stn  q> 
Aus  diesen  Werthen  ist  ersichtlich,  dass  die  Mittelpunkte  dieser  Kreis- 

'  2    I        2 

schaar  auf  der  Senkrechten  zur  Axe  der  Reellen  im  Abstände  ■^-- vom 

2p 
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Nnllpnnkte  liegen;  ihre  Entfernung  von  dieser  Axe  ändert  sich  wie  cotgq>^ 
daher  isl  auch  diese  Kreisschaar,  wie  obige,  symmetrisch  zur  Axe  der 
Beeilen.    Mit  wachsendem  q  durchläuft  72'  alle  Werthe  von  oo  bis  u^p. 

Da  nun  die  von  Z  in  beiden  Fällen  durchlaufenen  Linien  ein  orthogo- 
nales System  bilden,  so  sind  auch  die  entsprechenden,  von  w  beschriebenen 
Kreise  orthogonal  (Steiner^s  hyperbolische  und  elliptische  Kreisschaar). 

§4. 

Vebereinatimmung  der  Formel  Z  mit  der  Transformation  durch 

reoiproke  Badii  veotores. 

Es  sei  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  A  und  dem  Radius  1  so  zu  trans* 
formiren,  dass  ein  vorgeschriebener  Punkt  C  seines  Innern  dem  Mittelpunkte 
B  des  transformirten  Kreises  entspricht.  Ist  nun  AC  =  p  (und  liegt  C  vonA 
aus  nach  der  negativen  Richtung),  so  hat  man  jener  Transformation  gemäss 

den  Transformationsmittelpunkt  0  auf  der  Axe  JC  in  der  Entfernung  A0  =  - 
anzunehmen;  dann  wird  B  in  der  Entfernung  — -^— ^  von  0  der  Mittelpunkt 

(er  sei  zwischen  0  und  A  gewählt)  und 1  der  Radius  des  gesuchten 

Kreises. 

Es  bezeichne  nun 

w=su  +  vi  einen  Punkt  des  Kreises  A, 
t=  S  + 1?«      it         ff        ff         ff       ^• 
Je  zwei  entsprechende  Punkte  P  und  F  der  Kreise  A  und  B  liegen  auf 

demselben  durch  0  gezogenen  Strahl,  und  zwar  so,  dass  0P^=---=  ist.  — 

Wir  haben  stets 

und  bezeichnen  wir  den  noch  unbekannten  Werth  dieser  Verhältnisse  durch 
X,  so  ist 

6  =  x  .  M,     ri  =  %  .  », 
daher 

|«  +  ,,«  =  x'(«'  +  0. 
Da  aber  die  Radii  vectores  reciprok  sind ,  so  ist  auch 

u^  +  v*  M*  +  tr 

und  somit 

.       u  +  vi 

Diese  Formel  haben  wir  zu  vergleichen  mit  der  obigen  5)  (^i  =  1) , 


Z  = 


1  —  pw 
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Für  letztere  war  A  Coordinatenanfang  nnd  p  positiT ;  jetzt  ist  0  An- 
faugspankt,  p  negativ.    Demnach  wird 

M  +  vt  +  p— - 

Lxss.  j --, 

Den  Kreis  B  müssen  wir  jetst  nach  0  verlegen  und  vergrössern,  so 
dass  sein  Radius  =  i  wird;  dann  geht  obiger  Ansdrnck  für  %-\'r{i  über  in 

(t<  +  pt         p     \1— P*       ,         t<  +  pt    I— p*      1 
w»  +  t;*      1-pV     p»  ««  +  !;«•     p«         p 

Znfolge  der  Constrnction  durch  reciproke  Radii  vectores  Hegen  nun 
die  Punkte  auf  der  0  abgewandten  Seite  des  Kreises  A^  im  Kreise  B  auf 
der  0  zugewandten  Seite,  während  bei  der  Abbildung  durch  die  Formel  Z 
diese  Umkehrung  nicht  stattfindet;  wir  haben  daher  im  letzten  Ausdrucke 
das  Vorzeichen  des  reellen  Theiles  umzukehren,  und  dann  müssen  beide 
Formeln  identisch  sein,  d.  h. 

—  w  +  vil— p',1  ^      p 


f-  = 


u*  +  v^    '     p«     ^p 


l+p(u  +  .i-i)' 


{-u  +  vi){i  -p«)  +p  (fi»  +  f.«)  =p  {u'+v*)  -  (1-p«)  {u  -  vi). 
In  der  That  findet  also  diese  Identität  statt,  also  stimmen  beide  Abbil- 
dungsmethoden überein* 

§5. 
Abbildung  der  Ellipse  auf  den  Kreis,* 

Betrachten  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall ,  dass  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  entsprechen  soll ,  so  handelt  es  sich 
hier,  wie  $2,  zunächst  um  Integration  der  Differentialgleichung 

d^fV     d^W  _ 

und  zwar  ist  die  Function  W  so  zu  bestimmen ,  dass  sie  mit  ihren  Ablei- 
tungen im  Innern  der  Ellipse  endlich  und  stetig  bleibt,  und  dass  ihr  reeller 
Theil  in  jedem  Handpunkte  der  Ellipse  gleich  ist  dem  Logarithmus  des  vom 
Mittelpunkte  derselben  nach  jenem  Punkte  gezogenen  Radius  vector  R. 


*  Als  ich  diesfi  Abbildung  bereits  YoIIendet,  hatte  Herr  Prof.  H.A.  Schwarz 
in  Zürich  die  Güte,  mir  seine  „ISotizia  sidla  rappresejitaiione  eonforme  dt  un'area  eliit- 
tica  sopra  taCarea  circoiare**  (ans  den  Annali  di  Maiemaiica  pura  ed  applicala,  Seriellst 
Tomo  lHo^  Fase.  II«)  zu  übersenden.  Aus  dem  Vergleiche  beider  Entwickelangen 
wird  hervorgehen,  weshalb  ich  nicht  Bedenken  getragen,  auch  noch  die  meinige  zu 
veröffentlichen. 
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Wir  sahen   bereits   S  2 ,  in  welche  Differentialgleichung  obige  durch 
Einführung  elliptischer  Coordinaten  übergeht,  indem  wir  setzten 
x  =  r  cos^y     y  =  j/r*  —  e*  sin  ^. 

Es  ist  nun  der  reelle  Theil  I^  der  Function  W=U+Vi  so  zu  bestim- 
men ,  dass  er  der  Differentialgleichung 

genügt.    Feiner  sahen  wir,  dass  diese  Differentialgleichung  durch  die  Sub- 
stitution   

r  +  ^r«— «*=^ 
übergeht  in 

.  du 

Das  allgpmeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  war 
U {q,  &)  =2»  i  ('^n  «+  "  +  »«  ?-")  cosn&+  (C,  ()+»  +  D„  Q- »)  sin «  ^ }, 

O 

also  ist  das  Integral  der  vorletzten  Differentialgleichung 

^(n^)=5"  \lMr+Vr'-^'r+Bn  (r +  /;^=^)-»]  cosn^ 

Bedeutet  nun  r|  die  grosse  Halbaxe  der  Ellipse,  so  verlangen  die  Ste- 
tigkeitsbedingungen, dass  die  Function  0  {r^^•)  mit  ihren  Ableitungen  für 
t'^r<ri  endlich  und  stetig  bleibe.  Es  muss  dem  entsprechend  ü(Qid)  mit 
ihren  Ableitungen  für  f^c^Pi  ='*i  -|- ^r,*  —  e*  endlich  und  stetig  bleiben. 
Sehen  wir  also  sämmtliche  Ellipsenpunkte  an  als  Träger  der  noch  unbekann- 
ten Functions  werthe  ^(r, '9'),  so  müssen  die  Träger  der  Functionswerthe 
ü{q,  d)  angesehen  werden  als  die  Punkte  eines  Kreisringes  mit  den  Radien 
Q  =  e^y  Q  =  Qi'  Da  nun  in  der  Ellipse  längs  der  Axe  der  Reellen  zwischen 
je  zwei  symmetrisch  zu  ihr  gelegenen ,  unendlich  nahen  Punkten  ein  steti- 

O  TT        I)  77 

ger  Uebergang  der  Functionswerthe  ü(Xj  y),  —  ,  —  stattfinden  muss,  so 

</ 3/    (/  y 

muss  dies  auch  mit  den  Functionswerthen  der  entsprechenden  Punkte  des 

Kreisringes  der  Fall  sein.   Bezeichnen  nun  a  und  b  zwei  jener  benachbarten 

Punkte  der  Ellipsenaxe,  so  sind  die  Stetigkeitsbedingungen  für  die  Ellipse 

in  rechtwinkligen  Coordinaten 

Man  überzeugt  sich  leicht  (vergl.  Neu  mann,  Integration  der  partiel- 
len  Differentialgleichung  ö— 2  +  01  =0,  §3;    Cr  eile's  Journal  f.  Math. 
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Bd.  50),  dass  diese  Bedingungen  für  die  Coordinaten  r,  ^  übergehen  in  fol- 
gende: 

^•=^*'  67).=- S7)»'  (IS-=-(S)*- 

Wegen  der  ersten  Gleichung  darf  ü  für  d  und  —  d  das  Zeichen  nicht 
Andern,  d.  h.  der  Coefficient  bei  sinn^  muss  verschwinden;  daher  wird 

o 

Hieraus  ergiebt  sich 

Wegen  der  zweiten  Bedingungsgleichung  wird,  wenn  \fir  den  Werth 
n  =  0  ausschliessen  und  berücksichtigen,  dass  r  +  ^r*  —  «•  für  r  =  e  gleich 

Die  dritte  Bedingungsgleichung  liefert  nichts  Neues.    Substituiren  wir 
den  gefundenen  Werth  für  ^n*  so  ergiebt  sich 

ü={jio+  Bo)  +^n  Bn  (^-«  .  £^»  +  (T)  cos n &, 
oder  für  >rfo  +  ^o  =  ^» 

U=C+^n  Bn  (Q-"  .  6^»  +  (»")  COSn^, 

i 
Die  Constanten  B  und  C  ergeben  sich  aus  der  letzten  noch  zu  erfüllen- 
den Bedingung,  dass  £/ auf  dem  Kande  der  Ellipse  =^logR  sein  soll.    Wir 
haben  aber 

=  %  I  +  i  /op  [j  +  -  e*'"l  [l  +  -  c-*']. 
Wie  $  2  ergiebt  sich  hieraus 
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Da  nun  Uq::=q^  =  log Eq=q^  sein  soll,  so  folgt  znnäcbst,  das«  in  obigem 
Werthe    ü  für   n-  nnr   die   geraden   Zablen   zn  setzen  sind,   dass  ferner 

C^=log—  ist.    Scbliesslich  folgt  ans 

Die  Substitution  dieser  Wertbe  liefert 


=,^?. +5,  (-0-  («)""+©  " 


-  ^   "    (?)"+,. 


cos2w^. 


Setzen  wir  hier 


{jj=q  und  %(£)  =  9, 
80  erbalten  wir 

,    Ui=log — T— +  >^« . — : — -  co52nqptcos2«d. 


2K? 
wir 
gleicb,  also 


7C 

Wenn  wir -Ö*  an  Stelle  von  ^  setzen ,  so  werden  alle  Vorzeichen 

2 


ü  =  Iog  —T~=^  ^,n ~--co*2«g)f .  cos2n{ ^). 

2i^g         »      '^    ^+^  \2        / 

Nachdem  hiermit  der  reelle  Theil  ü  der  gesuchten  Function  gefunden 
ist,  bilden  wir  leicht  durch  Zulegen  des  imaginären  Theiles 

Ff  =  >^  n—  T-, stN2nq)t  sin2n\ ^  1 

-^nl  +  ^»  ^  \2         / 

die  gesuchte  Function  complexen  Arguments 

'ly/q      '^     nl  +  q'  \2  ^"^7 

Nach  Fu»(f.  not)«,  pag'.  99,  6),  ist  nan 
^      ,     iyö.sim  ,  2qcos2z  ,  2o*co«4?  .  2o*cos6«  JA" 

daher  wird 
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W^^logi  —  log2  Yq  —  logsn  —  f  ?  —  ^  -f-  g,/ j  +  log-^—  sin  \^—&  +  <piJ 

=  logs  +  log -— logsn  —  (  -  _  ^  +  g, ,  j. 

Schliesslich  wird  die  abbildende  Fnnction 

al»o 

2  A'  /tt  \ 


£  5fn( 


Wir  führen  jetzt  statt  der  elliptischen  Coordinaten  wieder  die  recht- 
winkligen ein.    Es  ist 

sinl &  +  (pi]=: sini ^J cosg>i  +  cos (  •  —  &)  sirnpi^ 

=  cos  ^  cos  (pi  +  sin  O  sin  tp  i , 


I 


/o^^  -/o^^  -/o^-         %? 


Wird  hier  ^  durch  r  ansgedrückt,  so  ergiebt  sich 

und  daher  wird  schliesslich 

Z  =  yKSn  —  [arcstn—J  , 
wenn  x  +  yit=tz  gesetzt  ist. 

Was  die  Constanten  anbelangt,  so  war  gf  =  {— ),  r,   war  die  grosse 

\Ql/ 

Halbaxe  der  gegebenen  Ellipse  und  Qi  =r,  +J^(»i'—  «*•    Bezeichnet  r,  die 
kleine  Halbaxe,  so  wird  c s=  ^rj*  —  r,*  und  daher 

Für  die  Übrigen  Constanten  bestehen  die  bekannten  Formeln 
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§6. 
GegenBeitiges  Entspreohen  des  Ittnern  der  Ellipse  und  des  KreiBes. 

Wir  untersuchen,  welche  Curven  der  Punkt  7=^+  Yi  beschreibt, 
wenn  der  Punkt  z^=^r  cos &-{•]/ r^^  b*  sin  d^  in  der  gegebenen  Ellipse  con- 
focale  Ellipsen  und  Hyperbeln  durchläuft. 

Der  Einfachheit  wegen  bestimmen  wir  die  fraglichen  Curven  für  einen 
Kreis,  dessen  Radius  nicht  =1.  sondern  ==-7-  ist. 

Die  abbildende  Function  ist 

rr  .    Fr.        .  2X  /         .   x^  yi\ 

Z^=A  4-  rt  =  smam  —  1  arcsvi  — —^-  J  =  5« f. 
^    \  e     / 

Wir  bemerken  zunächst,  da 

dZ 

befriedigt  wird   durch  dni=0  und  c»(;=0,   dass  jene  Curven  die   vier 

Brennpunkte  haben  ^=+  -  und  X^=  +  \,    Die  letzteren  liegen  innerhalb 

des  Kreises  und  entsprechen  den  Brennpunkten  der  Ellipse.  Schlagen  wir 
nun  dasselbe  VerfalMon  ein,  wie  Siebeck  (Crelle's  Journ.  f.  Math.,  Bd.  57 
u.  59:  lieber  eine  Gattung  von  Curven  vierten  Grades),  bezeichnen  wir  die 
Brennpunkte  im  Kreise  mit  /  und  J\  mit  P  einen  beliebigen  Punkt  der  frag- 
lichen Curven  und  berücksichtigen  wir  endlich,  dass  nach  Obigem 
2Ä'  .   x  +  yi      n        ^   .       . 

n  B  2  ^ 

so  ergiebt  sich 

p-_  —  cosam  {pi  -^  sin  coam^  ,  /i  am  q>i 
yi  —  x'  sin*  conm  ^  .  sin*  am  <pt 

, cos  am  qp  t  +  sifi  coam  q>  ,  d  am  tpi 

j/\  —  jt*si;i*  coam  ^  .  sm*amq)i 
Setzen  wir  nun 

PJ+PJ'=S,     PI-'Pr^D, 
so  liefert  die  Elimination  von  ^ 

S*cos*coam  i —  9?,  x'j  +  Z>*  cos* am  i  —  qj,  x'j  =  4 

als  Gleichung   derjenigen  Curvenschaar,   welche  den  confocalen  Ellipsen 
entspricht,  für  welche  also  q>  =  log  {r  +  ]/r*  —  £«) ,  d.  h    r  constant  ist. 
Ferner  liefert  die  Elimination  von  tp  aus  obigen  Gleichungen 
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2K 
^  /)•  X*  cos^  coam  —  d 

n =4 


2  A' 
cos^  coam  —  ^ 

7C 


als  Gleichung  derjenigen  Cnrvenschaar ,  welche  den  confocalen  Hjperhrln 
entspricht,  für  welche  also  d  constant  ist. 

§7. 
Allgemeinster  Fall  dieser  Abbildung. 

Soll  die  Ellipse  aafden  Kreis  so  abgebildet  werden,  dass  dem  Mittel- 
punkte der  Ellipse  ein  beliebiger  vorgegebener  Punkt  C  des  Kreises  ont* 
spricht ,  so  nehmen  wir  den  Durchmesser  durch  C  als  reelle  Axe  an ,  bilden 
die  Ellipse  zunächst,  wie  in  S  4,  auf  den  Kreis  ab  und  wenden  auf  diese 
Abbildung  die  umgekehrte  Formel  5)  des  S  2  an. 

§8. 
Abbildung  des  Beohtecks  auf  den  Kreis. 

Der  einfachste  Fall  ist  wieder,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  dem 
Mittelpunkte  des  Rechtecks  entspreche.  Die  Mittellinien  des  Rechtecks 
mögen  als  Coordinatenaxen  angenommen  und  jeder  Punkt  desselben  durch 
z  =  x  +  yi  dargestellt  werden.  Dann  handelt  es  sich  wieder  um  eine  Func- 
tion W{x^y)=:ü+Vi,  welche  der  Differentialgleichung 

gentigt,  welche  nebst  ihren  Ableitungen  im  Innern  des  Rechtecks  stetig  und 
endlich  bleibt  und  deren  reeller  Theil  ü  in  jedem  Rnndpunkte  des  Recht- 
ecks gleich  ist  dem  Logarithmus  des  aus  dem  Mittelpunkte  dorthin  gezoge- 
nen Radius  vector.  Versuchen  wir  nun  zunächst  den  reellen  Theil  C^  der 
Function  fF  zu  bestimmen,  indem  wir  ihn  (d.  h.  der  Reihe  nach  seine 
Theile)  darstellen  durch  trigonometrische  Reihen,  und  suchen  wir  dann  die 
CoefGcienten  zu  bestimmen  durch  die  Randbedingung,  so  ergiebt  sich  die 
Aufgabe,  jenen  Logarithmus  durch  eine  trigonometrische  Reihe  darzustel- 
len. Die  hier  als  Coefficienten  auftretenden  Integrale  lassen  sich  aber  nur 
durch  Reihen  darstellen  und  sind  also  für  unsern  Zweck  unbrauchbar.  Diese 
Schwierigkeit  lässt  sich  jedoch  durch  eine  kleine  Abänderung  des  Verfah- 
rens umgehen.  Herr  Professor  E.  Heine  machte  gelegentlich  darauf  auf- 
merksam, dass  der  Riemann^sche  Weg  nicht  der  einzig  mögliche  sei,  dass 
man  vielmehr  an  Stelle  des  von  Riemann  vorgeschlagenen  Logarith- 
mus des  Radius  vector  auch  den  Logarithmus  einer  andern 
Function  setzen  könne.  In  der  That  lassen  sich  leicht  verschiedene 
Functionen  aufstellen,  welche  im  Punkte  2  =  0  verschwinden,  sonst  aber 
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im  ganzen  gegebenen  Gebiete  endlich  und  stetig  bleiben.  Die  Schwierigkeit 
liegt  jedoch  darin,  dass  sich  der  reelle  Theil  des  Logarithmus  der  fraglichen 
Function  nach  den  Sinus  und  Cosinus  derselben  Vielfachen  entwickeln  las- 
sen miiss ,  welche  das  geeignete  allgemeine  Integral  der  Differentialgleich- 
ung enthält. 

z 
£s  wird  sich  zeigen,  dass  für  unsern  Fall  die  Function  logtang^  die 

* 

nöthigen  Eigenschaften  besitzt. 

Wir  nehmen  jetzt  die  Mittellinie  des  Rechtecks  in  der  Axe  der  Reellen 
=7t  an  und  nennen  die  andere  Mittellinie  2b.  Bezeichnet  nun  C  einen  un- 
bestimmten Coefücienten,  n  eine  ganze  Zahl,  so  ist  zunächst  die  Function 

ein  geeignetes  particuläres  Integral  der  obigen  Differentialgleichung,  also 
die  Reihe 


2- 


^nCn  (e"»  +  e-»y)  cosnx 

0 

das  allgemeine  Integral. 

Wir  stellen  jetzt  eine  Function  auf,  welche  1.  derselben  Differential- 
gleichung genügt  und  im  Innern  des  Rechtecks  mit  ihren  Ableitungen  end- 
lich und  stetig  bleibt,  2.  für  a:=+  -  verschwindet  und  3.  für  y= +^  sich 

reducirt  auf  den  reellen  Theil  von  log  lang ^. 

i 

Den  beiden  ersten  Bedingungen  geschieht  Genüge  durch  die  Function 

WO  M=2«-|-l  ist,  die  L  aber  Coefficienten  bedeuten,  welche  mit  Hilfe  der 
noch  zu  erfüllenden  dritten  Bedingung  zu  bestimmen  sind. 

Wir  entwickeln  zu  dem  Ende  den  reellen  Theil  der  Function 


^  +  t/t 
logtang  — ^  =  «  +  ßu 


Es  ist  nämlich 


,=.{ 


rr-f-wi  .    ,  x-^hi 

logtang  — ^+  logtang  — --^ 

sin  — i-^  .  sirh ^ 


=  i% 


x  +  yi         x—yi' 

cos ^  .  cos ^ 

2  2 


j         cosyi  —  cosx      2cosyi—2cosx^ey — 2cosx  -{-er-v 
^         cosyi-\'Cosx   '  2cosyi'\'2cosx       ev ^2cosx  +  e^y^ 
_  1  —  ß-» .  c*'      1  —  e-y  .  ^-xi 
~  1  +  e-y .  <?^» '   l  -|-  e-y  .  £?-*'* 
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Wir  erhalten  nun  nach  der  Formel 

Hieraas  ergiebt  sieb  dnrcli  Addition 

a  =  —  2  [e^y  cosx  +  ^er^y  cosZx  +  \er  *»  cosbx  +  ...}, 

o  ^ 

Obiger  Wertb  ^*^4^-^-*"  bleibt  offenbar  derselbe  für  y  =  +  ft  und 
cosyt-{-cosx 

ff=z  —  b.    Setzt  man  also  in  o  für  y  den  Absolutwertb  6,  so  gilt  die  gefun- 
dene Keibe  für  die  beiden  Recbtecksseiten  ^  =  +  69  also  wird 


«»=-22i'»v 


Da  nun  mit  dieser  Reibe  nacb  der  obigen  dritten  Bedingung  die  zuerst 
aufgestellte  Reibe  für  y  =  +  ^  übereinstimmen  soll ,  so  wird 


^,nLu  C0SUX  =  ^2  X/**~  ^~ 


ub 


COSUX 


und  bieraus 


u 


Die  Substitution  dieses  Werthes  im  obigen  ü  liefert 


i7  =  -§^e-«^^4±^ 


9 

u~b 


COSUX. 


Setzen  wir  nun  g— ^♦sisg',  so  wird 

(/  =  — 4  X, -T— : — -  cojuyico^Mo:. 

Diese  Function  verscb windet  in  der  That  für  a?  =3  +  -  ;  für  «  =  +  6 

75  '         ^      — 

reducirt  sie  sieb  auf  den  reellen  Tbeil  von  logtang . 

Ans  ibr  bilden  wir  dureb  Zufügen  des  imagiQären  Tbeiles 

rr.  '^    1      S'"        .         . 

Ki  =  4  /«---; — zstnuytsmux 

die  Function  complexen  Arguments 
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O  I     a 

'     ^    «1  +  ! 


-  COS  u  z, 

r 

Bemerken  wir  ferner,  dass  der  Ausdruck 

cosyi — cosx 


a^^log 


cosyi -{■  cosx 


für  .T  =  + --  ebenfalls  verschwindet,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Function  ü +  Vi 

auf  dem  Rande  des  Rechtecks  nur  imaginär  18t;  sie  ist  daher  so  beschaffen, 

wie  es  die  Theorie  der  Abbildung  verlangt,   und  ist  also  ^7+  Fi=  W, 

X  I  t/  f 
Nun  ist  auch  log  lang  — ^ W  eine  Function  complexen  Arguments, 

und  zwar  wird  diese  im  Punkte  a:  +  yi  =  0  negativ  unendlich,  auf  dem 
Rande  des  Rechtecks  rein  imaginär,  in  allen  übrigen  Punkten  des  Recht- 
ecks aber  endlich  und  stetig. 

£s  handelt  sich  nun  um  die  Summation  der  Reihe  W. 

Nach  Fund,  nova ,  pag,  101 ,  22) ,  ist 

1            4^       .             4<2r«       .  ^           4y*      .   ^  2k  K 

stn 2  — --  j^—^  sw^z ; — i  stnbz  ...  = 


n  cos  coam  —  z 
n 

„  Aam  —  z 
2K  n 


n     .         2K    ' 
sxnam  —  z 


oder  nach  Dur^ge,  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  S.  229,  21  a) : 

2/r 
d^ 

n 
Durch  Integration  dieser  Reihe  ergiebt  sich 


y  2/r 

y      1  +cn  —  t 


log  fang  -^  +  -^^  cost  +  l  ^^  cosZz  +  ^  ^^  cos62+. 


\  —  cn  —  z 

Ä- 

l  +  cn^z 


Nach  dieser  Summation  ist  also 

2K 


z 
W=^logco(g- 


I  ZA 

-|    /l  —  cn  —  z 

1/        2ir' 

y      l+cn  —  z 
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und  daber  obige  Differenz 


2  "I 

/\  —  cn 

logiang^^-- 

Wz=logiatig  -  <^oig-L 

/ 

n 

\  +  cn 

—  z  . 

71 

Demnacb  ist  die  abbildende  Function 

oder 

^^logt^\^W 

i 

-  /X  —  cn  — z       1  — 
7/             ""     - 

cn—   z 
n 

y       l  +  c»  —  z         sn 

1  — z 

Hier  ist  also  nacb  Obigem  ^=r~~2d.  ^\q  Grössen  x  und  E  ergeben  sieb 
nacb  den  S  5  angefübrten  Formeln. 

§9. 
OegenseitigeB  Entsprechen  des  Innern  beider  Figuren. 

Es  fragt  sieb,  welcbe  Curven  beschreibt  Z,  wenn  in  s  =  a;-|-^t  die 
eine  der  Grössen  w  und  y  constant,  die  andere  variabel  genommen  wird? 

Die  Ecken  des  Rechtecks  sind  Discontinuitätsstelleu  in  der  Umgren- 
zung der  Figur,  daber  ergeben  sich  die  entsprechenden  Punkte  aus  der  Be- 
trachtung des  Differentialquotienten  der  Function  Z;  diese  Punkte  sind  die 
Brennpunkte  der  fraglichen  Curven.* 

Da  wir  auch  schreiben  können 


Z  =.  tang  I  4  am  —  «  j  , 


so  ist 

\dam — z  — /j  am  —  z 


dZ  n  n 

Tz'' 


n 


co8^{\am — z\       cosrX^am — aj 


Dieser  Ausdruck  verschwindet  für 

^  am  —  2  =  0, 
n 

also  wenn 

7^^  srr  —  2=1,    d.  h.  cn  —  2  =  +  j/   l r  =  H 

n  n  —  f  »*       —   » 

ist. 

Die  Substitution  dieses  Werthes  in  Z  liefert  die  vier  Brennpunkte 
+  x  -}-  x' f ,     —  X  -|-  x'i ,     —  X  —  x'  I ,     -l-  X  —  x' I. 


•  8  i  eb  e  c  k '  s  AWinndlnng,  Crelle*s  Journal  f.  Math. ,  Hd.  55  S  221 .    ^^  , 
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Die  fraglichen  Curven  sind  bereits  in  dieser  Zeitschrift  XIV,  S.  532, 
von  Jochmann  untersucht  worden. 

§10. 
Abbildung  einer  LemniBoata  auf  den  Kreis. 

Wird  die  Basis  eines  Dreiecks  festgehalten  und  bewegt  sich  die  Spitze 
so,  da8S  das  Product  der  anderen  Seiten  constant  und  grösser  ist  als  das 
Quadrat  der  halben  Basis,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Spitze  eine 
Curve,  welche  in  die  gewöhnliche  Lemniscate  übergeht,  sobald  jenes  Pro- 
duct  gleich  dem  Quadrat  der  halben  Basis  wird.  Es  soll  die  von  jener  Curve 
begrenzte  Figur  auf  den  Kreis  abgebildet  werden.  * 

Wir  nehmen  die  Basis,  von  der  Länge  2c,  jenes  Dreiecks  als  x-Axe^ 
ihren  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  an  und 
führen  als  neue  Parameter  ein 


«  =  % 


/(Hh^'  +  y*/(«-^)*+y'' 


ß  =  arc  fang  — ■— 1-  arc  tang 


x  +  c  x  —  c 

Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

(a^+y«_c«)'  +  4cV=(  ' 

Für  die  ßandcurve  sei  «=— «j;  für  jeden  Werth  — «,<a<0  ergiebt 
sich  eine  Curve  ausserhalb,  für  jeden  Werth  0<a<oo  aber  zwei  getrennte 
Curven  innerhalb  der  gewöhnlichen  Lemniscate.  Jedem  constanten  Werthe 
ß  entspricht  eine  gleichseitige  Hyperbel;  alle  Hyperbeln  gehen  durch  die 
Punkte  +  c.    Beide  Curvensysteme  sind  orthogonal. 

Aus  obigen  Gleichungen  ergeben  sich 

X  =  77^j/y^  +  2C-«  co5/3"+~^«  +  l  +  er-'»  cosß, 


'=^y^ 


„   /l  +  2er-'='cosß  +  €r-^''  ^l  —  er-''  cosß. 

Man  überzeugt  sich  leicht  nach  der  in  §  1  gegebenen  Regel,  dass  durch 
diese  Substitution  die  Gleichung 


*  Das  Resultat  dieser  Aufgabe  ist  von  Herrn  Professor  H.  We  b  e  r  in  den  Ma- 
thematischen Annalen  von  Clebsch  und  Neu  mann,  2.  Bd.  1.  Heft,  ohne  Entwicke- 
lun^  mitgetlieilt  worden. 

**  Vergl.  Lame,  Lccuns  sur  les  coordonnecs  curviiignes  et  lewrs  dio.  appL,  pag.  217. 
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übergeht  in 

Ein  particuläres  Integral ,  welches  endlich  und  stetig  bleibt  für 

—  «1  ^  a  ^  00 , 
ist 

e-»C«i+«)  ,cosnß; 
daher  ist 


U=  ^n  C„g- *»(«!+ «)  cos W/3 


das  allgemeine  Integral.  Die  Coefficienten  C  bestimmen  sich  ans  der  Be- 
dingung ,  dass  U  für  jeden  Randpunkt  gleich  sein  muss  dem  liOgarithmus 
des  dorthin  gezogenen  Radius  vector  B,    Da  nun 


a«  +  if«  =  c»  /l  +  2e-«  cosß  +  e-2«, 
und  für  den  Rand  «=—«,,  so  ist 

jR=:c  >^e«»  y^l  +  2«-«»  cosß  +  e~2a, , 

flucti  Ä— 2ai  ^^^S«! 

log (1+e-«.. e/")  =  ^— .  e?*-—-  e'P'+  -—-  e»/"- . . ., 
1.2  o 

12  d 

folglich 

logRz=hgc,e'^  +4  J co5j5 co52^  +  — —  co«3|5  — > 

=  logce^  +  4  v^»^^ ^ e^"*''  »cosnß. 

^  n 

Nun  sollte  sein 
daher  wird 

logc  .  e^  +i^" e-^^^cosnß=  y\n  CnCosnß. 

Hiernach  ergeben  sich 

C^=^logc.e\     ^1,  =  ^^     J       >g""^, 
und  durch  Substitution  dieser  Werthe 

I^=  logC  |/e«»  +  4  ^n  tliZ g-2»«i  ,  ^«a  ^  cos«  /5. 

Diese  reelle  Function  ist  jetzt  in  eine  Function  complexen  Arguments 
zu  verwandeln. 
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Es  wird  sich  zeigen,  dass 

2  ^  n  ^ 

der  imaginäre  Theil  ist.    Demnach  wird 

Um  die  rechtwinkligen  Coordinaten  wieder  einzuführen,  snbstitniren 
wir  in  die  bekannte  Formel 


.=  7/1+5 


i  iang  ß 
den  oben  für  iangß  gefundenen  Werth;  dann  ergiebt  sich 


Ferner  ist  nach  Obigem 


efi^  7/  v--ryM  :^ 


und  daher  wird 


~c'A^  {x-yiy-i* 


und  wenn  dies  oben  substituirt  wird , 


W=  logc  j/c".  + 1  log  {\  +  ^'  (t«  -  c«))  , 


=  /Off  ^««'  [c'+e-»«'  (t'— c»)]. 
Demnach  wird  die  abbildende  Function 

d.h. 


§11. 
Abbildung  einer  speciellen,  von  Kreisbogen  begrenzten  Figur  auf 

den  Kreis. 

Aus  dem  Einheitskreise  seien  durch  zwei  gleiche  orthogonale  Kreise, 
deren  Mittelpunkte  auf  der  y-Axe  liegen,  Stücke  ausgeschnitten;  es  soll 
die  übrig  gebliebene  Figur  auf  den  Kreis  abgebildet  werden. 

Das  zu  diesem  Zweck  geeignete  orthogonale  Curvensystcm  hat  die  bei- 
den Parameter 
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et  =  log  ' ;       •"    '=^ , 

X 

ß  =  arc  lang arc  lang  - 


-1  "y+1 

Die  geometrische  B^deutnng  der  Grössen  a  und  ß  ist  folgende.  Wird 
ein  Punkt  P  der  Figur  mit  den  Punkten  +i  und  — i  verbunden,  so  stellt  t^ 
das  Verbfiltniss  dieser  beiden  Linien  dar.  Für  einen  speciellen  Werth  a  ist 
also  der  geometriäche  Ort  des  Punktes  P  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf 
der  ^-Axe  liegt,  und  zwar  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite,  je  nach- 
dem a  positiv  oder  negativ  ist;  der  x-Axe  entspricht  a=0.  Für  die  beiden 
Randbogen  unserer  Figur  habe  o  die  Werthe  4^or,.  Andererseits  bedeutet 
ß  den  Winkel^  welchen  die  von  P  nach  +1  und  — t  gezogenen  Geraden 
mit  einander  bilden ,  also  ist  auch  für  jeden  speciellen  Werth  ß  der  Ort  des 
P  ein  Kreis  y  dessen  Mittelpunkt  auf  der  o;- Axe  liegt,    ^us 

2x 

ist  ersichtlich,  dass  der  Winkel  ß  immer  auf  der  nach  der  Richtung  der  ne- 
gativen «-  Axe  gelegenen  Seite  jener  Linien  zu  messen  ist;  denn  da  für  alle 
Punkte  im  Innern  der  Figur  ir*+y*<l,  so  ist  iangß  negativ,  wenn  x  posi- 
tiv ist,  also  liegt  dann  ß  im  zweiten  Quadranten.    Für  die  Umgrenzung  ist 

also  /J=  — ,  resp.  =-  »  für  die  y-  Axe  =n. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt 

sin  ß  i  sin  a  i 


x  = 


cos  a  f  —  cos  ß^  eosoci  —  cosß' 

Durch  diese  Substitution  geht  die  Differentialgleichung 

über  in 

Das  Integral  ü  ist  so  zu  bestimmen ,  da^s  es  1.  im  Innern  der  Figur  mit 
seinen  Ableitungen  stetig  und  endlich  bleibt,  2.  auf  dem  Rande  für  /3  =  -, 

ß  =  —  verschwindet,  3.  für  «=  +  «1  sich  redncirt  auf  den  Logarithmus  des 

betreffenden  Radius  vector. 

Hier  ist  (wie  S  8)  die  Function 

Lu cos  u  B , 

Yfo  Mc=2n+l,  ein  geeignetes  particuläres  Integral,  und  daher  hat  das  all- 
gemeine die  Form 
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Die  Coefficienten  L  sind  der  dritten  Bedingung  gemäss  za  bestimmen. 
Es  ist  aber 


R  =  l/5q:7'=  j/cosai+cosß  ^ 
r     cosai—cosß^ 
also 

Hieraus  ergiebt  sich,  wie  S  8: 

logR=2  ^n—  e-*"'cosuß. 
Wegen  der  obigen  dritten  Bedingung  erhalten  wir  nun  aus 
X,  LuCosuß  =  2  ^n  —  e-^^.cosuß 


2 

Z,„  =  -^  e-"«!. 


Deinnach  wird 

und  wenn  wir  «— ^a^  —.  q  setzen : 

^7    1    g^ 

Fügen  wir  hierzu  den  imaginären  Theil 

00 

so  ergiebt  sich  die  Function  complexen  Arguments 

ü+Fi=W=.4^1.^^---^cosuiai  +  ß) 


oder,  wie  in  S8: 

2Ä 

■ß 


Da  [7,  der  reelle  Theil,  auf  dem  Rande,  für  |S  =  ^  und  =?  von  selbst 

ein  imaginär  und  soi 
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Es  ist  aber 


sin  ß  —  sin  a  i  ai  +  3 

X  +yt= : =  cotg . 

^  ^         cosai  —  cosß  ^       2 


und  daher  wird 

z=  •'  * 


-,/l+cn 


7t 


oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

{arccotgz) 

MM  IE. 

z= 

■  #  a  IT 

(arccot^z) 


^      1  —  c«  —  (a 


Wird  die  bisher  betrachtete  Figur  durch  reeiproke  Radii  vectores  ab- 
gebildet ,  80  ergiebt  sich  für  den  äusseren  Baum  der  entstandenen  Figur, 
welche  den  unendlich  weit  entfernten  Punkt  einschliesst,  die  abbildende 
Function   aus    der  zuletzt  aufgestellten ,    indem  arc  tang  z  an  Stelle  von 


arccotg-  tritt, 


4^        s 
!  --—  arclangz 

~"  r/  AK 

arc  tang z 
n 


=V — ^ 

y       1  — cn  — 


§12. 
AnsgeflUirte  Beispiele. 

Die  folgenden  Tabellen  geben  die  Lage  der  Bildpnnkte  im  Einheits- 
kreise in  rechtwinkligen  Coordinaten. 

1.  Die  Ellipse.  Die  Excentricität  ist  gleich  der  Einheit  gewählt. 
Die  linke  Verticalcolumne  giebt  die  Halbaxen  der  Ellipsen  auf  der  Axe  der 
Imaginären,  die  untere  Horizontalreihe  die  Halbaxen  der  Hyperbeln  auf 
der  Axe  der  Beeilen. 
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lieber  einii'«'-  conforme  Abbildangen. 


0,8688  t 

1,0000  t 

0,4844 
0,8732  t 

0,7854 
0,6167  t 

0,9212 
0,3830t 

0,9734 
0,2143  t 

0,9916 
0,0951t 

1,0000 

0,5484t 

0,5774  t 

0,2877 
0,5248»' 

0,5966 
0,4064  t 

0,7622 
0,2750  t 

0,8554 
0,1634  t 

0,9011 
0,0750  t 

0,9148 

0,2648t 

0,2679  t 

0,2737 
0,2473  t 

0,5060 
0,2169t 

0,6748 
0,1530  t 

0,7837 
0,0868t 

0,8426 
0,0406t 

0,8612 

0,0000  t 

0,2551 

0,4766 

0,6448 

0,7671 

0,8194 

0,8394 

0,0000 

0,2588 

0,5000 

0,7071 

0,8660 

0,9659 

1,0000 

2.    Das  Rechteck.     Die  Seiten  sind  gleich  n  und  -,   also  x  =  ^4 

n 
gewählt.    Die  Parallelen  zu  den  Seiten  haben  die. Entfernung  — . 


S' 

1,0000t 

0,4767 
0,8791t 

0,7748 
0,6322  t 

0,9103 
0,4142t 

0,9625 
0,2714t 

0,9807 
0,1952f 

0,9850 
0,1716  t 

2». 
12» 

0,5796  t 

0,3334 
0,5314t 

0,5950 
0,4196t 

0,7677 
0,3019  t 

0,8695 
0,2119  t 

0,9402 
0,1617  t 

0,9887 
0,1488t 

12* 

0,2697  t 

0,2745 
0,2517  t 

0,5108 
0,2072  t 

0,6765' 
0,1531t 

0,8217 
0,1152t 

0,9169 
0,0907  t 

0,9961 
0,0863  t 

0* 

0,2581 

0,4862 

0,6682 

0,8051 

0,9095 

1,0000 

0 

12 

2« 
12 

39r 
12 

4« 
12 

67C 

12 

6« 
12 

Aus  den  beiden  durch  Rechnung  gefundenen  Abbildungen  ist  vermittelst 
der  Transformation  durch  reciproke  Radii  vectores  je  eine  Abbildung  ab- 
geleitet ftir  den  Fall,  dass  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Figur  ein  ex- 
centrisch  gelegener  Punkt  des  Einheitskreises  entsprechen  soll:  der  Durch- 
messer durch  diesen  Punkt  ist  Axe  der  Transformation. 


3.  DieLemniscate.  Die  Tabelle  enthält  in  der  linken  Vertical- 
reihe  die  Werthe  des  constantcn  Products  «~*,  in  der  untersten  Uorizontal- 
reihe  aber  die  Werthe  für  ß. 
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8 

1,000 

0,991 
0,133t 

0,961 
0,277  t 

0,894 
0,447  t 

0,766 
0,655  t 

0,472 
0,881t 

0,000 
1,000t 

1,6244 

0,861 

0,848 
0,106  t 

0,812 
0,215  t 

0,722 
0,323  t 

0,577 
0,425  t 

0,340 
0,490t 

0,507  i 

1 

0,775 

0,762 
0,080t 

0,713 
0,160t 

0,646 
0,227  t 

0,528 
0,271t 

0,341 
0,274  t 

0,000  t 

0,5129 

0,691 

0,689 
0,052  t 

0,652 
0,106  t 

0,598 
0,127  t 

0,528 
0,132  t 

0,454 
0,093  t 

0,415 

0 

0,574 

0,574 

0,574 

0,574 

0,574 

0,574 

0,574 

ß  = 

0 

n 
6 

2ä 
6 

37t 

6 

4ä 
6 

6n 
6 

6« 
6 

Zellschrift  f  Mathematik  u.  Physik.  XVII,  1. 
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I.    üeber  die  stereometrischen  Analoga  zum  Fagnano'schen  Satze. 

Von  O.   SCHLÖMILCH. 

hierzu  Taf.  I,  Fig.  4  u.  5.) 

Für  die  Halbaxen  a^  b,  c  eines  Ellipsoides  möge  die  Kangordnung 
a'^b>c  gelten,  ferner  sei  zur  Abkürzung 

„.  =  ,--,    ^  =  1-;^.; 

die  Complanation  irgend  eines  Theiles  der  Ellipsoidfläcbe  fuhrt  dann  be- 
kanntlich auf  das  Doppelintegral 


'fjyhuh 


dessen  Grenzen  von  der  Begrenzung  des  zu  quadrirenden  Fläcbenstückes 
abhängen.  Durch  den  Umstand ,  dass  schon  das  erste  auf  y  bezügliche  In- 
tegral einen  Ellipsenbogen  darstellt,  hat  sich  Legendre  (Traue  des  forte- 
iions  eUipiiqueSy  T,  I p,  350)  von  dem  weiteren  Gebrauche  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y  abschrecken  lassen;  führt  man  dagegen  die  Rechnung 
wirklich  ans  und  benutzt  hierbei  das  Additionstheorem  für  die  elliptischen 
Integrale  zweiter  Art,  so  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass  dem  Fag- 
n an 0* sehen  Satze  für  die  Ellipse  unendlich  viele  analoge  Theoreme  für 
das  Ellipsoid  entsprechen. 

In  Fig.  4  mögen  OLq^^Xq  und  OL^=x^  die  Grenzen  für  OL=x  bedeu- 
ten; ferner  denke  man  sich  in  der  Horizontalebene  xy  zwei  beliebige  Cur- 
ven  gezeichnet,  von  welchen  XJI!fo=yoUnd  X-fl/,=yj  die  zur  Abscisse  x  ge- 
hörenden Ordinaten  sein  mögen;  für  die  Flächen  Pq  Pi  Sq  R^  t=z  SIq  und 
Nq  Ni  5,  Ä,  =  Sil  gelten  dann  folgende  Formeln : 
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^,         So 


ßo  = 


'        o'  6'" 


a-»        0 


.,    ./'-©• 


ß,= 


^0        Vi 


<4        c^a:'      jS^y' 


in  welchen  zur  Vereinfachung  (F  =  flg,  y^bij  und  dem  entsprechend 
^0  =  0^0,  a?|  =  afj,  yo  =  ^^o»  yi  =  *^i  gesetzt  werden  möge,  so  dass  ent- 
steht 

Substituirt  man  weiter 


und  dem  analog 


i2  =  j/l  — g'.m^ 


^0  .  Vi  • 


80  erhält  man 


,  -   OW*  «/n  <  .  - 


i4  =  abjjyx  -  o»r  - 13*  (1  -I*)  «>»  V    (tidip, 
Sl^=abJ  y  /i  -  a»g«  _  ^  (1- J«)  mV  •  ä^  ^9>, 


d.  i.  wenn 


gesetet  und  die  gewöhnliche  Bezeichnung  der  elliptischen  Integrale  zweiter 
Art  benutzt  wird, 

I. 


St^  =  ab  j  E 


(x,9o)^l-a»r-d|, 
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6. 

Auf  die  Differenz 

i 

lässt  sieb  nan  der  Fagnano'sche  Satz  anwenden,  zufolge  dessen  unter 
der  Bedingung 

die  Relation 

-fc'(*»  9>o)  +  ^{»>  <Pi)  — -^(J^i  in;)  =  K*«W9)o*»«9i 
stattfindet;  vermöge  der  Werthe  von  sirKp^,  sintpi  und  x  ergiebt  sieb  bier- 
nacb,  dass  unter  der  Bedingung 

Vo     T?i  —7/ 1  — «*? 

folgende  Gleichung  besteht : 

Durcb   Wiedereinfübrung  von   x^  y  erbält  man  folgendes  Theorem: 
Wenn  die  Ordinalen  y^  und  y^  der  Bedingung 

Vo  y\  ji  t^x^ 

6«  b*  ^    /l         l- 


oder  der  biermit  identiscben 

')    (-^'-^r^=(-^")('-s-'#) 

gentigen,  so  bestebt  die  Gleicbung 

Der  Bedingungsgleicbung  1}  zufolge  kann  man  von  den  in  der  Hori- 
zontalebene gezeicbneten  Curven  die  eine  willkürlicb  annehmen  und  erbält 
dann  durcb  jene  Bedingung  die  Gleicbung  der  anderen ;  bierbei  lässt  sieb 
aucb  leicbt  eine  solche  Wahl  treffen ,  dass  das  in  Nr.  3)  vorkommende  In- 
tegral einen  algebraischen  Werth  erbält,  und  in  allen  solchen  Fällen  ge- 
langt man  zu  einem  stereometriseben  Analogen  des  F  agn  ano  'sehen  Satzes. 
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Nimmt  man  z.  B.  für  die  erste  Carve  eine  ans  den  Halbaxen 

construirte  Ellipse  (Fig.  5) ,  mithin 

60  erhält  man  als  Gleichung  der  zweiten  Carve 

letitere  ist  demnach  wieder  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen 

Sie  schneidet  die  Horizontalspar  des  Ellipsoides  in  einem  Punkte  />,  dessen 
Coordinaten  gerade  a^  und  ^^  sind.  Dehnt  man  x  von  0  bis  a^  aus,  so  ist 
SIq  die  über  dem  Ellipsenquadranten  OJ^Bq,  und  ilj  die  über  dem  gemischt- 
linigen  Dreiecke  BDB^  stehende  Ellipsoidfläche,  und  als  Differenz  dieser 
Flächen  ergiebt  sich 


4'     {a+b)yab  +  <^ 

Besonderes  Interesse  gewährt  der  Fall  yo^Vi  i  ^^^  erhält  für  diesen 
aus  Nr.  1) 

worin  zur  Abkürzung  a^-^b^^za^y^  gesetzt  worden  ist.  Diese  Curve  geht 
durch  die  Funkte,  deren  Coordinaten  sind 

0  und  bj/  ^--—,      a  und  0, 

nnd  wenn  man  x  von  0  bis  a  ausdehnt,  so  bedeuten  Sl^  und  Sly  zwei  Flä- 
chen, deren  Summe  dem  Ellipsoidoctanten  gleichkommt  und  deren  Diffe- 
renz ist 

Ä^  —  ßj  =  l a*  ;  arc cos =r=  arccos  — > 

Denkt  man  sich  hierzu  noch  den  von  x=0  bis  x=—a  reichenden  Ellipsoid- 
octanten, so  hat  man  den  Satz,  dass  sich  ein  Viertelellipsoid  in  zwei  Zwei- 
ecke zerlegen  lässt,  deren  Differenz  eine  algebraische  Grösse  ist. 

Es  bedarf  kaum  noch  der  Bemerkung,  dass  ganz  ähnliche  Untersuch- 
ungen  auch    für   die   beiden   dreiaxigen   Hyperboloide   angestellt  werden 

können. 

(Aus  den  Sitzungsberichten  der  k.  s.  Geselhch.  d.  Wissensch.) 
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n.    Heber  die  Kettenbrnoheiitwickelungeii  fftr  QuadratwiirseliL 

In  meiner  algebraischen  Analjsis  (4.  Aufl.  §  68)  habe  ich  bezüglich  der 
altbekannten  Formeln 


y^,^+ß=^„+ 


.+-J 


.+    ' 


a  +  etc. , 
2)  a P 


«.     ^ 


a  —  etc. 

die  Bemerkungen  gemacht,  dass  Nr.  1)  für  alle  positiven  a  und  ß  gilt,  dass 
hingegen  die  Richtigkeit  von  Nr.  2)  nur  dann  behauptet  werden  darf,  wenn 
u'^ß+i  ist.  Der  Grund  für  die  letztere  Beschränkung  lag  in  dem  Mangel 
ausreichender  Criterien  für  die  Convergenz  solcher  unendlicher  Ketten- 
brüche, welche  ans  negativen  Einzelbrüchen  bestehen.  Neuerdings  hat  nun 
Herr  Dr.  E.  Weyr  durch  eine  geometrische  Untersuchung  gezeigt,  dass 
für  Nr.  2)  die  Bedingung  a>i3  +  l  zu  eng  ist  und  dass  nur  a*^4/J  zu  sein 
braucht  (Abhandlungen  der  böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  vom 
24.  Februar  1869),  und  es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  dies  auch  analytisch 
nachzuweisen.    Ein  solcher  Beweis  ist  folgender. 

Aus  der  identischen  Gleichung  (Algebr.  Analysis  S.  313) 

1+^+1  +  ... +  1 

'o  'l  '.  <» 


'o' 


',  +  ',-:       **' 


'     '„-1  +  '- 
crhält  man  fUr  <,=  l ,  /,=  i^  ,  /,  =  ütj  u,  g. 


w. 


1  + 
1 


^c^y+-+(f)" 


i~ 


x  +  y ^    ~ 

^  +  y -; — ^^— 
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X 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth  von  —  ein  echter 
Bruch  ist,  wird  für  n  =  oo  die  linke  Seite  = und  daher 

y 


-+y-       "^ 


a:+y —  etc. 

Die  Convergenz  dieses  Kettenbruches  versteht  sich  von  selbst,  weil 
jeder  Näherungsbruch  des  vorhergehenden  Kettenbruches  identisch  ist  mit 
soviel  Termen  der  vorigen  Eeihe ,  als  er  selbst  Einzelbrüche  enthält. 

Aus  der  Gleichung  3)  folgt  nun  für 

wo  bei  positiven  a  und  ß  die  Bedingung  x<^y  erfüllt  ist,  das  in  Nr.  1}  an- 
gegebene Resultat.   Für 

ergiebt  sich  auf  gleiche  Weise  die  Formel  2),  wobei  a  und  ß  positiv  sein 
müssen  and  zur  Realität  von  x  und  y  nur  die  Bedingung  o*  ^  4j3  erforder- 
lich ist. 

SCHLÖMILCH. 


m.    Bemerkungen  tlber  zwei -zweideutige  Verwandtschaft. 

1.  Zwei  Elementargebilde  (Punktreihen,  Strahlenbüschel)  sind  zwei- 
zweideutig verwandt,  wenn  jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  zwei  Ele- 
mente des  andern  entsprechen. 

Sind  X  die  eindeutigen  Coordinaten  der  Elemente  des  einen,  y  die  der 
Elemente  des  andern  Gebildes,  so  ist  die  Verwandfschaftsgleichung  von  der 
Form 

a)    (a,a:«-|-ö,a:  +  aa)y*  +  (^«*  +  *2a^  +  My  +  (^i^*  +  <^»^  +  O  =  0. 
Diese  Gleichung  enthält  acht  unabhängige  Constanto,  mithin  ist  die  Ver- 
wandtschaft durch  acht  Paar  entsprechende  Punkte  bestimmt. 

Wenn  x^  (so  werde  kurz  das  Element  bezeichnet,  dessen  Coordinate 
af,  ist)  dem  Paare  y,  und  y,,  ferner  dem  Elemente  y,  ausser  o;,  noch  ar,  ent- 
spricht, so  tritt  es  im  Allgemeinen  nicht  ein,  dass  dem  Elemente  o?,  das 
Paar  y^  und  y,  entspricht,  sondern  es  entspricht  dem  x^^  ausser  yi  noch  ein 
anderes  Element,  das  von  y,  verschieden  ist. 

2.  Sind  die  Coefficienten  in  a)  so  beschaffen,  dass,  wenn  ein  Elemen- 
tenpaar y,  y^  einem  Elemente  x^  entspricht,  dann  dem  Paare  noch  ausser- 
dem dasselbe  Element  x^  zugehört,  so  mögen  die  Gebilde  als  paarver- 
wandte Gebilde  bezeichnet  werden. 
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Dm  die  BediDgung  zu  erhalten ,  für  welche  die  Gleichung  a)  paarver- 
wandte Gebilde  liefert,  bemerke  man,  dass  es  in  diesem  Falle  zwei  ver- 
schiedene Elemente  XiX^  geben  muss,  denen  dasselbe  Paar  ^i^,  entspricht. 
Es  haben  demnach  Xi  und  x^  die  Bedingung  zu  erfüllen: 

Oder  wenn  k  eine  noch  unbestimmte  Zahl  bedeutet: 

fl|  (a:,*  —  Ä-rrj«)  +  a^  {x,  —  Ar x,)  +  ff,  (1— Ar)  =  0, 

c)  ^(a:,*-ÄaV)  +  ^(a:,-Äa;,)  +  6,(l-Ä)  =  0, 
c,  (x^  -  Ar.V)  +  er,  {x,  -  Ä-;r,)  +  r,  (l- Ar)  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Bedingung 

«1     «,     a, 

d)  -  d,     6,     6,     =0. 


«1 

"t 

a» 

*. 

bt 

*. 

Ct 

Ct 

c. 

Sind  also  zwei  Gebilde  paarverwandt,  so  erfüllen  die  Coefficienten  der 
Verwandtschaftsgleichung  die  Gleichung  d). 

Man  beweist  leicht,  dass  die  Bedingung  d)  hinreicht,  um  die  Paarver- 
wandtschaft zu  charakterisiren. 

Denn  für  jeden  Werth  von  x^  folgen  dann  aus  irgend  zweien  der 
Gleichungen  c)  eindeutige  Werthe  für 

•*»l    """  /if  «r,  «Ti  ^^  n  X^ 

Dieselben  seien  a  und  /?,  so  ist 

x,'  —  Ära:,*  =  «  —  ä  a,     x^  —  Ar  a,  =  |3  —  Ar /3. 
Durch  Elimination  von  k  folgt  weiter 

und  diese  Gleichung  vereinfacht  sich  zu 

e)  XiX^  +  ß  (tj  +ir,)  —  a  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich : 

Wenn  zwei  Gebilde  paarverwandt  sind,  so  bildet  jedes 
Gebilde  eine  Involution,  und  zwar  entsprechen  sich  je  zwei 
Elemente  desselben  Paares. 

Das  System  c)  ist  mit  der  Proportion  b)  gleichbedeutend.  Dieselben 
Werthe  ^|  j^,,  welche  gemäss  der  Gleichung  a)  dem  Elemente  Xi  entspre- 
chen, gehören  demnach  auch  dem  Elemente  r,  zu. 

3.  Die  Paarverwandtschaft  wird  durch  die  Bedingungsgleichung  d)  und 
durch  sieben  Paare  entsprechende  Elemente  bestimmt.  Es  darf  darunter 
aber  kein  entsprechendes  Doppelpaar  sein,  d.  h.  nicht  zwei  Paar  Elemente 
^1^2  1  yi2/i}  von  denen  x^  den  beiden  Elementen  ^i^, ,  und  x^  denselben  bei- 
den Elementen  entspricht.  Ein  solches  Doppelpaar  gilt  vielmehr  nur  für 
drei  Paar  entsprechende  Elemente. 
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Die  Bestimmung  zusammengehöriger  Paare  wird  am  einfachst6n,  wenn 
zwei  entsprechende  Doppelpaare  und  ein  einfaches  Paar  entsprechende  Ele- 
mente gegeben  sind;  z.  B.  XtX^  entsprechend  y,y2,  x^x^  entsprechend  y^y^ 
und  x^  entsprechend  yy    Mau  bilde 

A, of,  [o?'—  (a?,+a;,)  a:  +  o:, a:,]  +  A,flf,  lx^—(x^  +  x^)  x  +  x^x^  =  0, 

A, /?,  [>'  -  (»i  +y,)  y  +  y, yj  +  A,ft  0' -  (^3+^4)  y  +  y^y^  =  o, 

wobei 

«1  =  ^6*  —  (^i  +^2)  J-5  +  ^1  ^«  »      «2  =  ^6*  —  (^8  +  ^1)  ^6  +  ^8  ^4 » 
I^I   =  y^   -  (yt  +2/2)  ^5  +  ^1^2,       A  =  3^5«  -  (ys+yj  »5  +  ^3^4- 

Zwei  Paar  Wurzeln  x'x"  und  y V  »  welche  den  Gleichungen  f)  für  die- 
selben (willkürlichen)  Zahlen  ki  und  Af  genügen,  bilden  ein  entsprechendes 
Doppelpaar  der  Paarverwandtschaft,  welche  durch  die  gegebenen  Paare 
bestimmt  ist. 

Denn  jedes  Doppelpaar  erfüllt  die  durch  Elimination  von  Aj  A,  aus  f } 
hervorgehende  Verwandtschaftsgleichung 


a^  ft  {x^  —  x,+x^  X  +  o:, .T,)  (i^*  —  Vs+y^y  +  yzV^ 
-  or,/5,  (X^  -  ira  +  ^'4  ^  +  ^3^4)  (V*  — ^i  +2^2  y  +  ^1^2)  =  0. 
Diese  Gleichung  hat  die  Form  a),  sie  wird  von  den  gegebenen  Paaren 
entsprechender  Elemente  erfüllt  und  sie  genügt  der  Bedingung  d) ;  sie  ist 
demnach  in  der  That  die  gesuchte  Gleichung  der  Paarverwandtschaft. 

Sind  zwei  Gebilde  mit  demselben  dritlen  paarverwandt 
so  sind  sie  auch  unter  sich  paarverwandt. 

Sind  z  die  Coordinaten  der  Elemente  des  dritten  Gebildes,  xy  die  der 
beiden  anderen,  so  kann  die  Verwandtschaft  des  z- Gebildes  mit  jedem  der 
beiden  anderen  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form  g)  ausgedrückt 
werden : 

h)  ^,C?8  — ^,Ci=0,     ^,C,  — ^,C|=0, 

worin  A^  ^,,  B^  5,1  ^i  ^t  Functionen  zweiten  Grades  von  beziehentlich  x^y^z 
bedeuten.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  C^C^ 

i)  A^B^-^  A^B^  =  Q, 

d.  h.  eine  Gleichung  von  der  Form  g). 

Sind  die  Wurzeln  von  A^  B^C^  D^,,.^^^  sowie  die  von  A^  B^C^D^,,,  N^ 
entsprechende  Paare  von  n  unter  sich  paarverwandten  Elemenfargebilden, 
so  werden  entsprechende  Paare  der  Gebilde  als  Wurzeln  der  Gleichungen 
gewonnen: 

Aitti^i  +A,of,.^^  =0, 
k)  A,|S,^, +A,i3,Z?,  =  0, 

A,viiV, -l-A,VjA^,  =  0. 

Hierin  bedeuten  oritttt  ßtßf'ViVt  bestimmte,  Ai  und  A,  willkürlich  va- 
dable  Zahlen. 
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Zwei  oder  mehr  paarverwandte  Gebilde  können  mit  ein 
und  demselben  (eindeutigen)  Gebilde  in  ein  -  zweideutige 
Verwandtschaft  gesetzt  werden.* 

Sind  Xi  ^2  ^i^  Coordinaten  zweier  fester  Elemente  dieses  dritten  Ge- 
bildes, tti  tti  zwei  bestimmte  Zahlen,  so  conjugire  man,  um  die  angegebene 
Beziehung  herzustellen,  die  einem  bestimmten  Verhältnisse  Aj  :A|  zugehö- 
rigen Werthepaare  aus  k)  mit  folgendem  Elemente  des  eindeutigen  Ge- 
bildes: 


r  = 


Aia, +  A,a, 


In  gleicher  Weise  lassen  sich  beliebig  viele,  unter  sich  projectivische 
eindeutige  Gebilde  mit  paarverwandten  Gebilden  in  ein  -  zweideutige  Ver- 
wandtschaft bringen. 

4.  Sind  von  zwei  paarverwandten  Gebilden  zwei  entsprechende  Dqp- 
pelpaare  und  ein  einfaches  Paar  gegeben,  so  kann  man  die  Verwandtschaft 
dadurch  vervollständigen,  dass  man  die  Gebilde  mit  projectivischen  eindeu- 
tigen Gebilden  in  ein -zweideutige  Beziehung  setzt  und  dieser  Beziehung 
gemäss  die  Elementenpaare  der  gegebenen  Gebilde  construirt,  welche  ent- 
sprechenden Elementen  der  eindeutigen  Gebilde  zugehören.  Um  z.  B.  die 
Paarverwandtschaft  zweier  Punktgeraden  G^G^  zu  vervollständigen,  con- 
struire  man  einen  Kreis  /if,  der  (7,  und  Gt  tangirt,  lege  von  den  beiden  auf 
Gl  gegebenen  Paaren  Tangenten  an  A'  und  verbinde  die  Schnittpunkte  P,  Pf 
je  zweier  von  Punkten  desselben  Paares  ausgehenden  Tangenten.  Diese  Ge- 
rade schneide  man  durch  die  Verlängerung  der  vom  fünften  Punkte  auf  Gf 
ausgehenden  Tangente  (in  P,).  Die  analoge  Construction  führe  man  mit 
Hilfe  der  auf  G,  gegebenen  Punkte  aus.  Man  ejhält  dann  eine  neue  Gerade 
P\  I^f  P^  (wobei  mit  analoger  Bezeichnung  auch  die  analoge  Bedeutung 
verbunden  sein  soll).  Man  betrachte  die  Geraden  P,  P,  und  P'j  P^  als  col- 
linear  verwandt,  und  zwar  seien  PtPi  entsprechende  Punktenpaare.  Legt 
man  nun  von  irgend  einem  Punkte  ?  der  Geraden  F,  fj,  sowie  von  dem  ent- 
sprechenden Punkte  P  der  Geraden  P',  P*,  Tangenten  an  AT,  so  sind  die 
Punktenpaare  von  G^  und  (?,  conjugirt,  in  welchen  G,  von  den  ersten  bei- 
den Tangenten  und  G^  von  den  letzteren  ge&chnitten  wird. 

5,  Ein  Kegelschnittbüschel  wird  von  je  zwei  Geraden 
(7,  C,  in  paar  verwandten  Reihen  geschnitten;  eine  Kegel- 
schnittschaar  von  je  zwei  Punkten  aus  in  paarverwandten 
Büscheln  tangirt;  dabei  entsprechen  sich  die  Paare  Schnitt- 
punkte desselben  Kegelschnitts  mit  den  beiden  Geraden, 
beziehentlich  die  Tangentenpaare,  von  welchen  je  ein  Ke- 
gelsohnitt  von  den  beiden  Punkten  aus  berührt  wird. 


Vergl. 
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Um  den  Beweis  für  zwei  Gerade  und  das  Kegelschnittsbüschel  za  füh- 
ren, nehme  man  die  beiden  Geraden  und  eine  beliebige  dritte  als  Coordi- 
natenaxen ,  and  zwar  mögen  sich  a?|  x^  auf  die  gegebenen  Coordinaten  be- 
ziehen. 
Sind 
Ei  =  a„a:/  +  2fl„a?iX,  +  20,3^1^?«  +  «mV  +  2a„ir,  jj,  +  a^^Xf"^  =  0, 
ir,  =  6,10:,*  +  26,,iCta?,  +  2ft„ir,a:3  +  6„a?,«  +  2b^^x^x^  +  b„x^^  =  0 
zwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  so  ist  die  Gleichung  einer  dritten  von  der 
Form 

Die  Coordinaten  der  Pnnktenpaare,  in  welchen  A^j  und  IC2  die  Gera- 
den ar|=0,  Sf=0  schneiden,  sind  die  Wnrzeln  folgender  aus  je  einer  qua- 
dratischen und  einer  linearen  Gleichung  zusammengesetzten  Systeme: 
Schnitt  von  AT,  und  C, :  A^^  ^ti^%  +  ^Oiz^t^i  +  ^zi^z  =0, 

„         „    K^     „     C,:  ^,  =  ei„a:,*+2a,a^t^a  + «85^*^8*  =  0, 

u        >,    ^%    M    GJ,:   ft  =  ft*„ir|«  +  2fe,3a;,a:3  +  d„a:3«  =  0, 

9i^i  +  g9^s  =  ^', 
hierbei  sind  gxg^g^  die  Seiten,  J  die  doppelte  Fläche  des  Axendreiecks. 
Man  kann  auch  von  den  linearen.  Gleichungen  absehen  und  die  Coordina- 
tenverhältnisse  x^ix^^  x^xx^  als  Bestimmungsstücke  der  auf  G,  und  G^  lie- 
genden Punkte  verwenden. 
Man  bilde  die  Gleichung 

1)  A^B^^J^By^O. 

Dieselbe  ist  von  der  Form  a).  Erhalten  durch  Substitution  irgend  eines 
Zafalenwerthes  für  x^  :x^  die  Polynomieu  B^  und  B^  die  Zahlenwerthe  (—A|) 
und  JLt,  so  sind  die  entsprechenden  Werthe  für  x^ix^  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

m)  Af  Ai  +  A,  ^2  =  0. 

Jedem  der  beiden  Werthe  von  ar,:^:,,  welche  diese  Gleichung  erfüllen,  ge- 
hören vermöge  der  Gleichung  1)  die  beiden  Werthe  von  x^ix^  zu,  welche 
Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

n)  A,^i  +  A,^,  =  0. 

Durch  diese  Beziehungen  ist  die  durch  1)  hergestellte  zwei  -  zweideutige 
Verwandtschaft  als  Paarverwandtschaft  charakterisirt. 

Da  nun  die  Gleichungen  1)  und  m)  als  Wurzeln  die  Coordinaten  der 
Punktenpaare  haben,  in  welchen  die  Geraden  G^G^  von  dem  allgemeinen 
Kegelschnitte  des  Büschels 
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geschnitten  werden,  so  ist  damit  die  Behauptung  erwiesen. 

Zwei  auf  Transversalen  eines  Kegelschnittbüschels  heTrvorgerufene 
paarverwandte  Heihen  haben  die  Besonderheit,  dass  sie  sich  in  reducir- 
ter  Lage  (siehe  Wejr  I.  c.)  befinden,  d.  i.  dass  im  Schnittpunkte  der  bei* 
den  Träger  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind. 

Geometrisch  ist  dies  ohne  Weiteres  ersichtlich;  analytisch  spricht  es 
sich  dadurch  aus ,  dass  in  der  Gleichung  1)  die  von  x^  und  x^  freien  Glieder 
sich  wegheben. 

Ebenso  erfolgt  der  Beweis  des  auf  Kegelschnittschaaren  bezüglichen 
Satzes.  Man  findet, 'dass  die  beiden  paarverwandten  Büschel  redacirte 
Lage  haben ,  indem  die  Centrale  der  Büschel  sich  selbst  entspricht. 

6.  Zwei  paarverwandte  Keihen  in  redacirter  Lage  können  durch  an* 
zählige  Kegelschnittsbüschel  erzeugt  werden. 

Denn  zwei  paarverwandte  Gebilde  in  reducirter  Lage  sind  durch 
zwei  entsprechende  Doppelpaare  bestimmt.  Legt  man  nun  bei  Punktreihen 
die  beiden  Kegelschnitte,  welche  einen  beliebig  gewählten  Punkt  und  je 
ein  Doppelpaar  enthalten  (wodurch  jeder  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt 
ist),  so  trifft  nach  5)  jeder  Kegelschnitt  des  durch  diese  beiden  Kegel- 
schnitte bestimmten  Büschels  die  beiden  Reiben  in  einem  ensprechenden 
Doppelpaare. 

Hieraus  folgt:  Wenn  von  zwei  paarverwandten  Reihen  in  reducirter 
Lage  zwei  Doppelpaare  auf  je  einem  Kreise  liegen,  so  lässt  sich  durch 
jedes  Doppelpaar  ein  Kreis  legen,  und  alle  diese  Kreise  bilden  ein  Büschel. 

Oder:  Wenn  in  zwei  paarverwandten  Büscheln  in  reducirter  Lage  die 
Strahlen  von  zwei  Doppelpaaren  je  einen  Kreis  berühren,  so  sind  die  vier 
Strahlen  eines  jeden  Doppelpaares  einem  Kreise  umschrieben ,  und  alle 
diese  Kreise  berühren  zwei  feste  Gerade. 

7.  Wenn  ein  Kegelschnittsbüschel  von  drei  Geraden  geschnitten  wird, 
so  entstehen  auf  denselben  drei  paarverwandte  Reihen,  welche  sich  zu  je 
zweien  in  reducirter  Lage  befinden.  Es  liegt  nahe,  zu  untersuchen,  inwie- 
weit dieser  Satz  umkehrbar  ist. 

Man  wähle  die  drei  Geraden  zu  Axen  eines  homogenen  Systems  und 
bestimme  die  Punkte  auf  6,,  G^^  G^  beziehentlich  durch  die  Coordinatenver- 
hältnisse  x^:x^^  x^ix^^  ^i'^^^  welche  abkürzend  mit  x^  y,  z  bezeichnet 
werden  mögen.  Auf  den  drei  Geraden  seien  drei  unter  sich  paarverwandte 
Reiben  gegeben. 

Man  denke  sich  unter  ^,  ^,  zwei  quadratische  Functionen  von  Xy  nnter 
Bi  B^  und  C^  C2  zwei  dergleichen  von  bez.  y  und  z.    Die  Wurzelsysteme  von 

0)     ^1  =  0,     j5j=0,     C,=0    und  von    ^,  =  0,     5t  =  0,     C;  =  0 
mögen  entsprechende  Paare  der  drei  Reihen  sein. 

Die  Gleichungen  o)  kann  man  immer  auf  folgende  Form  bringen: 
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p)  ^,  =    X«    +o,a:  +  a,  =  0,     ^^=    x"    +ßiX  +  ß^  =  0, 

q)  B,  =  a,y»  +  «.y  +  a,  =  0,      P,  =  ß,y'  +  ß,y  +  ß,  =  0, 

r)  C,  =  a,z'  +  «,y  +««  =  0,      C,  ee  ß,z'  +  ß,z  +  (3,  =  0. 

Um  mm  ans  diesen  Gleichungen  auf  dem  in  Nr.  3  angegebenen  Wege 
die  Gleicbnngeii  der  Paarverwandtschaft  je  zweier  Eeihen  unter  Rücksicht 
anf  die  redncirte  Lage  je  zweier  derselben  abzuleiten,  bemerke  man,  dass 
dann  die  Verwandtschaftsgleichung  für 

0?  und  y  erfüllt  werden  mnss  von  o:,  =  0 ,  j?,  =  0 ,  d.i.  o:  c=  0 ,  y  =  oo ; 
s)  y    „    r       „  „  „       „    0:3  =  0,  aT,  =  0,  d.i.   y  =  0,  »  =  Qo; 

z    ,,    X       „  „  „       „     Ärj  =  0,  a'3  =  0,  d.  i.  «  =  0,  a:  =  oo. 

Den  ersten  beiden  dieser  Bedingungen  wird  genügt,  wenn  ipan  p)  und 
q),  sowie  q)  und  r)  in  folgender  einfachen  Weise  vereinigt: 
t)  ^,  P,  — ^«^^  =  0,     ^jC,  — ^,(7,  =0. 

Hieraus  folgt  für  z  und  x  die  Verwandtschaftsgleichung 
u)  6?i^,  — Cj^,  =0. 

Sollen  nun  auch  die  Reihen  der  z  und  x  in  reducirter  Lage  sein ,  so 
mus8  a)  der  letzten  der  unter  s  gegebenen  Bedingungen  Genüge  leisten. 
Hieraus  folgt  die  Bedingung 

Die  drei  entsprechenden  Punktenpaare,  welche  z.  B.  die  Gleichungen 
^j=0|  ^1=^0,  C|=0  erfülleoi  liegen  im  Allgemeinen  nicht  auf  einem  Ke- 
gelschnitte. 

Sollen  die  zwei  Paare  A^=zO^  ^,=0  auf  dem  Kegelschnitte  enthalten 

sein: 

au^i^+ciitXiXt  +  ajjXia-,  +  V  +  of,aa:,ir,  +  a„a?3«  =  0 

(wobei,  was  erlaubt  ist,  «{{  =  1  genommen  worden  ist),  so  müssen  die  Wur- 
zeln folgender  beiden  Gleichungen  identisch  sein: 

-<^i  ^  a:*  +  a,  a? -|- «,  =  0   und    a:*  +  a,,a?  + of33  =  0, 
sowie  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 

^,  =  a,y«-|-a,y -1-04  =  0    und    a,sy*  + of„y  +  «u  =0. 
Dies  ergiebt  die  Bedingungen 

Boll  nun  dieser  Kegelschnitt  auch  das  dritte  Pnnktenpaar  Ci=0  ent- 
halten, so  müssen  noch  folgende  Gleichungen  identische  Wurzeln  haben: 
C,  ^  «^2*+ «gZ  +  flfg  =  0   und    «,i2*  +  a|,2:+ 1  =0. 

Da  nnn  bereits  a^^=an  gefunden  worden  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  man 
dnrch  die  sechs  Funkte  nur  dann  einen  Kegelschnitt  legen  kann,  wenn 
0Q=3l;  für  diesen  Kegelschnitt  ist  dann 

«lt=«6» 

seine  Gleichung  ist  also 

«4 ^1'  +  «6^1  ^t  +  «8 «^'i  ^n  +  V  +  «1  ^1  ^8  +  «t  ^8*  "^  ^-      ^ 
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Lässt  sich  nun  durch  die  drei  Paar  Punkte  i4,=0,  ^,=0,  C,=0  ein 
Kegelschnitt  K^  legen,  so  ist  also 

Ofg=l. 

Dann  folgt  aber  aus  v),  dass  auch 

Hieraus  folgt  wieder  mit  Hilfe  der  eben  durchgeführten  Betrachtungen, 
dass  dann  auch  durch  die  drei  Paar  Punkte 

^2=0,     ^,  =  0,     (7,  =  0 
ein  Kegelschnitt  K^  gelegt  werden  kann. 

Dies  ergiebt  endlich,  dass  dann  durch  je  drei  Paar  entsprechende 
Punkte  der  drei  Reihen  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden  kann,  der  alsdann 
dem  Büschel  K^  K^  angehört. 

Aus  diesen  Erörterungen  folgt  der  Satz : 

Sind  drei  paarverwandte  Keihen  je  zu  zweien  in  redu- 
cirter  Lage,  und  lässt  sich  durch  drei  entsprechende  Punk* 
tenpaare  ein  Kegelschnitt  legen,  so  sind  je  drei  entspre- 
chende Punktenpaare  auf  einem  Kegelschnitt  enthalten; 
diese  Kegelschnitte  bilden  ein  Büschel. 

Ebenso  ergiebt  sich: 

Sind  drei  paarverwandte  Büschel  zu  je  zweien  in  reda- 
cirter  Lage,  und  sind  drei  entsprechende  Strahlenpaare 
einem  Kegelschnitt  umschrieben,  so  sind  je  drei  entspre- 
chende Strahlenpaare  einem  Kegelschnitt  umschrieben;  diese 
Kegelschnitte  bilden  eine  Schaar. 

Dresden.  Dr.  R.  Heger. 


IV.    Bemerkung  über  Fourier'sche  Beihen. 

Die  Wichtigkeit  des  Äbel-Dirichlet'schen  Theorems,   nach  wel- 
chem die  Summe  der  Reihe 

^o-|-^,  +  ^,  +  ...+  ^„  +  ..., 
wenn  diese  convergent  ist,  demselben  Werthe  zustrebt,  als  die  durch  die 
Reihe 

dargestellte  Function  von  r,  wenn  r  gegen  1  convergirt,  ist  bekannt.    Mit 
den  von  Dirichlet  im  7.  Bande  des  Liouville'schen  Journals ,  Jahrgang 
1862,  zum  Beweise  angewendeten  Mitteln  ]ässt  sich  eine  nicht  minder  wich- 
tige Erweiterung  dieses  Satzes  begründen  •  nämlich  die  folgende. 
Ist 

eine  trigonometrische  Reihe ,  also 
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j4„  s=  an  cos  «  ^  +  ßnSinntp  j 
und  ist  diese  Reihe  im  AllgemeineD  gleiohmäSBig  convergent ,  so  ist 

S{r,ip)  =  ^,  +  yi,r  +  J,r'  +  ...  +  Anr''  +  ... 
in  dem  Intervalle  fp==0  bis  9^=2 ;e  und  r  =  0  bis  r=l  eiue  im  Allgemeinen 
stetige  Function  von  r  und  g>. 

Wenn  nämlich  die  Reihe  S{qf)  nur  ungleichmässig  convergent  ist,  wenn 
sich  (p  der  endlichen  Anzahl  von  Werthen  t/|,  t/t,  t/,  ...t/p  nähert,  so  kann 
die  Function  nur  in  den  Punkten  r=l,  ^=1/1,  re=2,  g>=M,  etc.  unste- 
tig sein. 

Ehe  ich  diesen  Satz  beweise,  will  ich  zeigen,  wie  versteckt  zuweilen 
eine  Unstotigkeit  einer  Function  zweier  Variabein  sein  kann.  Stellt  man 
die  Function 

in  der  die  Wurzel  reell  zu  nehmen  ist,  in  deij  Intervalle  von  — »bis  +75 
durch  eine  trigonometrische  Reihe  dar,  so  erhält  man,  weil  die  Function 
ungerade  ist,  eine  Reihe,  die  nur  die  Sinus  enthält  und  die  daher  mit 

überall  übereinstimmt,  ausser  für  9)s=0,  wo  sie  Null  ist.   Die  so  bestimmte 

Function  sei  F{q>).   Dann  ist 

rf* .  F{<p) 
für  r=0  eine  unstetige  Function,  obgleich  für  ein  positives  fi  kein  Winkel 
q>  angegeben  werden  kann,  für  welchen  rf' .  F{<p)  als  Function  von  r  un- 
stetig oder  unbestimmt  oder  für  r=0  von  0  verschieden  wäre.  Allein  man 
kann  um  den  Punkt  r=0  nicht  mit  einem  Radius  £,  wie  klein  er  auch  sei, 
einen  Kreis  ziehen,  so  dass  die  Werthe  im  Innern  des  Kreises  um  weniger 
als  eine  vorgegebene  Zahl  e  von  Null  verschieden  sind.  Denn  wie  klein 
auch  6»  sein  mag,  so  kann  ich  doch  den  Winkel  <p  (positiv  oder  negativ) 
der  Theorie  der  Fourier 'sehen  Reihen  gemäss  so  klein  annehmen,  dass 
d''.-F(gp)  jedweden  Werth,  also  auch  e  übersteigt,  obgleich  für  tp=0  dieser 
Ausdruck  Null  ist.    Demnach  ist  die  P^nnction  unstetig. 

Dass  die  Function  5(r,  (p)  für  Werthe  von  r  kleiner  als  1  stetig  sei, 
braucht  keiner  besondern  Untersuchung,  aber  wohl  für  r=l,  weil  dann  der 
Werth  von  S[q>)  von  der  Anordnung  der  Reihenglieder  abhängen  kann.  Es 
wird  zu  beweisen  sein,  dass  5(r,  g>)  sich  im  Allgemeinen  dem  Werthe  S{q)) 
stetig  nähere ,  in  welcher  Richtung  auch  man  sich  dieser  Stelle  aus  dem  In- 
nern des  Kreises  r  =  l,  den  Rand  eingeschlossen,  nähere. 

Es  sei 

«0=^01   *l  =  ^o+^i,   *,  =  ^o+^i  +  ^2i   ...*n  =  ^o+^l  +  ^f+-.-+-^n  etc., 

so  kann  man  um  die  Stellen  <)p=:t/i,  t/y  ,,Up  kleine  Intervalle  so  ausschei- 
den ,  dass  nun  eine  bestimmte  Zahl  M  so  gross  angegeben  werden  kann, 
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dass  abgesehen  von  jenen  Intervallen,  deren  Weite  mit  zunehmendem  M 
abnimmt,  ^(9))  — ^i#,  ^(9>) -*  ^jr+i  ••*  seinem  absoluten  Betrage  nach  klei- 
ner als  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl  a  ist.  Ferner  giebt  es,  weil  eine 
gleichmässig  convergente  Reihe  immer  eine  stetige  Function  darstellt  und 
eine  stetige  Function  immer  auch  eine  gleichmässig  stetige  ist ,  mit  Aus- 
schluss jener  p  kleinen  Intervalle  eine  bestimmte  Zahl  i  so  klein,  dass 
5(9}  +  6)  — 5(g))  seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  0  wird. 

Die  Function  S(r,  9^)  kann  nun,  wenn  r<  1  ist,  in  die  Form  gebracht 
werden: 

S  (r,  9)  =  5o  +  (5,  —  5o)  r  +  (*t — ^1)  '•'  + . . .  +  (*n  —  ^1.  - 1)  r«  + . . . 

=  (l-'-)(^o+*i'- +  *!'••  +  ... +  *«r" +  ...)• 
Setzen  wir  l  — r=e,  so  convergirt  dieser  Ausdruck  nach  Dirichlet 
mit  abnehmenden  f  gegen  5(g>),  aber  es  fragt  sich,  ob,  abgesehen  von  den 
p  kleinen,  um  die  Punkte  u  ausgeschiedenen  Intervallen,  durchgehend  ein 
e  so  angegeben  werden  kann,  dass  'S'(l  — e,^))  —  5(9?)  seinem  absoluten  Be- 
trage nach  kleiner  als  c  isf,  Um  dies  zu  zeigen,  folgen  wir  dem  Beweise 
Dirichlet's  und  zerlegen  die  Reihe  5(r,9?)  in  zwei  Theile 

5(r,9))  =  5(l-€,9?) 
=  e(5o+^i'-  +  --.  +  *Af-ir^-*)  +  (l-r)(5i»rr^  +  ^A/+ir^+' +  ...). 
Der  erste  Theil  ist  nun  offenbar  seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  c.A/'.A:,  wenn  k  der  absolute  Betrag  des  dem  absoluten  Betrage  nach 
grössten  Termes  A^^  Ax,..  Au  ist.  Diese  Zahl  k  wird  übrigens  von  einem  be- 
stimmten Werthe  von  M  ab  mit  wachsendem  ^f  unveränderlich  bleiben,  weil 
die  Coefficienten  einer  im  Allgemeinen  gleichmässig  convergenten  Fou- 
ri  er ^ sehen  Reihe  mit  wachsendem  Stellenzeiger  bekanntlich  gegen  Null 
convergiren.    Der  erste  Theil  wird  demnach  kleiner  als  c  sein,  wenn  ich 

<F 

^~^  Al^k 
setze.   Der  zweite  Theil 

ist  dem  Ausdrucke 

(1-r)  .  i>(9))  .  (rA^+r«+»  +  ...)  =  ^(9^)  •  r^ ^  P{9)  (l^O"' 
gleich,  wenn  P{(p)  ein  Mittelwerth  zwischen  *i/+i,  ^Af+2  •••  ist,  also  von 
S{(p)  sich  dem  absoluten  Betrage  nach  um  weniger  als  a  unterscheidet,  also 
gleich 

worin  0  und  9'  zwischen  0  und  1  liegen.  Der  zweite  Theil,  wie  aus  diesem 
Ausdrucke  hervorgeht,   unterscheidet  sich  von  S{<p)  um  weniger  als  3.0. 
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Ojiraut)  folgt,  dass  5(1  —  c,  q>)  —  S(<p)  seinem  absoluten  Betrage  nach  jeden- 
falls kleiner  ist  als  4.a,  worin  s  die  feste  Zahl 

durchgehend  für  alle  tp  ist,  die  nicht  in  den  um  die  u  aasgeschiedenen  In- 
tervallen liegen,  die  mit  wachsendem  M  kleiner  und  kleiner  gemacht  wer- 
den können. 

Abgesehen  von  jenen  Intervallen,  giebt  es  also  eine  bestimmte  Zahl  ö 
von  der  Beschaffenheit,  dass,  absolut  genommen, 

S{(p  +  ö)-S{q>)<:a 
ist,  und  eine  bestimmte  Zahl  s  von  der  Beschaffenheit,  dass,  absolut  ge- 
nommen , 

5(l~f,<;p)-5((p)<40 

ist.  Daraus  folgt  mit  Hilfe  eines  noch  zu  beweisenden  Satzes,  dass  S(r,  q)) 
nicht  blos  im  Innern,  sondern  auch  am  Rande  eines  mit  dem  Eadius  r=  l 
geschlagenen  Kreises  eine  vollkommen  (gleichmässig)  stetige  Function  sei, 
ausgenommen  in  den  Punkten  t/| ,  t/t  •  •  <^p «  für  welche  unser  Beweis  keine 
Kraft  hat. 

Es  ist  nun  noch  zu  beweisen,  dass  eine  Function  von  zwei  Variabein 
S(r^g>)y  welche  in  einer  endlichen  Strecke,  etwa  von  (p  =  a  bis  q>=ß ^  für 
ein  festes  r,  etwa  r=(»,  eine  stetige  Function  von  q>  ist,  und  andererseits 
durchgehend  für  jedes  q>  zwischen  o  und  ß  der  Bedingung  Genüge  leistet 

worin  für  «in  beliebig  kleines  vorgegebenes  c  s  durchgehend  einen  und  den- 
selben Werth  hat  und  die  Ungleichung  sich  auf  die  absoluten  Beträge  be- 
zieht, ist  für  alle  Punkte  der  Linie  r=^,  o<(p<</^  nach  der  Seite  der  ab- 
nehmenden r  hin  eine  stetige  Function. 

Da  die  Function  für  r=:^  als  Function  von  9  zwischen  o  und  ß  stetig 
ist,  80  ist  sie  auch  gleichmässig  stetig,  d.  h.  man  kann  eine  Grösse  6  an- 
geben ,  so  dass  durchgehend 

{ci<q<ß),  S{Q,g>  +  d)-S{Q,g>)<ß 
dem  absoluten  Betrage  nach  ist    Ferner  ist  nach  der  Voraussetzung^ 

in  demselben  Intervalle  dem  absoluten  Betrage  nach  durchgehend  kleiner 
als  a.  Damit  nun  die  Function  stetig  sei ,  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  auch 

für  jedes  q>  zwischen  a  und  ß  und  jedes  d  und  d'  zwischen  0  und  1  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  kleiner  als  a  oder  ein  endliches  Multiplum  von  a  sei. 
Nun  ist  aber 
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Da  nun  <p+^6d'  im  Intervalle  zwischen  er  und  ß  liegt  (an  den  Grenzen 
braucht  nur  das  eine  der  beiden  Vorzeichen  gewählt  zu  werden),  so  ist  die 
erste  der  Differenzen  nach  der  einen ,  die  zweite  der  Differenzen  nach  der 
rechten  Seite  unserer  Gleichung  nach  der  zweiten  der  liber  5(r,  q>)  gemach- 
ten Voraussetzungen  kleiner  als  0,  und  folglich,  wie  zu  beweisen  war,  dem 
absoluten  Betrage  nach 

S{Q-Bd,(p±6d')''S[Q,(p)<2a. 

H  a  11  e  a.  d.  S.  -Dr.  J.  Thomae. 


V.    lieber  einen  auf  die  Wärme  anwendbaren  mechanischen  Satz. 

In  einer  im  Jahre  1862  erschienenen  Abhandlung  über  die  mechanische 
Wärmetheorie*  habe  ich  einen  Satz  aufgestellt,  welcher  in  seiner  einfach- 
sten Form  lautet:  die  wirksame  Kraft  der  Wärme  ist  proportio- 
nal der  absoluten  Temperatur.  Aus  diesem  Satze,  in  Verbindung 
mit  dem  Satze  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit,  habe  ich  im 
weiteren  Verlaufe  jener  Abhandlung  verschiedene  Schlüsse  über  das  Ver- 
halten der  Körper  zur  Wärme  abgeleitet.  Da  der  Satz  von  der  Aequivalenz 
von  Wärme  und  Arbeit  sich  auf  einen  einfachen  mechanischen  Satz,  näm- 
lich den  Satz  von  der  Aequivalenz  von  lebendiger  Kraft  und  mechanischer 
Arbeit,  zurückführen  lässt,  so  war  ich  im  Voraus  davon  überzeugt,  dass  es 
auch  einen  mechanischen  Satz  geben  müsse,  in  welchem  der  Satz  über  das 
Wachsen  der  wirksamen  Kraft  der  Wärme  mit  der  Temperatur  seine  Er- 
klärung findet.   Diesen  Satz  glaube  ich  im  Folgenden  mittheileu  zu  können. 

£s  sei  irgend  ein  System  materieller  Punkte  gegeben ,  welche  sich  in 
einer  stationären  Bewegung  befinden.  Unter  stationärer  Bewegung  verstehe 
ich  eine  solche,  bei  der  die  Punkte  sich  nicht  immer  weiter  von  ihrer  ur- 
sprünglichen Lage  entfernen  und  die  Geschwindigkeiten  sich  nicht  fort  und 
fort  in  gleichem  Sinne  ändern,  sondern  bei  der  die  Punkte  sich  innerhalb 
eines  begrenzten  Raumes  bewegen  und  die  Geschwindigkeiten  nur  inner- 
halb gewisser  Grenzen  schwanken.  Es  gehören  dahin  alle  periodischen  Be- 
wegungen, wie  die  Bewegungen  der  Planeten  um  die  Sonne  und  die 
Schwingungen  elastischer  Körper;  ferner  solche  unregelmässigen  Bewegun- 
gen, wie  man  sie  den  Atomen  und  Moloculen  eines  Körpers  zuschreibt,  um 
seine  Wärme  zu  erklären. 

Seien  nun  m,  m\  m"  etc.  die  gegebenen  materiellen  Punkte,  .t,  y,  z; 
x\  y\  z\  x\  y\  2"  etc.  ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  zur  Zeit  /,  und 
endlich  -Y,  Z,  Z;  X\  Y\  Z*\  X'\  Y'\  2"  etc.  die  nach  den  Coordinatenri^fh- 


*  Poggendorff's  Annalen ,   Bd.  11(5  S.  73;  Abhandinngen  über  die  mecha- 
nische Wärraetheorie ,  Bd.  I  S.  242. 
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tuDgen  geDommenen  Componenten  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte.  Dann  bil- 
den wir  zunächst  die  Summe 

wofür  wir,  wenn  r,  v\  v"  etc.  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  sind,  auch 
kürzer  __^ 

schreiben  können,  welche  Summe  unter  dem  Namen  der  lebendigen 
Kraft  des  Systems  bekannt  ist.  Ferner  wollen  wir  folgenden  Ausdruck 
bilden : 

Die  durch  diesen  Ausdruck  dargestellte  Grösse  hängt,  wie  man  sieht,  we- 
sentlich von  den  in  dem  Systeme  wirkenden  Kräften  ab  und  würde,  wenn 
bei  gegesenen  Coordinaten  alle  Kräfte  sich  in  gleichem  Verhältnisse  änder- 
ten, den  Kräften  proportional  sein.  Wir  wollen  daher  den  Mittelwerth, 
welchen  diese  Grösse  während  der  stationären  Bewegung  des  Systems  hat, 
nach  dem  lateinischen  Worte  viSy  die  Kraft,  das  Virial  des  Systems 
nennen. 

In  Bezug  auf  diese  beiden  Grössen  lässt  sich  nun  folgender  Satz  auf- 
stellen : 

Die   mittlere  lebendige  Kraft  des  Systems  ist  gleich 

seinem  Virial. 
Wenn  wir  den  Mittelwerth  einer  Grösse  von  ihrem  veränderlichen  Wertbe 
dadurch  unterscheiden,  dass  wir  über  die  Formel,  welche  die  veränderliche 
Grösse  darstellt,  einen  wagerechten  Strich  machen,  so  können  wir  unsern 
Satz  durch  folgende  Gleichung  ausdrücken: 

Was  den  Werth  des  Virials  anbetrifft,  so  gestaltet  er  sich  in  den  wich 
tigsten  in  der  Natur  vorkommenden  Fällen  sehr  einfach. 

Es  möge  z.  B.  angenommen  werden,  die  Kräfte,  welche  die  Massen- 
pnnkte  erleiden,  seien  Anziehungen  oder  Abstossungen,  welche  sie  selbst 
auf  einander  ausüben  und  welche  nach  irgend  einem  Gesetze  von  der  Ent- 
fernung abhängen.  Bezeichnen  wir  dann  die  gegenseitige  Kraft  zwischen 
2wei  Massenpunkten  m  und  m\  welche  sich  in  der  Entfernung  r  von  einan- 
der befinden,  mit  9^(0,  wobei  eine  Anziehung  als  positive  und  eine  Abstos- 
sung  als  negative  Kraft  gelten  soll,  so  haben  wir  für  diese  gegenseitige  Ein- 
wirkung 

Äx  +  X  X  =  ^  (r) a:  -f  g)  (r) x 


ix- 
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und  da  sich  auch  für  die  beiden  anderen  Coordinaten  entsprechende  Gleich- 
ungen bilden  lassen,  so  folgt 

-  i  (Xa  +  Yy  +  Zz  +  XV+  7'/+  ZV)  =  ^r  g>(r). 
Indem  wir  dieses  Resultat  auf  das  ganze  System  von  Punkten  ausdehnen, 
kommt 

wobei  das  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  alle  Combinatio- 
nen  der  gegebenen  Massenpuukte  zu  je  zweien  bezieht.  Daraus  ergiebt  sich 
für  das  Virial  der  Ausdruck 

Man  erkennt  sofort  die  Analogie  zwischen  diesem  Ausdrucke  und  dem- 
jenigen, welcher  zur  Bestimmung  der  bei  der  Bewegung  gethanen  Arbeit 
dient.    Führt  man  die  Function  (P(r)  ein  mit^der  Bedeutung 

fio  hat  man  die  bekannte  Gleichung 

—  £  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  dZ  0{r). 
Die  Summe  £0{r)  ist  diejenige,  welche  bei  Anziehungen  und  Abstos- 
sungon,  die  nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung  wirken  (ab- 
gesehen vom  Vorzeichen),  das  Potential  des  Systems  von  Punkten  auf 
sich  selbst  genannt  wird.  Da  es  zweckmässig  ist,  auch  für  den  Fall,  wo 
das  Gesetz,  nach  welchem  die  Anziehungen  und  Abstossungen  von  der  Ent- 
fernung abhängen,  ein  beliebiges  ist,  oder,  noch  allgemeiner  gesagt ,  für 
jeden  Fall ,  wo  die  bei  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  des  Systems  ge- 
thane  Arbeit  sich  durch  das  Differential  irgend  einer  nur  von  den  Raum* 
coordinaten  der  Punkte  abhängigen  Grösse  darstellen  läset,  einen  bequemen 
Namen  zu  haben*,  so  schlage  ich  vor,  die  Grösse,  deren  Differential  den 
negativen  Werth  der  Arbeit  darstellt,  nach  dem  griechischen  Worte  igyov, 
Werk,  das  Ergal  des  Systems  zu  nennen.  Dann  lässt  sich  der  Satz  von 
der  Aequivalenz  von  lebendiger  Kraft  und  Arbeit  sehr  einfach  aussprechen, 
und  um  die  Analogie  zwischen  diesem  Satze  und  unserm  oben  aufgestellten 
Satze  über  das  Virial  recht  deutlich  erkennen  zu  lassen,  will  ich  beide  Sätze 
hier  neben  einander  stellen : 

1.  Die  Summe  aus  der  lebendigen  Kraft  und  dem  Ergal  ist  constant. 

2.  Die  mittlere  lebendige  Kraft  ist  gleich  dem  Virial. 

Um  unsern  Satz  auf  die  Wärme  anzuwenden,  betrachten  wir  einen 
Körper  als   ein  System   bewegter  materieller  Punkte.     In  Bezug  auf  die 


♦  Der  Ausdruck  Kraftfunclion  oder  Kräfte function  (engliscb  force 
function)  hat  den  Uebolstand,  dass  er  auch  schon  für  eine  andere  Grösse  an- 
gewandt wird,  welche  zu  der  hier  betrachteten  in  ähnlicher  Beziehung  steht,  wie  die 
Potenliftlfnnction  zum  Potential. 
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Kräfte,  welche  diese  Funkte  erleiden,  haben  wir  einen  Unterschied  zn 
machen.  Erstens  üben  die  Bestandtheile  des  Körpers  unter  einander  an- 
ziehende oder  abstossende  Kräfte  aus,  und  zweitens  können  von  Aussen 
her  Kräfte  auf  den  Körper  wirken.  Darnach  können  wir  auch  das  Viiial 
in  zwei  Theile  zerlegen ,  welche  sich  auf  die  inneren  und  äusseren  Kräfte 
beziehen  und  welche  wir  das  innere  und  das  äussere  Virial  nennen 
wollen. 

Das  innere  Virial  wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  inneren 
Kräfte  sich  sämmtlich  auf  Centralkräfte  zurückführen  lassen,  durch  die 
Formel  dargestellt,  welche  wir  oben  schon  für  ein  System  von  Punkten, 
die  anziehend  oder  abstossend  aufeinander  wirken,  angeführt  haben.  Dabei 
ist  noch  zu  bemerken ,  dass  bei  einem  Körper,  in  welchem  unzählige  Atome 
sich  nnregelmässig ,  aber  im  Wesentlichen  unter  gleichen  Umständen  be- 
wegen ,  so  dass  alle  möglichen  Bewegungssphasen  gleichzeitig  vorkommen, 
es  nicht  nöthig  ist,  für  jedes  Atompaar  deuMittelwerth  von  rq>(r)  zu  nehmen, 
sondern  die  Werthe  rq>(r)  so  genommen  werden  können,  wie  sie  in  einem 
gewissen  Momente  bei  der  gerade  stattfindenden  Lage  der  Atome  gelten, 
indem  die  daraus  gebildete  Summe  ihren  Gesammtwerth  durch  den  Verlauf 
der  einzelnen  Bewegungen  nicht  merklich  ändert.  Das  innere  Virial  hat 
somit  den  Ausdruck 

Was  die  äusseren  Kräfte  anbetrifft ,  so  ist  am  häufigsten  der  Fall  zn 
betrachten,  wo  der  Körper  nur  einen  gleichförmigen,  normal  gegen  die  Ober- 
fläche gerichteten  Druck  erleidet.  Das  hierauf  bezügliche  Virial  lässt  sich 
sehr  einfach  ausdrücken.  Es  wird  nämlich,  wenn  p  den  Druck  und  v  das 
Volumen  des  Körpers  bedeutet ,  dargestellt  durch 

Bezeichnen  wir  nun  noch  die  lebendige  Kraft  der  inneren  Bewegun- 
gen, welche  wir  Wärme  nennen,  mit  Ä,  so  können  wir  folgende  Gleichung 

bilden: 

Ä=  J2;r<p(r)+|py. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  den  Beweis  unseres  über  die  Beziehung 
zwischen  lebendiger  Kraft  und  Virial  aufgestellten  Satzes  zu  führen,  was 
sehr  leicht  geschehen  kann. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  sind 


^^^y      ^^y^v     ^^^—7 


Nun  hat  man  aber 


oder  anders  £;cordnet: 


CO'- 


^^  dl*  ^    dC  ' 
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Wenn   man  diese  Gleichung  mit  —   multiplicirt  und   dann   für  m — - 
die  Grösse  Z  setzt,  so  kommt 

Die  Glieder  dieser  Gleichung  mögen  nun  nach  der  Zeit  von  0  bis  / 
integrirt  and  die  Integrale  durch  t  dividirt  werden,  wodurch  man  erhSlt 

2t  J    \dlj  2tJ  All  dl        \  di   Joy 

0  0 

.     fd{x*)\    ^        ,    ^  ^  r/(x')  ^    ^ 

worin  t         ■  j  den  Anfangswerth  von     '    ^  bedeutet. 

Die  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Formeln 

i/(-)V,  „.a  If.,. 

0  0 

—  )  und 

/dxV  

^x  dar,  welche  oben  durch  ( -—  1  und  Xx  bezeichnet  wurden.    Als  Zeit- 


dauer i  kann  man  bei  einer  periodischen  Bewegung  die  Dauer  einer  Periode 
wählen;  bei  unregelmässigen  Bewegungen  aber  (und,  wenn  man  will,  auch 
bei  periodischen)  hat  man  nur  darauf  zu  achten ,  dass  die  Zeit  /  gegen  die- 
jenigen  Zeiten,  während  welcher  der  Punkt  sich  in  Bezug  auf  irgend  eine 
Coordinatenrichtung  in  gleichem  Sinne  bewegt,  sehr  gross  ist,  so  dass  im 
Verlauf  der  Zeit  t  schon  viele  Wechsel  der  Bewegung  stattgefunden  haben 
und  die  obigen  Ausdrücke  der  Mittelwerthe  schon  hinlänglich  constant  ge- 
worden sind. 

Das  letzte  Glied  der  Gleichung,  welches  die  eckige  Klammer  als  Fac- 
tor hat,  wird  bei  einer  periodischen  Bewegung  zu  Ende  jeder  Periode  gleich 

d(x^) 
Null,  indem  -~- —  zu  Ende   der  Periode   wieder  den  anfänglichen  Werth 


V   dt  /o 


annimmt     Bei  einer  Bewegung,  die  nicht  periodisch,  sondern  un- 

regelmässig  variirend  ist,  wird  die  eckige  Klammer  nicht  so  regelmässig 
gleich  Null,  aber  ihr  Werth  kann  doch  nicht  fortwährend  mit  der  Zeit  wach- 
sen, sondern  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen  schwanken,  und  der  Divisor  <, 
mit  welchem  das  Glied  behaftet  ist,  muss  demnach  bewirken,  dass  bei  sehr 
grossen  Werthen  von  i  das  Glied  verschwindend  klein  wird.  Lassen  wir 
daher  dieses  Glied  fort,  so  können  wir  schreiben: 
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Da  dieselbe  Gleichung  anch  für  die  übrigen  Coordinaten  gilt,  so 
kommt 

oder  kürzer  geschrieben: 

!lv*=-i{J^x  +  ry  +  Zz), 

und  für  ein  System  von  beliebig  vielen  Punkten  ergiebt  sich  ganz  entspre- 
chend 

Somit  ist  unser  Satz  bewiesen  und  man  sieht  zugleich  ^  dass  er  nicht 
blos  für  das  ganze  System  von  materiellen  Punkten  und  für  die  drei  Co- 
ordinatenrichtungeu  zusammen ,  sondern  auch  für  jeden  materiellen  Punkt 
und  für  jede  Richtung  besonders  giltig  ist.  p 


VI.    lieber  die  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit  eines 
Beobachtungsfehlers. 

Bezeichnet  f(x)  die  W.ahrscheinlichkeit,  den  Fehler  x  begangen  zu 
haben ,  so  weiss  man  von  der  Function  f{x)  vorläufig  nur  soviel ,  dass  sie 
bei  unendlich  wachsenden  x  gegen  die  Null  convergiren  muss.  Um  sie  ana- 
lytisch zu  bestimmen,  sind  bekanntlich  verschiedene  Wege  eingeschlagen 
worden;  Gauss  hat  dazu  das  Princip  des  arithmetischen  Mittels,  Hagen 
dagegen  die  Hypothese  benutzt,  dass  jeder  Beobachtungsfehler  aus  einer 
unendlichen  Menge  von  Elementarfehlern  bestehe  u.  s.  w.  Eine  sehr  ein- 
fache und  anschauliche  Bestimmung  von  f\x)  finde  ich  in  dem  „Handbuch  der 
theoretischen  Physik  von  W.  Thomson  und  6.  Tait,  übers,  von  Helm- 
holtz  und  Wertheim,  1.  Bd.,  Braunschweig  bei  Vieweg,  1871";  sie  lässt 
sich  mit  einiger  Modification  folgendermassen  darstellen. 

Man  denke  sich,  es  werde  nach  einem  Ziele  0  geschossen,  welches  man 
als  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  nehmen  kann. 
Die  Wahrscheinlichkeit,  statt  0  einen  beliebigen  Punkt  xy  zu  treffen,  ist 
dann  ^=f{x)f{y)y  weil  hierzu  das  Zusammentreffen  der  beiden  Fehler  x 
und  y  gehört;  für  ein  anderes  durch  0  gelegtes  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  ist  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  =/*(a:j)/'(yi),  mithin 

/(^)/(y)=A^t)/'(yO, 

wobei  «*  +  y*  =  a:,*  +  2/i*  sein  muss.    Legt  man  die  Axe  der  y,  durch  den 
Punkt  xy^  so  wird  einfacher 
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Differenzirt  man  das  eine  Mal  partiell  in  Beziehung  auf  x,  das  andere  Mal 
partiell  nach  y^  so  ündet  man  leicht 

yf\-)ny)  =  ^r{-)ny)   oder    f^)=0J).        - 

was  bei  beliebigen  x  und  y  nur  unter  der  Bedingung 

xf{x) 
möglich  ist.    Die  vorstehende  Differentialgleichung  liefert 

/(*)  =  ««*-•, 
nnd  hier  mnss  6  negativ,  etwa  =—hf  nein,   damit  noch  die  nrsprilogliche 
Bedingung  /(oo)  =  0  erf^t  werde.  Sculömilch. 


VII.   Die  Familie  Fagnano. 

Die  Geburts-  nnd  Todestage  der  beiden  bekannten  Mathematiker  dieses 
Namens  sind  bis  zum  vorigen  Jahre  theils  falsch  angegeben  worden,  theils 
in  den  Werken,  in  welchen  man  darnach  zu  suchen  geneigt  ist,  als  in 
biographischen  Wörterbüchern  und  Montucla's  „Geschichte  der  Mathe- 
matik*\  gar  nicht  abgedruckt.  Prinz  Boncompagni  in  Rom  hat  nun 
im  III.  Bande  des  von  ihm  herausgegebenen  •„^M//£?/f«o  di  Bibliografia  e  di 
Storia  delle  scienze  matemaliche  e  fisiche'^''  nachgewiesen :  1.  dass  Graf  Julius 
Carl  Fagnano  am  26.  September  1Ö82  geboren  ist  und  nicht  am  6.  De- 
cember  desselben  Jahres;  2.  dass  er  am  18.  Mai  1766  starb  und  nicht  am' 
26.  September  desselben  Jahres,  wie  bisher  angenommen  wurde;  3.  dass 
Johann  Franz  Fagnano  der  Sohn  am  31.  Januar  1715  geboren  wurde 
und  am  14.  Mai  1707  starb ,  was  man  bisher  nicht  wusste. 

Heidelberg.  Cantob. 
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IV. 
Ein  Beitrag  zur  höheren  Geodäsie. 

Von 

A.  Sonderhof 

in  Rohnstedt. 


Cap.  I. 
Einiges  fiber  die  LinieBTielecke. 

§1. 

Unter  einem  Linienvieleck  soll  ein  System  von  geraden  Linien  ver 
standen  werden,  welche  jede  beliebige  Lage  gegen  einander  haben  können. 
Als  einzelne  Theile  desselben  sind  zu  betrachten: 

1.  die  Kanten,  d.  h.  die  Linien,  durch  welche  das  Vieleck  gebildet 
wird; 

2.  die  Seiten,   d.  b.   die  Winkel,  welche  von  je  zwei  Kanten  ein- 
geschlossen werden; 

3.  die  Winkel  des  Vielecks,  d.  h.  diejenigen,  welche  die  Linien  der 
kürzesten  Abstände  oder  die  Pollinien  zn  Schenkeln  haben; 

4.  die  kürzesten  Abstände; 

5.  die  Strecken,  welche  durch  die  kürzesten  Abstände  auf  den  Kan- 
ten begrenzt  werden  nnd  die  man  Poldistanzen  nennen  kann. 

Die  Lehre  von  den  Linienvielecken  bietet  eine  grosse  Mannichfaltig- 
keit  an  verschiedenen  Formen  und  Relationen,  sie  betrachtet  das  Vieleck 
—  insofern  man  dabei  an  eine  Verbindung  von  geradlinigen  Elementen 
denkt  —  vom  allgemeinsten  Gesichtspunkte  aus  und  schliesst  die  Discussion 
der  körperlichen  Ecke  nnd  des  ebenen  Dreiecks  als  besondere  Fälle  ein. 
Es  empfiehlt  sich  in  mancher  Hinsicht  nnd  ist  in  Bezug  auf  den  vorliegen- 
den Zweck  sogar  unerlässlich ,  das  Vieleck  anf  eine  gerade  Linie  zu  be- 
ziehen, welche  sämmtliche  Kanten  schneidet.  Ein  solche  Linie  soll  die 
Axe  des  Systems  genannt  werden.  Diese  Definition  gilt  jedoch  nur  für 
Vielecke  von  massiger  Seitenzahl;  sie  erleidet  eine  Aendeiung,  sobald  ein 
grösseres  Liniensystem  betrachtet  wird,  wie  die  folgenden  Untersuchungen 
zeigen  werden. 
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§  2.     Das  Liuienzweieck. 

Man  betrachte  die  erste  Kante  als  die  F-Axe,  die  Pollinie  als  die 
Z-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  nehme  die  positive 
Richtung  der  ^-Axe  nach  derjenigen  Seite  hin,  wo  sich  die  positiven 
F-  Coordinaten  der  zweiten  Kante  befinden;  nach  derselben  Richtung  rechne 
man  auch  den  Winkel  v  positiv,  welchen  eine  durch  die  F'-Axe  gelegte 
Ebene  mit  der  Z-Axe  bildet;  man  bezeichne  ferner  den  Winkel,  welchen 
beide  Kanten  einschliessen ,  mit  d  und  den  kürzesten  Abstand  mit  Ar.  Es 
folgen  dann  für  die  erste  und  zweite  Kante  beziehungsweise  die  Gleich- 
ungen 

a;,  =  0,  y,=yM  ^1=0, 

'  x^=^k,tgvy   y^^=ik,tgv  cotgdy    z^  =  k. 

Nimmt  man  auf  beiden  Kanten  bestimmte  Punkte  y  =  Ä,  und  r=p,  an 
und  verbindet  sie  durch  eine  Axe,  so  erhält  man  aus  den  l)  ohne  Weiteres 
die  Gleichung  dieser. Linie,  nämlich 


2) 


X  y  — Ai 


k.igvi      k,igv^colgd  —  h^      k 

Mit  ^1  wurde  die  Entfernung  zwischen  dem  Pol  und  der  Axe  auf  der 
ersten  Kante  bezeichnet.  Nennt  man  die  entsprechende  Grösse  auf  der 
zweiten  Kante  A|,  so  folgt  aus  den  1): 

A«  =  y^t  +  Vt  =  ^.'^«'i  cosecd. 
Einen  analogen  Ausdruck  erhält  man  für  /t|.,  sobald  der  Winkel  v^  ein- 
geführt wird,  welcher  für  die  zweite  Kante  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  t^, 
für  die  erste.    Stellt  man  demnach  die  betreffenden  Gleichungen  zusammen, 

so  kommt 

kJgv^        ,        kJgv* 

3)  *«=-;^'      ^«  =  ^^'     h,tgv,  =  h^.tgv,. 

stno  stno 

Diese  Relationen  können  dazu  verwandt  werden,  den  2)  eine  andere 
Gestalt  zu  geben.  Eliminirt  man  nämlich  in  den  ersten  beiden  Gliedern  der 
2)  die  Grösse  Ar,  so  folgt 

X  y  —  h*  z 

'  Ä,  sind     Ä,  cos  d  —  Ä,       k' 

Aus  den  Nennern  dieser  Ausdrücke  lässt  sich  die  Länge  /  der  Axe  ab-^ 
leiten,  wenn  man   darunter  die  Strecke  versteht,  welche  durch  die  beiden 
Kanten  abgeschnitten  wird.    Es  ist  nämlich 


/==/ä,* sind^  +  {h^  cosd  —  Ä,)'  +  k^ 
oder 

l  =  j/k'  +  h*  +  V  —  2.Ä,  Äj  cosd 


5)  k 


=  -r-^  j/sind*  +  tgv^  +  tgv^  —  ^Z.tgvi  ^9^t  cosd. 
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Dividirt  man  die  drei  Nenner  der  Glieder  in  den  4)  darcb  /,  so  erhält 
man  die  Cosinus  der  Riclitnng<«winkel  der  Axe.  Die  Richtungen  der  Kan- 
ten sind  ans  den  1)  sofort  zn  entnehmen.  Stellt  man  diese  drei  Linien  zn- 
sammen ,  so  erhält  man  folgendes  System : 

Erste  Kante:  0,  1,  0. 

6)  Zweite     „  sindy  cosd,  0. 

h^$ind        h^cosd  —  h^  k 

Axe:  — ^,  -^  ,       y. 

Daraus  findet  man  die  Winkel,  welche  die  Axe  mit  den  Kanten  bildet. 
Bezeichnet  man  sie  mit  90— 9K|  und  90— »i,  so  folgt 

hmcosd  —  hi  K  —  h,cosd 

7)  •  «njr,  = ,     5t;i7r,  = . 

Löst  man  diese  Gleichungen  nach  h  auf,  so  kommt  ferner 

.  Ä,       sin  7t^  cosd  —  sin  Tii       A, sinn^  —  sin  7t ^  cosd 

^  T"^         lii^  '     7""  sh^*      ^       • 

Aus  den  Gleichungen  7)  erhält  man  weiter,  wenn  man  quadrirt,  yon  1 
subtrahirt  und  dann  radicirt: 


7//«  -  Äi*  -  V  +  2  Ä,  h^  cosd  -  Ä«  +  Ä*  +  V  sind"          k 
cos7ti=y -. =; , 

7//*  —  Ä,«  -  V  +  2  Ä,  Ä,  cosd  -  Ä«  +  Ä»  +  Ä,«  sind^         k 
Daher  kommt  schliesslich 

9)  y  =  COSfCi  COS  Vi  =  COSTtt  cosv^. 

Andere  Winkelgleichungen  erhält  man  aus  den  8),  wenn  h  und  /  mit- 
tels der  3)  und  9)  eliminirt  werden,  nämlich : 

10)  sin  ni  =  sin  jt,  cos  d  -^  cos  Jt^  sin  d  sin  y, ; 

11)  sin  7c,  =  «Vi  jti  cos  d  +  cos  re,  sin  d  sin  v^ . 

Nunmehr  bleibt  noch  der  Winkel  zu  bestimmen ,  welchen  die  beiden 
durch  die  Axe  und  je  eine  Kante  gelegten  Ebenen  mit  einander  bilden. 
Zu  diesem  Behufe  sind  die  Richtungen  zu  ermitteln,  welche  auf  jenen  Ebe- 
nen senkrecht  stehen.  Man  findet  aus  den  6)  für  die  Cosinus  der  betreffen- 
den Richtungswinkel  folgende  Ausdrücke: 

k                             —  Ä,  sin  3 
,  0, , 

ICOStli  ICOSfCi 

k  cosd       —  k  Sin d      —  ä,  sind 
Icosn^^       l  cos 7t^  '      l  cos Ttf 
welche  nach  Elimination  der  linearen  Grössen  folgende  Werthe  annehmen: 
cosvi ,  0 ,  —sin  Vi  y 

cos  p,  cosdy    —  cos  Vf  sin  3 ,    —  *«pt  »f 
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Durch  Mnitiplication  der  zusammeogebSrigen  Glieder  erliSlt  man  den 
ge&nchten  Winkel  X  dnreb  die  Gleicbnng 

12)  cos  X  =  sin  c,  sin  r,  +  cos  r,  cos  r,  cos  c. 

Endlicb  kann  man  ans  den  7),  wenn  das  Prodnct  sinnx  sinn^  entwickelt 
wird,  noch  folgende  Relation  ableiten: 

1 3)  cos  3  =  sin  n^  sin  n,  +  cos  9r,  cos  ff,  cos  X. 

In  Rücksiebt  auf  die  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  sollen  die 
Winkel  bald  diejenigen  Benennungen  erhalten,  welche  gebräuchlich  sind, 
sobald  ein  System  von  Linien  auf  eine  gemeinschaftliche  Rotationsaxe  be- 
zogen wird.  Demnach  würde  also  der  Winkel  n  die  Polhöhe,  X  die  Länge 
und  V  das  Azimuth  zu  neanen  sein. 

Anstatt  der  bisher  betrachteten  Azimnthe  der  Pollinien  kann  man  an- 
dere einführen ,  welche  ebenso  fest  mit  dem  Linienzweieck  verbunden  sind. 
Lässt  man  nämlich  in  den  Gleichungen  3)  den  Winkel  v  wachsen  bis  zu  9(f, 
so  wird  A  =  cx>.  Die  durch  die  eine  Kante  gelegte  Ebene  schneidet  daher  in 
diesem  Falle  die  andere  Kante  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  sie  ist  pa 
rallel  mit  derselben.  Bezeichnet  man  nun  die  Azimnthe,  welche  dieser  be 
stimmten  Richtung  entsprechen ,  mit  ff|  und  a\  so  hat  man  die  einfachen 

Relationen  ^  ,, 

«1  =  90  — i;j,     a  =90  — r,. 

Beide  Winkel  sind  aber  von  verschiedenen,  einander  entgegengesetz- 
ten Richtungen  des  Meridians  ans  gerechnet.  Bezieht  man  sie  auf  ein  und 
dieselbe  Richtung  und  bezeichnet  den  Nebenwinkel  von  a'  mit  a„  so  kommt 

14)  a,  =  90  —  », ,     c,  =  90  +  r,. 

Werden  nun  diese  Winkel  statt  der  v  eingeführt,  so  gehen  die  Gleich- 
ungen 3),  9)  bis  13)  in  folgende  über: 

in)  ^»^Ti^^^  *t  = 


sind  lg  Of^  sindtga^  ' 

IX)  -y  =  cos^x  sin  «1  =  coS7t%  sin  a, , 

X)  sin  fCi  =  sin  jr,  cos  d  +  cos  ir,  sin  d  cosofj 

XI)  sin  TT,  =  sin  n^  cos  d  +  cos  «,  sin  d  cos  er, , 

XII)  cos  X  =  —  cosat  cos  c,  +  sin  ai  sin  a^  cos  d , 

XIII)  cos  d  =  sin  «,  sin  tt,  +  cos  jr,  cos  «,  cos  X. 

Durch  die  Substitution  der  Winkel  et  sind,  wie  die  letzten  Ausdrücke 
zeigen,  die  gebräuchlichen  sphärischen  Formeln  entstanden.  Diese  Winkel  « 
sollen  daher  die  sphärischen  Azimnthe  des  auf  eine  Axe  bezogenen  Linien- 
zweiecks  genannt  werden.    Dieselben  sind  von  einer  bestimmten  Richtung 
des  Meridians  aus  gerechnet  und  übersteigen  180^  nicht. 

Wenn  zur  Ermittelung  des  Linienzweiecks  drei  Stücke  des  sphärischen 
Hilfsdreiecks  und  ausserdem  irgend  eine  der  linearen  Grössen  Ar,  /  oder  h 
gegeben  sind ,  so  lassen  sich  in  bekannter  Weise  alle  übrigen  Winkel  und 
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nach  den  eiufachen  Formeln  III)  und  IX)  anch  die  fehlenden  Längen  leicht 
berechnen.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  sobald  das  sphärische  Dreieck 
nicht  bekannt  ist  und  anstatt  der  sphärischen  Azimnthe  beliebige  andere 
gegeben  sind.  Dann  macht  es  sich  nöthig,  zuvor  die  Kelationen  zwischen 
diesen  Winkeln  zu  ermitteln. 

Setzt  man  in  den  8)  für  A| ,  At>  ^n  ^t  jetzt  die  Zeichen  r| ,  r,,  v\  x!\  so 
kommt 

k    tgv*  k.  tgv 

14a)  r,  =  ----,      r,=  . 

'  smd  sind 

r,  und  Ti  sind  die  Entfernungen  vom  Pole  der  Kante  bis  zu  dem  Punkte, 

nach  welchem  das  Azimuth  von  der  andern  Kante  aus  genommen  worden 

ist;  V  und  v"  hingegen   bedeuten  die  Winkel,   um  welche  man  die  durch 

eine  Kante  gelegte  Ebene  von  der  Pollinie  ab  zu  drehen  hat,  bis  sie  den 

Endpunkt  von  r  auf  der  andern  Kante  trifft.   Addirt  man  zu  diesen  Winkeln 

die  Azimuthe  der  Pollinie,  nämlich  die  Grössen  p,  und  v,,  so  erhält  man 

die  gesuchten  Azimuthe.   Sie  sollen  geodätische  Azimuthe  genannt  werden. 

Bezeichnet  mau  dieselben  mit  a^  und  a,,  so  folgt  demnach 

X)  öl  s=  V—  r, ,     öj  =  180  —  »"+  v,. 

Subtrahirt  man  diese  Gleichungen  von  den  14) ,  so  kommt  ferner 

a,  —  a,  =90  — i?',     a,  — flf,  =  »"— 90, 

oder  wenn  90  —  t;'=w,  und  90 — »"s=w,  gesetzt  wird: 

15)  a,  — .  a,  =  Wj ,     a^  —  a^^^^  w,. 

Für  w^  und  rv^  folgen  die  Ausdrücke 

r, ,  sind  r,  .  sind 

16)  w,  =  90  —  arcig  .  -=—- —  ,      Wj  =  90  —  arctg  . 7 — . 

Die  Grössen  tv^  und  tv^  kann  man  die  sphärischen  Correctionen  nennen, 
weil  sie  den  Uebergang  vom  geodätischen  zum  sphärischen  Azimuth  ver- 
mitteln.   Sie  verschwinden,  sobald  Ar=0  oder  r=oo  ist. 

Setzt  man  in  den  16)  r^^=r^y  so  werden  die  sphärischen  Correctionen 
einander  gleich.  In  diesem  Falle  kann  man  sie  leicht  durch  die  Gleichung 
IX)  berechnen,  wenn  die  Polhöhen  und  die  geodätischen  Azimuthe  gegeben 
sind.    Es  folgt  nämlich  aus  der  IX)  mit  Rücksicht  auf  die  15) 

17)  cos  TT j  sin  (flj  +  w, )  s=  cos  tt,  sin  (a, — w«) . 

Setzt  man  hierin  Wi  =  Wt=nf  und  entwickelt  diese  Grösse,  so  kommt 

schliesslich 

.  cos  TT,  sin  a,  —  cos  xc,  sin  a, 

18)  tgn;  = ; . 

'  cos  71  f  cos  a,  +  cos  ;c,  cos  0, 

Die  Azimuthe  a^  ftnd  a,,  wenn  sie  in  gleichen  Höhen  r^  und  r,  genom- 
men sind,  sollen  kurzweg  symmetrische  Azimuthe  heissen. 

Die  Berechnung  der  sphärischen  Correctionen  ist  weniger  einfach, 
wenn  r,  und  r,  von  verschiedener  Grösse  sind.  Man  hat  es  dann  mit  zwei 
Unbekannten  tVi  und  w^  zu  thun,  deren  Ermittelung  noch  eine  zweit 
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ung  erfordert.  Dieselbe  läset  sich  entwickeln,  wenn  die  Endpunkte  der  Län- 
gen r|  nnd  r,  dnrch  eine  Linie  s  verbunden  werden  und  die  Winkel  00 — ^, 
und  90— 7t  bekannt  sind,  die  diese  Linie  mit  den  Kanten  bildet.  Die  nen 
eingefabrte  Gerade  ist  ebenfalls  eine  Axe  des  Zweiecks;  die  Winkel  ^i  nnd 
7,,  die  man  Höhenwinkel  nennen  kann,  entsprechen  den  Polhöhen  der  Axe  /. 
Man  kann  deshalb  die  bereits  entwickelten  Foririeln,  insofern  sie  sich  auf 
die  Aze  beziehen,  auch  hier  znr  Anwendung  bringen.  Die  Gleichung  9) 
geht  jetzt  in  folgende  über: 

-=scosqiCOSV  =cosq^cosv  , 

Führt  man  an  Stelle  der  v  und  v'  die  sphärischen  Correctionen  ein, 

so  kojnmt 

Je 
19)  "  =  €08  qi  sin  w,  =  cos  g,  sin  w,. 

Es  verhalten  sich  daher  die  Sinns  der  sphärischen  Correctionen  um- 
gekehrt wie  die  Cosinus  der  Höhen  winket. 

Die  Gleichung  5)  giebt,  wenn  man  sie  auf  die  Axe  s  bezieht,  folgende 
Relationen : 

s  =  y/^  +  r,*  +  V  —  2  .'r^^Vcösd 

^v     J  =  -r— 5  ysin  3*  +  coig  w*  +  colg  w,*  —  2  coig  w,  cotg  w,  cos  d  —  -r-^  , 
20)    \      stn  0  svi  0 

s .  sin  d 

A:= . 

n 

Substitnirt  man  diese  Werthe  in  die  14  a),  so  kommt 

V  s,cotgWf  s.cotgwx 

21)  r,=  — --,      r,  =  — -- . 

Macht  man  die  Voraussetzung,  es  sei  r^^=sr^^  und  setzt  ferner 

d 

cos-.lgw  =  tgz, 
so  folgt  aus  den  vorigen  Formeln 

s  ,cos  —  tgw 

22)  k  =  — —-r  -     -_- ^^  =  s  sinzy 


y   l+cos  -  tgw* 


2 

««\  s .  cosz 

2 .  sin  - 

Wenn   die   beiden  aus  den  19)  nnd  22)  resultirenden  Werthe  für  k:s 
einander  gleich  gesetzt  werden,  so  erhält  man 


^  =  cosqstnw  = 

s 


d 

cos—  law 
2  ^ 


1/  l  +  cos-  tgw* 
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Löfit  man  diese  Gleichung  nach  q  auf,  so  kommt  schliesslich 

d 

cos- 

.  2 

24)  cosqt 


Es  soll  nun  untersucht  werden,  auf  welche  Weise  sich  aus  den  ent- 
wickelten Formeln  die  Lage  und  Figur  des  Linienzweiecks  bestimmen  lässt. 
Nimmt  man  erstens  an,  es  seien  folgende  Stücke  gegeben: 

Die  beiden  Polhöhen,  die  beiden  geodätischen  Azimuthe,  die  Länge 
und  die  geradlinige  Entfernung  s\  dann  lassen  sich  aus  der  XIII)  der  Win- 
kel d  und  aus  den  X)  und  XI)  die  sphärischen  Azimuthe  berechnen.  Damit 
sind  nun  zugleich  die  Grössen  fv^  und  w^  gegeben,  mittels  welcher  man 
durch  die  20)  und  21)  die  übrigen  Stücke  bestimmen  kann. 

Wenn  X  unbekannt  ist,  so  lässt  sich  das  sphärische  Dreieck  nicht  ohne 
Weiteres  berechnen.  Man  ist  genöthigt,  zuvor  die  sphärischen  Correctionen 
zu  ermitteln,  was  aber  nur  durch  die  17)  mit  Hinzuziehung  der  19)  ge- 
schehen kann.  Daraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle  die  Kenntniss  der 
Höhenwinkel  erforderlich  ist. 

Wenn  die  Folhöhen ,  die  Länge  und  nur  ein  Azimuth  a^  gegeben  sind, 
so  ist  zwar  das  sphärische  Dreieck  und  mit  ihm  auch  iv\^  bekannt.  Damit 
lassen  sich  jedoch  die  übrigen  Stücke  nicht  bestimmen,  wenn  nicht  wenig- 
stens auch  die  Höhe  ^,  bekannt  ist.  Mittels  dieser  findet  man  aus  den  19) 
den  kürzesten  Abstand  und  dann  das  Uebrige. 

Auf  leichtere  Weise  kann  man  das  Linienzweieck  ermitteln ,  wenn  die 
symmetrischen  Azimuthe  gegeben  sind,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Formel  18)  für  sich  allein  die  sphärische  Correction  ergiebt.  In  dem  ersten 
der  vorhin  erörterten  Fälle  ist  dann  die  Länge  ein  überzähliges  Stück,  und 
im  zweiten  Falle  macht  sich  die  Kenntniss  der  Höhenwinkel  tiberflüssig.  — 
Man  bedient  sich  bei  Ausführung  der  numerischen  Rechnung  mit  Vortheil 
einiger  sphärischen  Formeln,  die  hier  angeführt  werden  sollen.    Sie  lauten: 

W»  —  7C\  ,      ICm"^  Ttt 

COS .    .  ,      stn 


sin  -^-^ — -  cos  -=-^ — • 

2  2 

Aus  den  15)  lässt  sich  nun  die  einfache  Relation  ableiten: 

«1  +  «i  ==  «1  +  flff 
Führt  man  diese  ein,  so  geht  die  erste  der .25)  in  folgende  über: 

^^c   ^t  —  ^i 
cos .  — - —  , 

-    N  .    ^  2  «1  +  «1 

stn, 

2 

Dividirt  man  beide  Gleichungen  durch  einander,  so  erhält  man  weiter 
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26b)  ,/^  =  ^?!L^"l.,,!?Li^,/-l±5«. 

Diese  beiden  Formeln  zeigen,  dass  man  aus  den  symmetrischen  Azimii- 
then  sofort  die  fehlenden  Stücke  des  sphärischen.  Dreieclis  berechnen  kann, 
ohne  dazu  der  sphärischen  Correction  zn  bedürfen. 

Die  26  a)  und  26b)  können  übrigens  auch  dann  angewandt  werden, 
wenn  die  gegebenen  Azimnthe  keine  symmetrischen  sind.  Setzt  man  in  der 
19)  tVf=^iVi-\'dw  und  betrachtet  dw  als  eine  sehr  kleine  Grösse,  so  kommt 
cosgi  sin  TV ^  =  cosq^  sinrvi  +  cosq^  coswi  dtv. 

Durch  eine  leichte  Entwickelung  folgt  weiter 

2«e)  dir  =  '-'^'  sin'-i^^  sin'-^\ 

'  cosq^  2  2 

Mittels  dieser  Formel  kann  man  die  Grösse  dtc  berechnen ,  wenn  die 
sphärische  Correction  bekannt  ist.  Für  die  letztere  findet  man  einen  ge- 
näherten Werth  durch  die  26b),  sobald  die  gegebenen  Azimnthe  wie  sym- 
metrische behandelt  werden.  Benutzt  man  nun  diesen  Werth  zur  Berech- 
nung von  dtv  und  wandelt  dann  die  Azimnthe  in  symmetrische  um,  so  geben 
schliesslioh  die  26  a)  und  26  b)  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  mit  der 
nöthigen  Schärfe. 

§3.     Das  Linienpaar. 

Wenn  man  an  einem  Linienzweiecke  zwei  positive  Kantenrichtungen 
annimmt  und  dann  das  Auge  in  einen  Punkt  der  Pollinie,  welcher  nicht 
zwischen  den  beiden  Kanten  liegt,  versetzt,  so  muss  man  den  Blick  ent- 
weder nach  rechts  oder  nach  links  wenden,  um  auf  kürzestem  Wege  von  der 
positiven  Seite  der  zunächst  liegenden  Kante  zur  positiven  Seite  der  andern 
Kante  zu  gelangen.  Im  ersteren  Falle  soll  das  Linieuzweieck  positiv,  im 
letzteren  negativ  heissen.  Um  weitschweifige  Erörterungen  zu  vermeiden, 
ist  es  nöthig,  dem  Linieuzweieck  und  seinen  Tfaeilen  besondere  Namen  zu 
geben ,  wenn  man  nur  die  eben  besprochene  Eigenschaft  hervorheben  will. 
Deshalb  möge  es  in  solchen  Fällen  Linienpaar  genannt  werden;  die  Pollinie 
des  Zweiecks  möge  der  Aze  des  Linienpaares,  die  Kanten  des  Zweiecks 
den  Schenkeln  des  Linienpaares  entsprechen. 

Nachdem  diese  Definition  vorausgeschickt  worden  ist,  soll  nun  mit  Be- 
zug auf  den  vorigen  Paragraphen  untersucht  werden ,  wie  das  Vorzeichen 
des  auf  eine  Aze  bezogenen  Linienzweiecks  aus  den  gegebenen  oder  be- 
rechneten Grössen  ermittelt  werden  kann. 

Zuerst  kommt  es  darauf  an,  auf  welcher  Seite  des  Meridians  die  zweite 
Kante  liegt.  Um  dies  auszudrücken ,  kann  man  sich  der  Dreiecksrichtung 
bedienen.  Bezeichnete  man  nämlich  die  sphärischen  Dreieckspunkte,  den 
Kanten  1)  und  2)  entsprechend,  mit  1  und  2,  ferner  den  dritten  Punkt  am 
Pole  mit  3,  so  wird  die  Lage  der  zweiten  Kante  gegen  den  Meridian  be- 

Digitized  by  LjOOQIC 


Von  A.  SONDBRHOF.  97 


stimmt,  wenn  man  angiebt,  ob  der  Weg  123  von  der  Linken  zur  Rechten 
oder  von  der  Rechten  zur  Linken  geht.  Im  ersteren  Falle  soll  das  Dreieck 
oder  die  Dreiecksrichtung  positiv,  im  letzteren  Falle  negativ  heissen. 

Zweitens  ist  die  sphärische  Correction  in  Betracht  zu  ziehen.  Man 
hat  nach  den  15)  die  einfache  Relation  n^,  =  0|  —  a,.  Diese  Gleichung  giebt 
durch  das  Vorzeichen  von  rvi  Aufschluss  über  die  Lage  der  zweiten  Kante 
gegen  die  sphärische  Dreiecksseite  1)2). 

Durch  eine  leichte  geometrische  Betrachtung  lässt  sich  nun  folgendes 
Criterium  ableiten:  Sobald  die  Dreiecksrichtung  und  die  sphärische  Cor- 
rection gleiche  Vorzeichen  haben,  ist  das  Linienpaar  negativ;  haben  sie 
angleiche  Vorzeichen,  so  ist  es  positiv. 


§4.     Das  Liniendreieck. 

.  Man  bezeichne  die  drei  Kanten  mit  1),  2)  und  3)  und  füge  jeder  Grösse, 
die  sich  auf  eine  gewisse  Kante  bezieht,  das  Zeichen  derselben  bei,  andere 
Grössen  hingegen,  welche  sich  gegen  zwei  Kanten  gleich  verhalten  oder 
welche  zwei  Kanten  verknüpfen,  markire  man  durch  das  Zeichen  der  drit- 
ten Kante.  Auf  diese  Weise  entstehen  die  Puldistanzen  d^^  cf,,  </,  und  die 
Dreieckswinkel  u\  u\  u"  der  Kanten  1) ,  2)  und  3) ,  ferner  die  kürzesten 
Abstände  A-|,  Ar,  und  A-,  und  die  Seiten  dj ,  dt  und  d,  zwischen  den  Kanten 
2)  und  3),  3)  und  1),  1)  und  2). 

In   S  2  sind  zwei  Kanten  bereits  auf  ein  Coordinatensjstem  bezogen 
worden;  hier  ist  nun  die  dritte  Gleichung  beizufügen,  so  dass  kommt 
^1  =  0,  yi=yi,  -t==0, 

Ar,  shi  V  ,  o       /  X        .  ktcosv 


Die  dritte  Gleichung  erhält  man  leicht,  indem  man  anfänglich  zwischen 
der  ersten  und  dritten  Kante  ein  ähnliches  Coordinatensystem  voraussetzt, 
wie  das  schon  behandelte  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Kante,  und  dann 
dasselbe  um  den  Winkel  u^  dreht  und  um  die  Foldistanz  di  verschiebt. 

Das  Liniendreieck  besteht  aus  einer  beträchtlichen  Anzahl  einzelner 
Theile,  welche  auf  die  verschiedenartigste  Weise  mit  einander  verknüpft 
sein  können.  Wenn  nun  für  dasselbe  allgemein  giltige  und  übersichtliche 
Gleichungen  entwickelt  werden  sollen,  so  kommt  es  darauf  an,  durch  An- 
wendung geeigneter  Bezeichnungen  all  die  verschiedenen  Fälle  auf  eine 
möglichst  einfache  Weise  auszudrücken.  Dies  geschieht  mittels  der  Linien- 
paare. An  einem  Dreiecke  hat  man  sechs  solcher  Figuren ,  von  denen  drei 
eine  Pollinie  zur  Axe  und  zwei  Kanten  zu  Schenkeln  und  die  drei  übrigen 
eine  Kante  zur  Axe  und  zwei  Pollinien  zu  Schenkeln  haben.  Da^Vorzei- 
eben  der  erstgenannten  Paare  wird  nach  S  3  durch  die  positiven  Richtungeij 


:>sitiven  Kictitungeii 
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der  Kanten,  das  der  übrigen  Paare  durch  die  positiven  Richtungen  der  Pol- 
linien bestimmt.  Das  Vorzeichen  der  Pollinie  hängt  von  den  angrenzenden 
Linienpaaren  ab  und  es  gilt  die  Kegel:  Sobald  das  Linienpaar,  dem  die  Pol- 
linie als  Axe  angehört,  positiv  ist,  wird  die  positive  Richtung  dieser  Linie 
von  der  nächsten  Kante  aus  zur  zweiten  hingenommen;  ist  dagegen  jenes 
Linienpaar  negativ,  so  trifft  die  positive  Richtung  der  Pollinie  die  zweite 
Kante  nicht.  Daraus  folgt,  dass  ein  und  dieselbe  Polliuie  an  beiden  Enden 
zwei  entgegengesetzt  positive  Richtungen  hat,  was  bei  Ermittelung  der 
Linienpaare  zu  beachten  ist. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  den  geometrischen  Eigenschaften,  welche 
durch  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  der  Linienpaare  repräseutirt 
werden,  auch  in  den  analytischen  Formeln  Ausdruck  zu  geben.  Dies  ge- 
schieht auf  einfache  Weise,  indem  man  den  Axen,  also  den  Grössen  k  und  (/, 
gleiches  Vorzeichen  mit  dem  zugehörigen  Linienpaare  ertheilt.  Durch  Ein- 
führung dieser  Bezeichnung  ist  man  der  Mühe  überhoben,  bei  Ermittelung 
der  Winkel  der  Liniendreiecke  noch  besondere  Rücksicht  auf  die  verschie- 
denen Fälle  zu  nehmen;  es  bleibt  in  dieser  Beziehung  nichts  Anderes  zu 
thun ,  als  die  positiven  Kantonrichtungen  zu  einer  körperlichen  Ecke  zu 
vereinigen  und  diese  nach  bekannter  Methode  sphärisch  zu  berechnen. 

Was  nun  schliesslich  das  Coordinatcnsystem  betrifft,  auf  welches  das 
Liniendreieck  behufs  Ermittelung  der  verschiedenen  Formeln  bezogen  wird, 
80  ist  Folgendes  zu  beachten: 

Die  1^- Axe  fällt,  wie  schon  gesagt,  mit  der  positiven  Richtung  der 
ersten  Kante  zusammen.  Von  dieser  Kante  gehen  zwei  Pollinien  aus, 
deren  positive  Richtungen  einen  Winkel  bilden,  welcher  kleiner  als  180^ 
ist.  Denjenigen  Schenkel  dieses  Winkels,  welcher  zur  Linken  liegt,  wählt 
man  zur  z-Axe  und  bezeichnet  die  betreffende  .Kante  mit  2),  die  dem 
andern  Schenkel  zugehörige  Kante  mit  3).  Dadurch  erzielt  man  neben  der 
positiven,  d.  h.  von  der  Linken  zur  Rechten  laufenden  Axenrichtung  xyz 
auch  die  positive  Dreiecksrichtung  123. 

Unter  Beobachtung  dieser  Regeln  sind  die  folgenden  Formeln  allgemein 
giUig. 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  27) ,  so  erhält  man  die  Cosinus  der 
Richtungswinkel  der  Kante ,  nämlich 

X,  =0,  ^1  =  1,  -'1=0, 

28)  x\^=sind^^  y't^cosd^y     z',  =  0, 

x\  =  cos Ui  sin d^y     y  s='Cosdt,     z\  =  —  sin m,  sin ^,, 
Diese  Winkel  sind  unabhängig  von  den  linearen  Grössen  des  Linien- 
dreiecks,  sie  gehören   daher  einem  sphärischen  Dreieck,   und  zwar  dem 
sphärischen  Kantendreieck  an.    Entwickelt  man  die  Seiten  dieses  Dreiecks, 


so  folgt 
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cos  dl  =  cos  d^  cos  d^  +  sin  3^  sin  d^  cos  Ui , 
und  analog 

29)  cos  d%  =  cosd^  cos  3,  +  51«  d^  sin  d^  cos  w, , 
cosd^  =  cosdi  cosd^  +  sindf  sin  d^  cosu^. 

In  diesen  Gleichungen  bedeuten  die  Ui,  t/,  und  t/,  die  Winkel  des  Kan- 
tendreiecks;  sie   stimmen  mit  den  Winkeln  u\  u\  u"  des  Liniendreiecks 
tiberein,  sobald  die  beiden  zusammenstosbenden,  den  Axen  k  angehörigen 
Linienpaare  gleiche  Vorzeichen  haben;  im  entgegengesetzten  Falle  ergän 
zen  sie  sich  zu  180*^. 

Wir  schreiten  nun  zur  Entwickelung  der  Relationen,  welche  zwischen 
den  Grössen  k  und  d  stattfinden.  Setzt  man  in  den  27)  t;=0,  so  erhält  man 
zwei  bestimmte  Funkte  der  beiden  Kanten  2)  und  3).  Projicirt  man  diesel- 
ben auf  die  Pollinie,  so  lesultirt  eine  Gleichung  für  den  kürzesten  Ab« 
stand  Atj. 

Aus  den  27)  hat  man  erstens 

a^«  =  0,      y,  =  0,  2^t  =  *8. 

Führt  man  nun  die  Projectiön  aus  und  benutzt  dazu  die  aus  den  28)  in 
leichter  Weise  abzuleitenden  Richtungsgrössen  der  Pollinie  Ar« ,  nämlich 

30)  cos  dj  =  —  sin  t/,  cos  d^ ,     cos  b^  =  sin  w,  sin  d^ ,     cos  c,  =  cos  m,  , 

so  folgt 

k  ^~~  k   Cos  t/ 
k.  =  (d,  +  Ar,  coigdi  tau.)  cosb* ~ ^  .  cosu^» 

^  ^    «   i7     1/  COSUi 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  vereinfachen.    Bringt  man  denselben  zuerst  auf 
die  Form 


Ar,  =  (/,  cosbi  +  Atj  cosu^  + 


/coig  df  tg  u^  sin  u^  sin  «3  51*71  B^      cos  m,\ 
*\  5i/JWj  cosuj 


und  setzt  dann  im  letzten  Gliede  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  für  5m m,  sinu^  cosdf  den  Ausdruck  cosu^  +  cosut  cosu^^ 
80  findet  man  nach  kurzer  Entwickelung,  das»  die  Grösse  unter  der  Klam- 
mer =  cosu^  ist.   Es  folgt  daher  die  Gleichung 

Atj  =  rfj  cosbi  +  Ar,  cosu^  +  k^  cosu^. 

Aehnliche  Ausdrücke  erhält  man  für  Ar,  und  Ar,;  stellt  man  sie  alle  zu- 
sammen ,  so  kommt 

A:,  =  dl  coshi  +  Ar,  cosu^  +  A:,  cosu^^ 

-31)  Ar,  =  rf,  cos  &,  +  Ar,  cos  Mj  +  k^  cos  m,  , 

Ä-,  =  ef,  cosb^  +  Ar,  cosu^  +  Ar,  cosui* 

Diese  Formeln  stellen  die  Grössen  d  als  Functionen  der  k  dar.  Sie 
mögen  nun  in  der  Weise  umgekehrt  werden,  dass  die  k  als  Functionen  der 
d  erscheinen.   Schreibt  man  sie  in  der  Form  ^  j 
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d,  cos  bf  =  kt  —  Ar,  cos  «,  —  Ar,  cos  w, , 

32)  ^,  cos  6,  =  —  Ar,  cos  u^  +  k^  —  k^  cos  «| , 
rf,  cos  6 j  =  —  kl  cos «/,  —  Ar,  cos  w,  +  Ar, 

und  (Dtwickelt  die  k  nach  Determinanten,  so  kommt 

rf,  C05  6, 5f>i  w/  +  rf,  cos  ft,  (co5  f/,  ro5  m,  +  co5 1/,)  +  </,  ro«  6,  (co*  «,  cos  w,  +  co5  m,) 

1  —  cos  l/,*  —  cos  1/,*  —  cos  1/3'  —  2 .  C05  tl|  cos  M,  CÜ5 II, 

Zur  Vereinfacbang  der  Aasdrückc  wendet  man  die  bekannten  Gleicb- 
uugen  an: 

cos  w,  +  cos  M,  cos  w,  =  sin  )!(  sin  w,  C05  3, , 
cos  u^-\'  cosut  cos  u,  =  siVt  t/,  si/i  t/,  COf  ^2 , 
cosUf  +  cosw,  CO«  1/3  =  sinUf  sinu^  cosdx- 
Multiplicirt,  man  diese  Gleichungen  beziebungsweise  mit  cosb^  and  cosb^ 
ond  setzt 

cos  6,  51  w  w,  =  cos  6,  5i>i  u,  =  cos  6,  5w  M,  =  n , 

so  geben  die  Ausdrücke  im  Zäbler  in  folgende  über: 
cos 6,  sin  M,*  =  n,sin  «, , 
cosb^  {cosUf  cosuy  +  cosw,)  =  n.sinut  cosd^y 

COSbj,  (COSM,  C65M,  +  C05Wj)  =  71.51/1 1/,  COSd^. 

Zur  Abkürzung  des  Nenners  wendet  man   dieselben  Gleicbungen  aa 
und  erhält  nach  kurzer  Entwickelung  für  denselben  den  Ausdruck : 

Nenner  =  cosb^  sin  w,  .n. 
Führt  man    diese  Abkürzungen  im  Zähler  und  Nenner  ein  und  setzt 
dann  die  analogen  Formeln  bald  hinzu,  so  kommt  schliesslich 
Ar,  cosb^  =  (/,-(-  ü^,  cosd^  +  d^  cosd^j 

33)  A-,  COS  ^2  =  rf,  +  rf,  cos  di  +  rfj  cos  d^ , 
Ar,  cosb^  =  rf,  +  rf,  co5^2  +  //,  co5c^,. 

Formt  man  die£«e  Gleichungen  in  die  folgenden  um: 

Ä-,  cosbf  =dt—'dt  C05  (180— 3,)  —  rf,  Cü5(l80— ö,) , 

34)  Ar,  C0562  =^d^^d^  co5  (180— a,)  —  rf,  C05  (180  — a,), 
k^  cosb^  zzzd^  —  d^  C05(t80— a»)  —  d^  co*(180— 9,) , 

und  vergleicht -sie  mit  den  32),  so  ist  die  Uebereinstimmung  derselben  nach 
Vertauschung  der  Grössen  k  und  d  ersichtlich.  Dieselbe  kann  nicht  über- 
raschen, wenn  man  beachtet,  dass  die  Winkel  180-^,,  I8O-Ö2»  180-^,  dem  Po- 
lardreieck angehören.  Die  Pollinien  bilden  nämlich  das  Polardreieck  zu  dem 
sphärischen  Kantendreieck  mit  den  Seiten  d,,  d,  undd,.  Nimmt  man  also  jetzt 
diese  Linien  als  Kanten  des  Liniendreiecks  an,  so  müssen  natürlich  Gleich- 
ungen hervorgehen,  welche  den  früheren  ganz  analog  sind  und  nur  dadurch 
einen  Unterschied  zeigen,  dass  k  und  d  ihre  Bedeutung  gewechselt  haben. 
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§  5.     Die  Axen  des  Liniendreiecks. 

Legt  man  dnrch  eine  Kante  des  Linienzweiecks  eine  Ebene,  so  trifft 
dieselbe,  wenn  man  von  den  Grenzfällen  abstrahirt,  in  jeder  Lage  die  zweite 
Kante,  und  da  sich  der  Schnittpunkt  an  dieser  Kante  mit  allen  Punkten  der 
ersten  verbinden  lässt,  so  sind  bei  jeder  solchen  Lage  noch  unendlich  viel 
Axen  möglich.  Daraus  folgt,  dass  sich  im  Allgemeinen  von  jedem  Punkte 
im  Räume  und  in  jeder  Richtung  eine  Axe  an  das  Linienzweieck  legen  lässt. 

Beim  Dreieck  reducirt  sich  die  Anzahl  der  Axen  auf  eine  unendliche 
Anzahl  niederer  Ordnung.  Auch  hier  schneidet  die  gedachte  Ebene  bei 
jeder  Lage  die  übrigen  Kanten;  es  entstehen  aber  zwei  Schnittpunkte,  die 
nur  durch  eine  einzige  Axe  verbunden  werden  können.  Man  kann  daher 
sagen:  Dnrch  jeden  Kantenpunkt  des  Liniendreiecks  lässt  sich  eine  Axe, 
aber  nur  eine  einzige  legen. 

Wenn  die  Aufgabe  gestellt  ist,  die  drei  Kanten  eines  gegebenen  Linien- 
dreiecks durch  eine  gegebene  Richtung  zu  verbinden,  so  verschiebt  mau  die 
Letztere  parallel  an  einen  beliebigen  Punkt  einer  beliebigen  Kante.  Die 
durch  beide  Linien  bestimmte  Ebene  schneidet  die  übrigen  Kanten  in  zwei 
Punkten  und  legt  demnach  eine  gewisse  Axe  fest.  Findet  man  nun,  dass 
diese  Axe  parallel  zur  gegebenen  Richtung  ist,  so  hat  die  Aufgabe  einen 
Sinn  und  ist  überhaupt  schon  gelöst;  im  andern  Falle  hingegen  würde  die 
gegebene  Richtung  keine  Axe  des  Dreiecks  bilden  können. 

Man  kann  aber  den  Begriff  der  Axe  weiter  ausdehnen.  Es  ist  nämlich 
immer  möglich,  eine  Linie  von  bestimmter  Richtung  an  je  zwei  Kanten  zu 
legen.  Da  nun  das  Dreieck  aus  drei  Zwoieck^n  besteht,  so  würde  man  auf 
diese  Weise  drei  parallele  Partialaxen  construiren  können.  Auch  diese  sind 
zur  Ermittelung  der  Linienvielecke  geeignet,  wie  sich  später  zeigen  wird. 

Einige  specielle  Eigenschaften  der  Axen  sollen  auf  analytischem  Wege 
entwickelt  werden.  Man  kann  zu  diesem  Zwecke  die  drei  Axen  des  Coordi- 
natensystems  auf  zwei  reduciren,  weil  es  nur  nöthig  ist,  die  Ebene  zu  be- 
trachten, in  welcher  die  Axe  liegt.  Die  Ordinate  y  bleibt  dieselbe,  die  Ab* 
scisse  I  hingegen  erhält  man  durch  die  Gleichung 

^  =  a»  +  z\ 
Es  folgt  daher  aus  den  27) 

k  '  k 

Die  Tangente  des  Winkels  zwischen  der  Axe  und  der  neuen  Abscissen- 
linie  ist  allgemein  gegeben  durch  die  Gleichung 


'»■■=s^- 
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Führt  man  für  |  nnd  y  die  obigen  speciellen  Wertfae  ein ,  so  kommt 

?>5)  Ar,  coig d^  cos v  sin  {v  —  Wj)  —  äTj  cotg  d^ sin v  cos  {v  —  t/,)  —  d^  cosvcos  (v — Wj) 

k^cosv  —  k^cos{v — M|) 
Diese  Gleichung  giebt  Aafschluss  über  die  verschiedenen  Lagen  der 
Axe.  Setzt  man  z.  B,  den  Nenner  =0,  so  wird  f^/=oo.  In  diesem  Falle 
ist  also  die  Axe  des  Dreiecks  parallel  znr  ersten  Kante.  Für  den  Winkel  r, 
welcher  dieser  Lage  Entspricht,  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  den  Aus- 
druck 

km  —  k.cosu* 

Auch  die  beiden  anderen  Grenzfälle,  wo  die  Axe  parallel  zur  zweiten, 
resp.  zur  dritten  Kante  ist,  lassen  sich  leicht  ermitteln.  Der  erstere  Fall 
findet  statt,  wenn  t;=|[i,=90°,  der  letztere,  wenn  v=(is=Ui+9(]P  ist.  Man 
überzeugt  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Angabe  sofort,  wenn  man  die 
gedachten  Werthe  in  die  35)  substituirt;  es  folgen  dann  die  Gleichungen 

ig  i  =  colg d^  und  tgi^=  cotg d^ . 
welche  der  Voraussetzung  genügen. 

In  den  drei  Winkelräomen  |tt» — ^, ,  fi, — fi,  "nd  ft,  —  fi,  wechseln  die 
Kanten  des  Dreiecks  ihre  Lage  gegen  die  Axe.  Wenn  nämlich  drei  Linien 
eine  vierte  in  drei  verschiedenen  Punkten  schneiden,  so  muss  einer  dieser 
Punkte  der  mittlere  und  eine  dieser  Linien  die  mittlere  sein.  Eine  einfache 
geometrische  Betrachtung  ergiebt  nun  in  Bezug  auf  die  Lage  der  drei  Kan- 
ten Folgendes: 

In  dem  Winkelraume  fij— -|tt|  ist  die  Kante  3), 

die  mittlere.     Es  ist  daher  leicht,    aus  der  Grösse  des  Winkels  v  auf  die 
Lage  der  Axe  zu  schliessen. 

§6.     Die  Berechnung  des  Liniendreiecks. 

Ein  Liniendreieck  ist  bestimmt,  sobald  wenigstens  zwei  Zweiecke  des- 
selben gegeben  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  zur  Berechnung 
des  sphärischen  Kantendreiecks  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Win- 
kel; zur  Berechnung  der  linearen  Grössen  können  die  sämmtlichen  Stücke 
der  gegebenen  Zweiecke  verwandt  werden.  Unter  diesen  Stücken  befinden 
sich  die  Grössen  ^j,  und  /t,,,  welche  sich  auf  die  Kante  l)  beziehen  und 
deren  Summe  oder  Differenz  die  Poldistanz  (i,  giebt.  Ferner  hat  man  die 
Axenlängen  /,  und  /,,  mittels  welcher  man  die  dritte  Axe  l^  entweder  durch 
Addition  oder  Subtraction,  je  nachdem  die  Kante  l)  die  mittlere  ist  oder 
nicht,  ableiten  kann.  Aus  der  /]  lässt  sich  dann  nach  der  IX)  die  k^  berech- 
nen, und  die  Gleichungen  31)  und  33)  geben  schliesslich  das  Uebrige. 
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Sobald  das  Liniendreieck  nicht  anf  eine  einzige ,  sondern  anf  drei  pa- 
rallele Partialaxen  bezogen  worden  ist,  kann  das  eben  erörterte  Verfahren 
nicht  zur  Anwendung  kommen.  Das  sphärische  Kantendreieck  bleibt  zwar 
dasselbe,  die  Winkelgleichungen  werden  daher  nicht  modificirt,  wohl  aber 
tritt  in  den  Relationen  der  linearen  Grössen  eine  Aenderung  ein.  Da  sich 
nämlich  die  Grössen  h^^,  ^,,,  /,  und  /,  auf  verschiedene  Axen  beziehen,  so 
bestehen  die  einfachen  Gleichungen 

deren  man  sich  vorhin  bediente ,  nicht  mehr.  In  solchen  Fällen  ist  es 
nöthig,  dass  alle  drei  Linienzweiecke  gegeben  sind.  Man  kennt  dann  auch 
die  drei  kürzesten  Abstände  ki  etc.  und  ist  im  Stande,  durch  die  Gleich- 
ungen 31)  und  33)  die  übrigen  Grössen  zu  berechnen. 

In  §  2  wurde  zur  Ermittelung  des  Zweiecks  die  Eenntniss  der  Länge  s 
gefordert.  Beim  Liniendreieck  ist  es  nicht  nöthig,  dass  alle  drei  Entfer- 
nungen $1  y  s,  und  $,  gegeben  sind.  Diese  Linien  bilden  nämlich ,  im  Falle 
sie  sich  schneiden,  ein  ebenes  Dreieck,  dessen  Winkel  sich  auf  einfache 
Weise  aus  den  gegebenen  geodätischen  Azimuthen  und  den  Höhenwinkeln 
ableiten  lassen.  Es  reicht  daher  aus,  wenn  eine  der  drei  Seiten  bekannt  ist, 
weil  man  die  übrigen  dann  leicht  berechnen  kann. 

Was  die  Winkel  i^, ,  j^^  und  A^  des  ebenen  Dreiecks  betrifft,  so  ist 
noch  Folgendes  zu  bemerken:  Die  Linien  s^  und  s,  bilden  mit  der  Kante  l) 
eine  körperliche  Ecke,  deren  Seiten  durch  die  Winkel  90  — ^r,  und  90 — q^ 
und  deren  eingeschlossener  Winkel  durch  die  Differenz  a,  —  a^  der  geodäti- 
schen Azimuthe  gegeben  sind.  Die  gegenüberliegende  Seite  ist  identisch 
mit  dem  gesuchten  Dreieckswinkel  Ai.  Man  hat  daher  nach  der  sphärischen 
Trigonometrie  die  Gleichung 

37)  -  cos  A^  =  sin  q^  sin  q^  +  cos  q^  cos  q^  cos  (a^ — a,). 

Die  anderen  Winkel  A^  und  A^  werden  auf  ähnliche  Weise  bestimmt. 

§  7.     Das  geschlossene  Liniendreieck. 

Ein  Dreieck  heisst  ein  geschlossenes,  sobald  die  Gleichung  stattfindet 
rfi  +  rf.  +  ^.  =  0. 

Verbindet  man  die  Kanten  eines  solchen  Dreiecks  durch  zwei  sich 
schneidende,  symmetrische,  d.  h.  zu  beiden  Kanten  gleich  liegende,  Sehnen 
und  legt  durch  die  Endpunkte  derselben  eine  dritte  Sehne,  so  hat  auch  diese 
eine  symmetrische  Lage  gegen  die  betreffenden  Kanten.  Die  Winkel, 
welche  diese  Linien  mit  dem  Meridiane  bilden,  sind  also  durchweg  sym- 
metrische Azimuthe. 

Nimmt  man  in  den  33)  die  Winkel  d|,  ^,  und  d^  sehr  klein  an,  so  folgt 
die  Gleichung 

dt  +  d^  +  d^  =  e, 
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worin  e  von  der  Ordnung  {kd)  ist.  Legt  man  nun  durch  die  Kanten  eines 
solchen  Dreiecks  symmetrische  Sehnen,  so  bilden  dieselben  im  Allgemeinen 
zwar  keine  vollständig  geschlossene  Figur;  die  Differenz  ist  aber  in  Bezug  Ruf 
die  Länge  der  Seiten  so  gering,  dass  man  die  Figur  wie  ein  geschlossenes 
ebenes  Dreieck  und  auch  die  Azimuthe  wie  symmetrische  behnndeln  darf. 
Diese  Eigenschaften  der  kleinen  Liniendreiecke  gestatten  manche  Abkür- 
zungen in  der  Berechnung. 

Es  soll  nun  hauptsächlich  das  besprochene  Sehnendreieck  noch  einer 
näheren  Betrachtung  unterworfen  werden.  Setzt  man  in  der  37)  für  a, — ff, 
das  Zeichen  p, ,  so  kommt 

008  Ai  =  sin  q^  sin  y,  +  ^^5  g,  cos  y,  cospi . 

Vernachlässigt  man  die  vierten  Potenzen  von  g  und  entwickelt  die 
Gleichung  weiter,  so  folgt 

(y.'  +  g.*) 


cos  Ax  =  ^2^8  +  cosp^  —  cosp^ 


oder 


cosA^  —  cospx  =  2 jin stn =  q^q^  —  cospt , 

schliesslich 

^    ^  .ncn     W  +  ^a") 

qtq%  —  cospx ^ 

2 
Dafür  kann  man  auch  annähernd  schreiben 

qtqt  —  cosp^ -g-  g%gz ^ 

38  b)     Pi-A^  = : = r-^ . 

stnpi  sviAf 

Man  denkt  sich  nun  die  Ecken  des  Dreiecks  durch  Kreisbögen  verbun- 
den, deren  Radien  durch  die  Gleichungen 

Sf  Sf  Sg 

''=2i;'  ^'^ai;'  '''^iv, 

gegeben  sind,  und  führt  gleichzeitig  einen  mittleren  Radius  r  mittels  der 
Relationen 

-= T  ®*^M       -l  =  It—  -^     etc.,       =  -i(l ■)  e*c- 

ein.    Durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  gebt  die  38  b)  in  folgende 
über: 

Bringt  man  die  Glieder  gleicher  Ordnung  zusammen  und  fügt  die  ana- 
logen Gleichungen  hinzu/  so  kommt 
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39)  •-         • 

+  T^  (Vrfr.  +  V./r.)  -5J  (rfr.  +  rfr.)]  :  sinJ,, 

+  ^  («t'rf'-.  +  Vrfr.)  - ^  (rfr.+dr.)]  :  ««  ^,. 

Vorstehende  Gleichungen  sind  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  (g)* 
richtig.  Dieser  Genauigkeitsgrad  wird  nicht  verletzt,  sobald  man  Sehne 
und  Bogen  mit  einander  vertauscht  und  auf  die  Grössen  s  und  A  die  Sätze 
der  ebenen  Trigonometrie  anwendet.  Es  sind  folgende  Gleichungen,  welche 
zur  Vereinfachung  der  obigen  Formeln  benutzt  werden: 

^^Jt^c-^^^Jt'     V  +  ^t*  =  58*  +  2^i^tC05^8, 
stn  Af      sin  A^      stn  A^ 

^1*  +  *«*  =  5,*  +  2  5i  J,  cos  Af  etc. 

Nimmt  man  nun  zuerst  die  Glieder  mit  dem  Factor  1  :r'  vor,  so  erhält 

man  folgende  Ausdrücke: 

p,  — /i,  =  — ,  ys^ s, sinAi  —  *^  cotg  A^J  +  ..., 
Pt  —  A^=:—^  [si  5,  sin  ^2——  colg  ^,  j  + . . . , 

p,-^,=  — (^5,5,5m^,-^  co/^^8J  +  .... 

Addirt  man  diese  Gleichungen  und  bezeichnet  den  Flächeninhalt  des 
Dreiecks  mit  A,  so  folgt  ferner    * 

Pi+P,+  Pn-^=;^r[Q^-\'^coigA,+^-^colgA^+^^ 

Der  Ausdruck  unter  der  Klammer  geht  nach  einer  leicht  zu  erkennen- 
den Substitution  in  folgenden  über: 

5|  ^t  fcotgAi  sin  A^      coig  A2  sin  A^  ,  colg  A^  sin  A^i\ 
W  —  -y"  \^       51«  At  sinA^  sin  A^  sin  A^  ) 

___  5,  52  (cos  Af      cos  A2  ,  cos  A^  sin  A^X 
2    \si>i  A2       sin  Ai       sin  A^  sin  aJ 
5,  ,9,  {sin  2  i4,  +  sin  2  ^t  +  sin  2  A^ 
2 .  sin  Af  sin  A^ 
=  iLf! (^n2A,smA^+sin'lA,sinA^\  ^ ^^ ^^ ^.^ ^^^ ^ ^^^ ^ ^^ 
2    \  ^sinAiSinA^  / 
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'^•^^v«^^«'^^^kAA^ 


Setzt  man  diesen  Wertfa  ein ,  so  kommt 

A 
Pi+;?2  +  i».  — Ä  =  ^+-- 

Nunmehr   sollen   die   übrigen  Glieder  der  30)   vorgenommen  werden. 
Ordnet  man  dieselben  nnch  rfr,  so  folgt  für  P\  —  Ä^  der  Aasdruck 
dr,  fs^ cos  A^  —  5, 5,\      d r,  fs^cosAx  —  s^sA 
Jr*  \         sin~Ä^~      /  "^  4r' \         sin  A^         )' 

Man  kann  nun  folgende  Umformungen  vornehmen : 

s^  cos  A^  —s^s^         ,  {cos  Ay  sin  A^  —  sin  A^)  5,*  sin  A^  cos  A^  t     ,   1 

sinAf  sxnAySinAx  smAySmAf 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  für  den  analogen  Ausdruck  im  zweiten 

Oliede 

Si^cosAi—SfS^  ,     ^    . 

sinAi 

Führt  man   diese  Abkürzungen   für   alle  derartigen  Glieder  ans  und 

stellt  die  Ausdrücke  zusammen,  so  kommt 

_  s^dr^cotgA^      s^^dr^cotgA^ 

j  __t  \      Sy^dr^cotgA^      s^dr^cotgA^ 

.        ..       Sy^dr^coigAy      s^^dr^cotgA^ 
p.'-A.^O ^ —^ . 

Addirt  man  diese  Gleichungen  und  fügt  den  oben  entwickelten  Werth 
der  ersten  Glieder  ein,  so  erhält  man  schliesslich  folgendes  Resultat: 

40)  /»i+Pi  +  Ps  — «  =  -^  —  ,7— ü  {Si^colgAidri+Sf^cotgAfdr^  +  s^^coigAtdr^). 

Dies  ist  der  Ueberschuss  der  Summe  der  Dreieckswinkel  über  180^. 

Sobald  die  Radien  ^j ,  q^  und  ^3  einander  gleich  sind ,  fallen  die  Grös- 
sen dr, ,  efrj  und  dr^  hinweg  und  der  Ausdruck  rechts  stellt  den  sphäri- 
schen Excoss  vor.  Zu  demselben  Ausdruck  gelangt  man  auch,  wenn  das 
Glied  unter  der  Klammer  =0  gesetzt  wird.    Die  Gleichung 

41)  5i'  cotg  A^  dr^  +  V  colgA^dr^  +  V  ^^^9 ^t ^''t  =  0 

giebt  also  den  Werth  eines  mittleren  Radius  r^,  welcher  mit  dem  Sehnen- 
dreieck ein  sphärisches  Dreieck  bildet,  dessen  Excess  gleich  ist  dem  Win- 
kelüberschuss  p,+p,+p,_n;.  Die  Grösse  Tq  lässt  sich  leicht  entwickeln, 
wenn  man  für  dr  die  Ausdrücke  Q  —  r  substituirt.    Es  kommt 

j.  __  Qi  ^1'  colg  A,  +  Qt  V  cotg  A^  +  p,  y,'  cotg  A^ 

42)  °  *i  *  cotg  Ai  +  V  cotg  A^  +  5,*  cotg  A^ 

__  Qi  5|'  cotgAy  +  Qt  g,'  cotgA^  +  q,  s^^cotgA^ 
■"  4.A 
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Diese  Gleicbung  nimmt  eine  sehr  einfache  Gestalt  an,  sobald  man  es 
nur  mit  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  zu  tbun  hat.  Setzt  man  einen  der 
Winkel  A,  etwa  ^,,  =90^  so  folgt 

oder 

Beim  rechtwinkligen  Dreieck  ist  also  der  mittlere  Radius  r^  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  der  Radien,  welche  den  beiden  Catheten  entsprechen. 
Construirt  man  das  sphärische  Dreieck,  welches  dem  Krümmungsradius  r^ 
entspricht,  und  vergleicht  die  Winkel  desselben  mit  den  Winkeln  p,,/?, 
und  p,,  so  kommt  man  dabei  auf  kleine  Unterschiede,  die  jetzt  ermittelt 
werden  sollen.  In  den  Gleichungen  39)  hat  man  Glieder  mit  dem  Nenner  r 
und  solche  mit  dem  Nenner  r'.  Die  letzteren  verschwinden,  sobald  das 
Dreieck  ein  sphärisches  ist;  sie  repräsentiren  daher  die  gesuchten  Winkel- 
unterschiede. Da  die  betreffenden  Ausdrücke  bereits  in  den  vorigen  Ent- 
wickelungen  besonders  behandelt  worden  sind  und  dort  ihre  einfachste  Ge- 
stalt erhalten  haben,  so  kann  man  sie  jetzt  in  dieser  Form  unmittelbar  an- 
wenden. Bezeichnet  man  die  sphärischen  Dreieckswinkel  mit  z,  so  erhält 
man  daher  folgende  Gleichungen: 

^|-Pt=        -Yr» + 47» '     x:,-p,  =  ...  etc. 

Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  der  41),  so  vereinfachen  sie  sich 
sofort  in  folgender  Weise: 

44)  .,-p, —3 

^.-^»  = i7,*  • 

Dies  sind  die  gesuchten  Winkeldifferenzen.  Sie  können  wegen  ihres 
geringen  Betrages  bei  kleinen  Dreiecken  ohne  Bedenken  vernachlässigt 
werden.  Daraus  geht  eine  zweite  Methode  zur  Berechnung  der  Linien  5,, 
Sf  und  5j  hervor,  eine  Methode,  durch  welche  die  Reduction  der  Winkel  auf 
das  Sehnendreieck  vermieden  wird.  Man  setzt  nämlich  einen  der  Bogen  ff,, 
öf  oder  ff,  als  bekannt  voraus  und  berechnet  die  übrigen  mittels  der  Winkel 
/?, ,  p,  und  Pf  nach  bekannten  Sätzen  der  sphärischen  Trigonometrie.  Macht 
sich  dann  die  Kenntniss  der  Sehnen  nöthig,  so  kann  man  leicht  durch  die 
Formel 


ff» 


24  rp' 
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«. 

= 

180- 

-«!«- 

«IS 

«J 

= 

«23- 

«SÜ 

♦'s 

= 

«s«- 

«81 

ZU  denselben  tibergehen,  wobei  nur  ein  genäherter  Werth  von  r^  erforder- 
lich ist. 

Zum  Schlüsse  soll  noch  einer  wichtigen  Eigenschaft  des  geschlossenen 
Liniendreiecks  gedacht  werden.  Addirt  man  nämlich  die  Winkel  p  des  geo- 
dätischen und  die  Winkel  u  des. sphärischen  Kantendreiecks,  so  erhält  man 
folgende  Summen: 

Pi  =  180  — «12  — «1 

Ps  ^^ ^Jß2        ^81 

Nach  den  15)  hat  man  aber  allgemein 

Wendet  man  diese  Relation  auf  die  obigen  Summen  an,  so  folgt 

Sp  =  Su. 
Im  geschlossenen  Dreieck   ist  also  die  Summe  der  aus  der  Differenz  der 
Azimuthe  hervorgegangenen  Winkel  p^^  p^  und  p^  gleich  der  Winkelsumme 
des  sphärischen  Kantendreiecks. 

§8.     Das  Linienviereck. 

Zwei  an  einander  grenzende  Liniendreiecke  bilden  ein  Viereck.  Daher 
ist  das  letztere  vollkommen  bestimmt,  sobald  die  zwei  ersteren  gegeben 
sind.  Als  einzige  Unbekannte  tritt  die  Diagonale  des  Vierecks  auf.  Die 
Ermittelung  derselben  bedarf  jedoch  weiter  keiner  eingehenden  Erörterung, 
da  sie  fast  identisch  ist  mit  der  in  §  5  behandelten  Aufgabe,  die  dritte  Seite 
eines  Dreiecks  ans  zwei  Zweiecken  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  z^i 
finden.  Sie  unterscheidet  sich  nur  insofern  von  dem  in  §  5  behandelten 
Falle,  als  die  Poldistanz,  welche  der  der  Diagonale  gegenüberliegenden 
Kante  zugehört,  nicht  durch  die  Grössen  A,  sondern  aus  der  Summe  oder 
Differenz  der  bereits  für  diese  Kante  gegebenen  Poldistanzen  ermittelt  wird. 

Schliesslich  sollen  die  Axen  des  Vierecks  noch  einer  kurzen  Betrach- 
tung unterworfen  werden.  Bezieht  man  auch  die  vierte  Kante  auf  das  bis- 
her benutzte  Coordinatensystem,  so  kommt  zu  den  Gleichungen  27)  noch 
eine  vierte  hihzu.  Es  gilt  dort  die  Voraussetzung,  dass  der  Winkel  zwi- 
schen den  positiven  Richtungen  der  z- Axe  und  der  zweiten  Pollinie  kleiner 
als  180**  sei.  Diese  Bedingung  lässt  sich  beim  Hinzutreten  einer  vierten 
Kante  nicht  allgemein  erfüllen.  Dessenungeachtet  kann  man  auch  hier  das 
gedachte  Coordinatensystem  beibehalten,  sobald  man  das  Zeichen  von  d^ 
wechselt,  wenn  die  Pollinie  nach  der  vierten  Kante  nicht  im  positiven  Halb- 
kreise liegt.  Der  Analogie  halber  soll  aber  eine  andere  Bezeichnung  ein- 
geführt werden.  Die  kürzesten  Abstände  und  die  Winkel  d  mögen  jetzt 
nicht  mehr  das  Zeichen  der  gegenüberliegenden,  sondern  derjenigen  Kante 
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fi)hren,  welche  sie  mit  der  ersten  Kante  verbinden.  Ebenso  erbalten  die 
Grössen  d  und  u  an  der  ersten  Kante  den  Index  3  oder  4,  je  nacbdcm  sie 
sich  aaf  die  dritte  oder  vierte  Kante  bezieben.  Mit  dieser  Bezeichnung 
geht  die  Formol  35)  in  folgende  über: 

.    ig  colg  ^3  cos  V  sin  {v  -  u^)  -  k^  cotg  d^  sin  v  cos  (r- 1/3)  -  d^  cos  v  cos  (v  -  u^) 

^       ^^  k^cosv  —  k^cos{v  —  ti^ 

Der  Winkel  igg  bezieht  sich  auf  diejenige  Axe,  welche  die  Kanten  1), 
2)  und  3)  verbindet.  Analog  hat  man  für  die  Axe  der  Kanten  l),  2),  4)  fol- 
gende Gleichung: 

.    _k^  cotg d^  cos  v  sin  (v  -  u^  -  k^  cotg  d^  sin  v  cos  {v-  mJ  -  d^  cos  v  Cos  (v- u^) 

*^  k^cosv  —  k2Cos{v — 1/4) 

Im  Allgemeinen  haben  die  Winkel  i^^  und  f^j  verschiedene  Werthe; 
wenn  aber  die  durch  die  erste  Kante  gelegte  Ebene  eine  Axe  des  Vierecks 
trifft,  so  sind  beide  Winkel  gleich  gross.  Es  soll  nun  der  Winkel  v  be- 
stimmt werden,  welcher  einer  solchen  Lage  der  gedachten  Ebene  entspricht. 
Setzt  man  die  Ausdrücke  der  46)  und  47)  einander  gleich  und  führt  dieMul- 
tiplication  aus,  so  folgt 

^4  ^3  ^^^9 ^3  ^ö*  v^.sin  (v  —  M3)  —  k^  k^  cotg  d^  cos  v . sin  v  cos  {v  —  n.^) 

—  k^ .  ^3  cos  v^  cos  {v  — 1/3)  —  k^  k^  cotg  d^  cos  v .  sin  {v  —  Mg)  cos  {v  —  u^) 

+  Afg^  coig  ^2  sin  v  cos  (t?  — 1/3)  cos  {v — u^)  +  k^  d.^  cos  v .  cos  {v  —  Wg)  cos  {v  —  u^ 
=  Afg k^  cotg  d^  cos  v^,sin  {v  —  ti^)  —  /fg k,^  cotg d^  cos v .  sin  v  cos  {u  —  u^ 

—  Arg  d^  cos  v^  cos  {y — u^)  —  k^  k^  cotg  d^  cos  v  sin  (t?  —  u^)  cos  {v  —  Mg)    . 
+  Afg^  cotg  d^  sin  v  cos  (r  —  Mg)  cos  (v  —  m^) 

+  ^2  <^4  cos  V  cos  {V  —  Mg)  COS  (v  —  M^) . 

Von  Wichtigkeit  ist  der  Umstand,  dass  nach  Wegfall  der  Glieder, 
welche  sich  aufheben,  alle  übrigen  durch  cosv  theilbar  sind,  weil  sich  da- 
durch der  Grad  der  Gleichung  um  Eins  vermindert. 

Entwickelt  man  nun  die  Ausdrücke  und  gebraucht  folgende  Abkür- 
zungen : 

Ar^Ar^  cotgd^  sinu^  costi^  +  k^  (^3—^4)  sinu^  sinu^ 
—  Arg  cotgd^  {k^sin  Mg  —  Arg  sin  u^)  —  k^  k^  cotg  ?g  cos  Mg  sin  u^=^C  ^ 

Afg  k^  {cotg  ög  cos  Mg  —  cotg  d^  cos  u^)  +  k^  sin  (Mg + m  J  (rfg  —  c/J 
+  k^  cotg  d^  (A^g  cos  u^  —  kj^  cos  Mg)  +  ^3  ^4  sin  u^  —  k^  cfg  sin  Mg 
—  ^2  cos  (Mg + M4)  (Afg  cotg  ög  -  k^  cotg  d^  =  5, 

Afj  (Arg  cotgd^  sinu^  cosu^  —  k^  cotgd^  sin  u^  cosu^) 
+  Arg  cos  Mg  cos  M4  (</g  —  d^)  +  Arg  d^  cos  u^  —  k^  d^  cos  Mg 
—  Arg  Af^  {cotg  d^  sin  Mg  —  coigd^  sin  u^)  =  A , 

so  erhält  man  die  Gleichung 

C  .  sin  v^  +  B  sin  v  .  cosv  +  A  .  cos  v^  =  0  y 

und  daraas  ergiebt  sich  schliesslich  der  Winkel  v  durch  die  ßolatipGoOQle 
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48)  /,.  = =^r_- , 

Diese  Gleichung  beweist,  dass  ein  Viereck  zwei  verschiedene  Axen  hat. 
Es  ist  das  grüsste  Liniensjstem ,  welches  überhaupt  noch  durch  eine  Axe 
verbunden  werden  Icann.  Wollte  man  weiter  gehen  und  auch  das  Fünf- 
oder Sechseck  etc.  ähnlichen  Betrachtungen  unterwerfen,  so  würde  man 
dazu  nur  noch  parallele  Partialaxen  verwenden  können. 


§  9.     Ueber  die  Anwendung  der  Linienvielecke« 

Geodätische  Operationen,  welche  die  Ermittelung  der  Erdoberfläche 
zum  Zwecke  haben,  gehen  vorzugsweise  darauf  hinaus,  eine  grosse  Anzahl 
von  Flächennormalen  zu  bestimmen,  weil  durch  die  Lage  dieser  Linien  zu- 
gleich die  Fläche  gegeben  ist.  Es  würde  sehr  schwer,  ja  vielleicht  nicht 
möglich  sein,  diese  Aufgabe  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  zu  erfüllen, 
wenn  nicht  eine  feste  Kichtung  vorhanden  wäre,  auf  welche  die  Normalen 
bezogen  werden  können  und  die  zur  Orientirung  des  Ganzen  und  Einzelnen 
dient.  Diese  feste  Kichtung  ist  die  Rotationsaxe.  Sie  wird  astronomisch 
beobachtet  und  ist  daher  jedem  Flächenpunkte  zugänglich.  —  Betrachtet 
man  nun  die  zu  ermittelnden  Fiächennormaleu  als  die  Kanten  eines  Linien- 
Vielecks  und  die  Kotationsaxe  als  die  feste  Richtung  der  paralleK  n  Partial- 
axen des  Systems,  so  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  dass  die  eben  erörterte 
Aufgabe  der  Geodäsie  durch  die  Theorie  der  Linienvielecke  ihre  Erledi- 
gung findet.  In  den  vorigen  Paragraphen  sind  auch  bereits  die  technischen 
Ausdrücke  so  gewählt  worden,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  Theorie 
und  Praxis  klar  hervortritt;  es  wird  daher  nicht  nöthig  sein,  noch  specielle 
Erläuterungen  Über  die  Anwendung  der  verschiedenen  Formeln  und  Sätze 
zu  geben. 

Die  Methode,  mittels  der  Linienvielecke  die  Fläche  oder  wenigstens 
die  Flächennormalen  zu  bestimmen,  unterliegt  in  theoretischer  Hinsicht 
keiner  Beschränkung,  weil  sie  unabhängig  von  der  Fläche  ist.  Inwieweit 
dieselbe  aber  in  der  Praxis  Verwerthung  finden  kann,  soll  später  erörtert 
werden. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  die  aus  einer  numerischen  Berechnung  her- 
vorgegangenen Grössen  eines  Liniendreiecks  hier  angeführt  werden. 

Es  sei  gegeben  das  Dreieck  1)2)3)  durch  die  Zweiecke 

02)  I  '^^^^        ^^  27,24";  a^^=zi4lUS'  26,77";  7ri  =  45°40';  5isj  =  l  1,75916 Mln.l 

U21 = - 1°  23'  32,78";  a^^  =   31°  46'  24,61 ";  ^r^  =  45°  -  ;  -  V 

2)  Z)         I  ^23  =  -  ^'  lö'  36,66";  a^^  =  1 30M l'  27,83";   tt^  =  45°       ) 
'(788=  15' 17,4";     «82=   49°  2' 35,33";  7r3  =  44°20Y 


1)3) 


Ui3  =  -41' 
1^31  = -41' 


23,98";  ßj3  =  164°  54'    5,32";  n^  =  45°  20' 

24,0";     «3,=    14°  44' 41,80";  n,  =  44.^20' \'jQg\^ 
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Man  hat  zuert^  die  Dreieckswinkel ,  welche  aus  der  Differenz  der  Azi- 

muthe  hervorgehen,  mittels  der  Formel  38a)  auf  das  Sehnendreieck  zu  re- 

duciren.    £s  kommt 

^^  =  47°  18'  28,26", 

4  =  98«  22'  53,73", 

^3  =  34<*  18'  38,02". 

Durch  die  Sinusregel  ermittelt  man  die  Seiten  des  Dreiecks,  nämlich 

s^^  =  11,75916  Meilen, 

5j3  =  20,63865       „ 

523  =  15,33334       „ 

Nunmehr  berechnet  man  mittels  der  26)  die  sphärischen  Correctionen. 

So  giebt  z.  B.  im  Zweieck  1)2)  die  Formel  26b)  den  angenäherten  Werth 

w^  =  7'  46,92". 

Denselben  verwendet  man  zur  Ermittelung  der  kleinen  Grösse  dw.    Nach 

26  c)  kommt  „ 

dw=^OM. 

ßeducirt  man  nun  die  gegebenen  Azimuthe  auf  die  symmetrischen  und 
corrigirt  demnach  die  sphärische  Correction ,  so  kommt  schliesslich 

Wj  =  f  40,12". 
Man  ersieht  daraus  die  grosse  Empfindlichkeit  der  sphärischen  Azi< 
muthe  gegen  die  kleine  Grösse  dw.  Hätte  man  dw  vernachlässigt  oder,  was 
dasselbe  heisst,  wären  die  Azimuthe  a^^  und  a^^  wie  symmetrische  behandelt 
worden,  so  würde  eine  Differenz  von  6"  bis  7"  am  sphärischen  Azimuthe 
entstanden  sein.  —  Die  Ausführung  dieser  Rechnungen  für  sämmtliche 
Zweiecke  führt  auf  folgende  Resultate : 

w^^jj=7'40,12",     aj2  =  147<»^'    6,89", 
Wjj  =  7' 40,23",     «21=   81°  38' 44,38", 
^23  =  8'  19,93",     «23  =  *^^  1^'  47,76", 
^32  =  8' 19,81",     «32=  48°  54' 15,52", 
Wi3  =  4'  13,02",     «13  =  164°  58'  18,34", 
w?8i  =  4' 13,02",      «31=   14°  40' 28,78". 
Nunmehr  ist  man  im  Stande,  die  übrigen  Grössen  des  sphärischen  Kan- 
tendreiecks  nach    bekannten    sphärischen   Formeln    und    schliesslich    die 
Linienelemente  nach  den  Gleichungen  IX) ,  19)  und  32)  zu  berechnen.    Es 
folgt:. 

I.  Das  sphärische  Dreieck: 

^1  =  1°    l'  19,33",     Xi  =  1°   5'  21,35",     u^  =  47°    5'  34,77", 
a,  =  1°  22' 45,86",     A2  =— 30',  M2  =  98°4l'    3,38", 

^3=      47'    5,54",     A3  =—35' 21,32",     Wg  =  34°  13' 46,74". 

II.  Die  linearen  Grössen  des  Liniendreiecks : 

Afj  =      743,09 ,     d^  =      18113,46,     /^  =  1378,52  Fuss , 
k^=      606,30,     (/2=      24824,31,     l^  =  27U,n      „ 
ATj  =  —  524,60 ,     ^3  =  —  42937,82 ,     /g  =  1414,04      „ 
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Zorn  Schlüsse  sollen  noch  die  Differenzen  z—p  nach  den  Formeln  42) 
und  44)  ermittelt  werden.   Man  erhält  erstens 

Qi  ^  859,42 ,  Q^  =  857,28 ,  q^  =  858,19  Meilen , 

ro  =  859,10,  rQ  =  859,10,  r^  =  859,10     „ 

r^  —  ^^  =  --  0,32 ,        rQ-'Q^^=\fi2^  r^—  q^=^  0,91  Meilen. 

Wendet  man   diese   Werthe   zur  Berechnung   der   44)   an,   so    folgt 
endlich 

«1  —  Pi  =  —  0,0056",     :rj  —  />2  =  —  0,0095",     «,  —  />3  =  0,015". 
Die  Unterschiede  sind  demnach  verschwindend  klein. 


Cap.  IL 
Das  Fl&ehenelement. 

§1. 

Die  höhere  Geodäsie  beschäftigt  sich  hauptsächlich  mit  der  Flächen- 
ermittelung;  deshalb  ist  es  auch  nöthig,  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Flächen  oder  —  da  eine  solche  Discussion  zu  weit  fuhren  würde  —  wenig- 
stens der  Flächenelemente  kennen  zu  lernen.  Diese  Untersuchungen  erfor- 
dern eine  wiederholte  Differentiation  der  Flächengleichung 

w(j;,y,  z)  =  0. 

Die  erste  Ableitung  führt,  wenn  man,  was  hier  immer  geschieht,  nach 
dem  Bogen  differentiirt,  auf  die  Gleichung 

Die  Grössen  x\  y\  z  stellen  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  der  Tan- 
gente vor;  die  Coefficienten  derselben  hingegen  verhalten  sich  wie  die  Co- 
sinus p,  q^  r  der  Richtungswinkel  der  Flächennormale.  Man  hat  daher  die 
Gleichungen 

dw  ^      dro  ,       dw 

—  =  — p.t,     — =-gr.t,     —  =  ^rA, 
^v  dx  dy  dz 


=/(S)*+(S)'+{^:)" 


Führt  man  nun  folgende  Abkürzungen  ein: 

tfo:«""'    57""^^'     17^^'     d^"'''     d^dz^""'    didl^""' 
und  differentiirt  die  1)  von  Neuem ,  so  erhält  man 
ax*  +  ßy'*  +  y»'«  +  2.w.xy  +  2.v,wz  +  2.u.yz  =  l  {px'+  qy'+  rz"). 
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Dem  Ausdrucke  rechts  vom  Gleichheitszeichen  kann  man  eine  andere 
Gestalt  geben.  Multiplicirt  und  dividirt  man  denselben  mit  dem  Krüm- 
mungsradius Q  des  Normalschnittes  und  berücksichtigt  die  bekannten  Ke- 
lationen 

Qx'=p,     gy'=g,     Qi"=r, 

so  resultirt  ein  Ausdruck  für  den  Radius  q  in  folgender  Form 
3)  -  =  « y«  +  ßy^  +  yz^  +  2  w  yz  +2v  zx  +  2  w  xy\ 

Die  Krümmung  -  gehört  dem  Normalschnitt  mit  der  Tangente  x'yz 
Q 

an.    Eine  zweite  Krümmung  — ,  welche  sich  auf  die  Tangente  a?'iy'i»'j  be- 

zieht.,  wird  in  ähnlicher  Weise  durch  die  Gleichung 

3a)        -  =  ax\  +  /3/",  +  yz\  +2uy\z\  +  2t>z,\x\  +  2wx\y\ 

dargestellt.  Addirt  man  die  3)  und  die  3a),  so  folgt  für  die  Summe  der  bei- 
den Krümmungen  der  Ausdruck 

3b)     K? + ^,)  ^  "  (^''^  ^''i)  +  ß  iy'+ y\)  +  y  (^''+  ^''i) 

+  2m  (y'z+y\  «',)  +  2f  (2V  +  z'.ic',)  +  2  w  (j?y  +  x\  y\). 
Setzt  man  voraus ,   dass  die  Tangeuten  xyz    und  x\y\z\  senkrecht 
aufeinander  stehen,  so  hat  man  in  Hinsicht  auf  die  Normale  jo^r  ein  System 
von  drei  rechtwinkligen  Linien,  für  welches  bekanntlich  folgende  Relatio- 
nen stattfinden: 

x'  +   fx^  +  P*  =  y'  +  y\   +  ?•  =  z'  +   z\   +  r'  =  1, 
a?'»'+  x\y\  -^pq^  XZ+  x\  z\  +pr  =  yV+  y\z  ^  +  grr  =  0. 

Eliminirt  man  durch  diese  Gleichungen  die  Ausdrücke 

*"  +  *'«,,     y''  +  y''....etc. 
in  3b),  so  kommt  schliesslich 

*)   <(4  +  7)  =  a(l-p')  +  i3(l-<?')  +  )'(l-'^)-2wgr-.2prp-2^2;pg. 

Diese  Gleichung  ist  unabhängig  von  der  Tungente,  sie  gehört  nur  der 
Fläche  an  und  involvirt  den  bekannten  Satz:  *Die  Summe  zweier  Flächen - 
krümmungen,  welche  senkrecht  auf  einander  stehen,  ist  cdnstant  für  alle 
Richtungen  der  Tangente. 

§2. 

Betrachtet  man  in  der  1)  die  Grössen  x\  y  und  %  als  Constante,  be- 
zeichnet .sie  beziehungsweise  mit  a^  b  und  c  und  differentiirt  die  in  dieser 
Weise  umgestaltete  Gleichung 

^\  dw  dm    ^    ^  drv 

5)  7- -ö  +  l- .*  +  T- -^  =  0 

dx  dy  dz  {^  ] 
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von  Nenem,  so  folgt 

6)  (ax'+wt/'^vz)  a+  (wx'+  ßy+uz')  ^  +  (pa:'+ wy'+ yO  c  =  0. 

Ordnet  man  die  Glieder  nach  x\  y\  z\  so  kommt  ferner 

7)  {aa'\-  rvb  +  »c)a:'+  (wo  + /?6  +  wc)  y'+ (va  +  w6  +  yc)  2'=  0. 

Aus  diesen  beiden  Formen  ist  sofort  zu  ersehen,  dass  man  die  Grössen 
x\  y\  z  und  0,  ft,  c  vertauschen  kann,  ohne  damit  eine  Aenderung  der 
Gleichung  zu  bewirken.  Geht  man  daher  mit  constanter  Tangente  abc  um 
eine  kleine  Strecke  ds  auf  der  Fläche  weiter,  so  liegt  das  Curvenelement 
in  der  Richtung  t'^V;  geht  man  umgekehrt  mit  constanter  Tangente  x'yz 
vom  Anfangspunkte  aus,  so  verfolgt  die  Curve  die  Richtung  abc.  Diese 
beiden  Richtungen,  die  in  so  einfacher  Beziehung  zu  einander  stehen,  nennt 
man  die  conjugirten  Tangenten. 

Wird  die  eine  derselben,  nämlich  a6c,  als  bekannt  vorausgesetzt,  so 
lässt  sich  die  andere  leicht  bestimmen.    Es  reicht  dazu  die  Relation 

—  px — py  —  rs!  ^0 
in  Verbindung  mit  der  7)  vollkommen  aus.    Man  erhält  durch  dieselben 
— /,a:'=  (foa  +  ßb  +  uc)  r  —  (i;a  +  m6-|-  yc)  q^ 

8)  '—Uy=^{va'\'Ub  +  yc)p  —  {aa'\'Wh'\-vc)r^ 
^  t^z'  =  {cta  •{-  Tvh  -\-  V  c)  q  —  («?«+  ß^'\'  tic)p. 

In  diesen  Gleichungen  bedeutet  t^  die  Wurzel  aus  der  Quadratsumme 
der  Glieder  rechts  vom  Gleichheitszeichen. 

Nunmehr  kann  auch  der  Winkel  zwischen  den  beiden  conjugirten  Tan- 
genten, der  mit  J  bezeichnet  werden  soll,  ermittelt  werden.  Multiplicirt 
man  die  8)  der  Reihe  nach  mit  a,  b  und  c  und  addirt,  so  folgt  eine  Gleich- 
ung von  der  Form 

-t,cost=a()  +  b{)  +  c{). 

Bevor  zur  speciellen  Entwickelung  der  Ausdrücke  geschritten  wird, 
fuhrt  man  neue  Grössen,  aj,  2?,  und  C|,  ein,  welche  die  Cosinus  der  Rich- 
tungswinkel einer  Tangente  vorstellen,  die  senkrecht  auf  der  Tangent»  a6c 
steht.    Dadurch  erhält  man  das  Liniensystem 

öl      61      c, 
.        P      Q      r 
abc 
und  die  Gleichungen 

a^=q.c  —  r.6,     6,=r.rt  —  p.c,     c,=/>.6  —  q,a. 
Führt   man   nun   die   oben  angedeutete  Multiplication  aus,   verbindet 
stets  ein  positives  Glied  mit  dem  entsprechenden  negativen  und  eliminirt 
schliesslich  die  Grössen  p,  9,  r  mittels  der  vorigen  Gleichungen,  so  folgt 
ohne  Weiteres  die  Gleichung 

—  i^cos^=  (wa  +  ßb  +  uc)  A,  -{-(ya  +  ub  -i-yc)  c,  +  (aa  +  w6  +  pc)  «i, 
die  man,  anders  geordnet,  auch  schreiben  kann:  ^  j 
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+  t?  (a  c,  +  «1  c)  +  ^  (<*  ^i  +  ö|  ^)- 

Dies  ist  die  Gleichang  für  den  Cosinus  des  Winkels  zwischen  den  bei- 
den conjugirten  Tangenten. 

Einen  ähnlichen  Ansdrnck  kann  man  ableiten ,  wenn  man  in  der  3)  für 
x',  y\  z   die  Zeichen  a,  6,  c  einführt,  nach  diesen  Grössen  differentiirt  und 
das  Differential  =0  setzt.    Denn  es  folgt  dann 
10)  0=  aaa  +  /366'+  ycc'+  u  {bc+  ch')  +  v  {ac  +  cd)  +  u>  (aft'+Äa'). 

Die  Derivationen  a,  b'  und  c  werden  durch  folgende  Gleichungen  be- 
stimmt : 

ad '\-bb' '\'CC^=^pd -\'  qb' •\'rc'^=^^. 

Dieselben  verhalten  sich  demnach  wie  die  Cosinus  der  Richtungswinkel 
einer  Tangente,  welche  auf  der  Richtung  übe  senkrecht  steht,  und  entspre- 
chen mithin  vollkommen  den  Grössen  a^ ,  6,  und  Cj  in  der  9).  Die  Ausdrücke 
der  9)  und  10)  werden  daher  identisch,  wenn  man  in  beiden  Gleichungen  die 
Grössen  a^b^c  idcntificirt.  Aus  der  Art  und  Weise,  wie  die  10)  abgeleitet 
worden  ist,  geht  aber  hervor,  dass  die  Tangente  ahc  einer  Richtung  ent- 
spricht, in  welcher  die  Krümmung  —   ihren  Maximal-   oder  Minimalwerth 

besitzt^  sie  liegt  also  in  einem  der  Hauptschniite.    Daher  folgt  der  Satz: 

Der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  den  conjugirten  Tangenten  ist 
:=0,  sobald  die  letzteren  mit  der  Richtung  der  Hauptschnitte  zusammen- 
fallen. Die  Tangenten  der  Hauptschnitte  sind  conjugirte  Tangenten  und 
stehen  auf  einander  senkrecht. 

§3; 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  gestalten  sich  weit  einfacher,  wenn 
zn  einem    besondern  Coordinatensystem  übergegangen  wird.    Nimmt  man 
die  Flächennormale  zur  Z-Axe,  die  Richtungen  der  grössten  und  kleinsten 
Krümmung  zur  X- ,  resp.  Y-  Axe  und  verlegt  die  Spitze  des  Systems  in  den 
Fiächenpunkt,  dann  erhält  man  die  besonderen  Werthe 
für  die  Normale :  p=5gf  =  0,  r  =  l, 
„     „    Tangente:  x=^cosq>^  y=sinq>y  z't=Oj 
für  eine  Tangente,  welche  auf  der  vorigen  senkrecht  steht: 

x\  =  —  sin  g) ,     y'i  =  cos  9 ,     z\  =  0. 
Setzt  man  dieselben  in  die  9),  so  resultirt  folgende  Gleichung: 
.  _^      (ß — ä)  cos  g>  sin  (p  +  w  {cos  q>^  —  sin  g)*) 
j/(fv  cosq)  +  ß  sin  9)*  -f  (a  cos  q)  -|-  w  sin  tp)* 

Nach  dem  Vorhergehenden  muss  co^S=0  sein,  wenn  die  Tangente  mit 
einem  der  Hauptschnitte   zusainmenfällt  oder,    was  dasselbe  hei^^t,  wenn 
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^=0  oder  =--  ist.   Dieser  Bedingimg  kann  in  der  vorstehenden  Gleichung 

nur  dadurch  genügt  werden,  dass  fr  =  0  gesetzt  wird.    Es  folgt  daher 

(a  —  ß)  cos  CD  sin  a> 
y  a*  cos  (p^  +  |3*  sin  <jp' 
Führt  man  nun  die  hesonderon  Werthe  in  die  3)  ein,  so  erhält  man 

-  =  a  cos  qp'  +  ö  sin  qp*. 
Q 

.    Daraus  lässt  sich  die  erösste  und  kleinste  Krümmung  —  und  —  ablei> 
ten,  je  nachdem  der  Winkel  g?  =  0  oder  =-  gesetzt  wird.    Es  folgt  nämlich 

10a)  -=«,      -  =  |3. 

Diese  Grössen  substituirt  man  in  die  vorigen  Gleichungen  und  erhält  da- 
durch Folgendes: 

1       cosw^  .  sinq>^ 


( I  cos  (p  stn  fp 

12)  cosf=^^»--<'l/- ....=-. 

-m/cos  <jp'      sin  g?* 


Bezeichnet  man  die  Differenz  der  Uauptkrümmungen  mit  d,  sowie  den 
Ausdruck  im  Nenner  mit  d\  so  nimmt  die  letzte  Gleichung  folgende  Ge- 
stalt an: 

d  cos  q>  sin  q>      d  sin  2  w 

Es  lässt  sich  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  noch 
eine  andere  Gleichung  für  den  Winkel  £  ableiten.  Giebt  man  nämlich  in 
der  6)  der  Tangente  abc  folgende  Richtung: 

a  =  cos  q>.     ft  =  5m  g> ,     c  =  0, 
so  bekommt  man  daraus  für  die  conjugirte  Tangente  x'yz  die  Richtungs- 
grossen 

a?'=C05(gp  +  J),     y  =  sin{<p+t),     «'=0. 

Durch  Substitution  dieser  Grössen  erhält  man  die  Gleichung 

of  cos  q>  cos  {<p  +  t)  +  ß  sin  <p  sin  (qp+ ?)  =  0 , 
welche  sich  auch  auf  die  Form  bringen  lässt: 

12b)  ig9'tg{q>  +  i)=--^. 

9o 
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§4. 

Es  bleiben  nnn  noch  die  benachbarten  Normalen  zu  betrachten.  Man 
differentiirt  zu  diesem  Zwecke  die  Grössen  p,  9,  r  und  erhält  dadurch  fol- 
gende Gleichungen: 

13)  -qi^^qi  +  wx+Py-^-uz^ 

—  r  i^=  r{  -^  vx  +  wy'  +  y*'« 
Multiplicirt  man  der  Reihe  nach  mitp,  9,  r  nnd  addirt»  so  kommt 
14)  —  i  =^  p{ax  '\-  fvy'  '\-  V  z)  -{-  q{rv  X  -^  l8y'+ w«') +  r(t;a:'+"/+yO• 
Die8e  Formeln  kürzen  sich  ab,   sobald  das  im  vorigen  Paragraphen 
eingeführte  besondere  Coordinatensystem  zur  Anwendung  gebracht  wird. 
Man  erhält  nämlich  . 

,      cos  CD  ,       sinq>  , 

-P  = ,     -^=— — »   ■-r=o, 

15)  Po  Qi 

—  {  =  V  cos  q>  +  II  sin  cp. 

Nunmehr  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  der  Winkel  dd  ermitteln,  den 

zwei  benachbarte  Normalen  mit  einander  bilden.  Man  hat  dafür  bekanntlich 

die  allgemeine  Formel 

d''  =  p'  +  q''  +  r\ 

Setzt  man  die  obigen  Werthe  ein,  so  folgt 

16)  a'.  =  ^_^^fVf^*. 

Es  lässt  sich  noch  eine  zweite  Gleichung  für  d'  ableiten.  Multiplicirt 
man  nämlich  die  13)  der  Reihe  nach  mit  a,  &,  c,  addirt  und  vergleicht  die 
Summe  mit  der  15),  so  folgt  das  Resultat* 

ap'  +  b q' -{-  er  =:  0, 
Stellt  man  daneben  die  bekannte  Relation 

so  ist  ersichtlich,  dass  sich  |die  Grössen  p'q'r  verhalten  wie  die  Cosinus 
der  Richtungswinkel  einer  Tangente,  welche  auf  der  conjugirton  Tangente 
abc  senkrecht  steht.  Der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  p'qr  und  x'yz' 
bildet  demnach  das  Complement  des  Winkels  zwischen  den  conjugirten 
Tangenten.    Daher  folgt  die  Gleichung 

px+qy  +  rz 
—  ««S= ^7 . 

Wenn  man  die  Werthe  aus  den  15)  einsetzt,  so  nimmt  sie  die  einfachere 
Gestalt  an: 

17)  «>jf=-4. 

qd 

Die  q  und  d'  beziehen  sich  auf  eine  bestimmte  Tangente  des  Flächen- 
punktes.   Hat  man  mehrere  dieser  Grössen  zu  betrachten ,  so  ist  es  nöthig. 
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zur  UnterscbeiduDg  derselben  das  Zeichen  der  Tangente  beizufügen.  Da- 
durch erhält  man  z.B.  für  die  beiden  Tangenten  abc  und  xyz  die  entspre- 
chenden Gleichungen 

stnla= — KT  ,      5m£r  =  — ^. 

Dieselben  lassen  sich  auf  einfache  Weise  mit  einander  verknüpfen,  sobald 
vorausgesetzt  wird,  dass  die  Richtungen  abc  und  xyz  conjugirten  Tangen- 
ten angehören;  denn  es  bedarf  weiter  keiner  Erläuterung,  dass  in  diesem 
Falle  sich  die  Winkel  ^  und  te  ^^  18^°  ergänzen  und  die  Sinus  derselben 
einander  gleich  sind.    Man  erhält  daher  die  Relationen 

18)  9a^a=^x^x» 

^^^  Qa^xStnj;^ 

In  Bezug  auf  die  19)  verdient  besonders  erwähnt  zu  werden,  dass  sie 
nnabhängig  von  der  Richtung  der  Tangente  ist.    Dies  lässt  sich  durch  fol- 
gende EnfÄ  ickelungen  nachweisen.   Bringt  man  die  12  b)  auf  die  Form 
cos(pcos{(p+t)      sin(psin{(p+i)  _  ^ 

und  quadrirt  sie,  so  folgt 

cos<p^  cos{(p+i;y      sin(p*  sin{(p  +  ty      2cos(p  sing) cos ((p  +  i)  sin (q>+^)  ^^ 

Ferner  erhält  man,  wenn  die  Ausdrücke  für  —  und  —  mit  einander  mul- 
tiplicirt  werden,  Folgendes: 

1  cos  y'  cos  (y  H"  ?)'      ^^'^  y*  ^"^  (y  +  £)* 

QaQx~^  Qo*  9i* 

-I [coscp^  sin  (w  +  iy  +  suKp^  co5(^+f)*]. 

Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander,  so  kommt  schliesslich 

J^ 1 

QoQt  svii*'~QoQi' 
Der  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ist  augenscheinlich  eine 
Constante  des  Flächenpunktes,  d.  h.  er  ist  unabhängig  von  der  Tangente. 
Man  kann  die  19)  daher  auch  schreiben:  ^ 

,     ,  1  1 

20)  da  dx  = r-^  = =  ^0"^^- 

Multiplicirt  man  das  erste  Glied  der  vorigen  Gleichung  im  Zähler  und 
Nenner  mit  ,  so  kommt 
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Der  Nenner  stellt  die  Fläche  des  durch  die  beiden  Linienelemente  ds^ 
und  ds^g  gebildeten  Dreiecks  dar;  der  Zähler  hingegen  repräsentirt  den  In- 
halt eines  sphärischen  Dreiecks,  welches  dadurch  entstanden  ist,  dass  die 
drei  benachbarten  Flächennormalrn  an  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  mit 
dem  Radius  =l  versetzt  worden  sind.  Der  Quotient  dieser  beiden  Fla- 
chen wird  nach  Gauss  das  Kriimmungsmass  genannt.  Die  Gleichung  21) 
spricht  daher  den  bekannten  Satz  aus^  dass  das  Kriimmungsmass  eines 
Flächenpnnktes  gleich  dem  Producte  aus  den  beiden  Hauptkrämmungen  ist. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  Liniengrössen,  nämlich  der  kürzeste 
Abstand  k  und  die  Entfernung  r  vom  Flächenpunkte  bis  zum  Pole  der  be- 
nachbarten Normalen,  angeführt  werden.  Durch  eine  einfache  geome- 
trische Betrachtung  erhält  man  für  die  genannten  Grössen  folgende  Gleich- 
ungen : 

22)  Är=rf5.coyf, 

23)  rd'=smi. 

Diese  Formeln  gehen  übrigens  auch  aus  den  22)  und  23)  des  ersten  Ca- 
pitels  unmittelbar  hervor-,  wenn  man  den  Winkel  d=0  setzt. 


§5.- 

Durch  die  Entwickelungen  der  vorigen  Paragraphen  haben  sich  die 
nächstliegenden  Eigenschaften  der  Flächenelemente  ergeben ;  sie  beziehen 
sich  auf  die  Krümmung,  auf  die  conjugirten  Tangenten  und  auf  die  benach^ 
harten  Normalen.  Die  Kenntniss  dieser  Eigenschaften  verschafft  aber  nur 
ein  sehr  unvollständiges  Bild  des  in  Rede  stehenden  Objects.  Vergleicht 
man  z.  B.  zwei  unendlich  kleine  Theile  einer  Rotationsfläche,  von  denen 
der  eine  am  Aequator,  der  andere  in  beliebiger  Breite  liegt,  so  ist  es  nicht 
schwer,  einen  Unterschied  zwischen  beiden  nachzuweisen.  Am  äquatorea- 
len  Elemente  nämlich  sind  beide  Systeme  der  Hauptschnitte  einander  pa- 
rallel, am  andern  Flächenelemente  hingegen  findet  man  ein  System  paral- 
leler und  ein  System  divergirender  Hauptschnitte.  Reihet  man  dieser  Be- 
trachtung noch  ein  drittes  Element  an,  welches  aus  einer  beliebigen  un- 
regelmässigen Fläche  genommen  wurde,  so  kann  man  dem  Vorigen  zufolge 
schliessen,  dass  hier  die  benachbarten  Hauptschnitte  beider  Systeme  diver- 
girende  Linien  sind. 

Das  sind  Merkmale  und  Verschiedenheiten,  welche  durch  die  bisheri- 
gen analytischen  Entwickelungen  nicht  nachgewiesen  werden  können.  Es 
ist  deshalb  nöthig,  noch  einen  Schritt  weiter  zu  gehen  und  auch  die  Rich- 
tung der  Hauptschnitte  einer  näheren  Betrachtung  zu  unterwerfen. 

Bezeichnet  man  die  Richtung  der  grössten  Krümmung  mitag^oCg,  die 
der  kleinsten  Krümmung  mit  aj  b^  q ,  so  hat  man  nach  den  3)  und  9)  fol- 
gende Gleichungen : 
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25a)  -  =art,'  +  /3ft,'  +  yc,*  +  2wflf,6,  +  2t?fl,f,  +2wfr,c, , 
9t 

0  =  —  [otflfo«!  +  /?^^i  +  y ^0^1  +  w  («,  fto  +  flo^i)  +  »  («t  ^0  +  «^o^^i)       • 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Keihe  nach  mit  6iC|,  b^c^  nnd 
^0^1  +  ^0^1 )  addirt  sämmtliche  Prodacte  und  vereinigt  die  zusammengeböri- 
gen  Glieder,  so  folgt 

-  Ä,  c,  +  -  b^Co  =  —  a  qr+p  (— pw  +  qv  +  rw)  =  X. 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  die  beiden  anderen  Gleichnngen: 

Qo  9i 

-  a,  6,  +  —  «0^0  =  —  YPq  +  r{pu  +  qv-'rfv)  =  Z. 

Eliminirt  man  in  diesen  Gleichungen  mittels  der  Relationen 
&,c, +6oCo  +  5rr  =  0,     a^c^+aoC^  +  pr  =  0  etc. 
das  eine  Mal  die  Producte  b^Ci ,  ^i  c,  und  a|6, ,  das  andere  Mal  die  Glieder 
K^oy  ^0^0  ^°^  ^0*0»  ^^^  setzt  ferner 


cro  kommt 


26)  7  =  --  ^^ — h  <^  ö|  <^i  =  —^^ <^  S^o. 

'  Q\  9o 

Aus  diesen  Gleichungen  können  die  Radien  der  Krümmungslinien  und 
andere  damit  zusammenhängende  Grössen  ermittelt  werden.  Bezeichnet 
man  die  gedachten  Radien  mit  Atq  und  Ar,,  ferner  ihre  Richtungsgrössen  mit 
Po>  9oy  ^0  "°^  Pi^  ^1»  ^1»  so  gelten  bekanntlich  die  Gleichungen 

nmS  Po  =  «0  ^  0 1         ö'o  =  ^0  ^  0  »        ^0  =^  ^0  '^  0  » 

Pj=Ar,flr',,     qi  =  kib\y     r^^kyc\. 

Um  nun  die  Derivationen  a\^  a\  etc.  zu  erhalten,  differentiirt  man  die 
Gleichungen  26).    Es  kommt 

— Ä — = — 2- —  +  ^  (^1  c ,  +  c,  i ,)  +  ft,  r,  <r , 

—  d  {b^c  ^  +  Cob  o)  -  b^Cod  j 


9o' 
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2)  '  ,     ^^    r 

i —  —  d  (a^c  0  +  c^a  o)  —  ^'a^'o^'  \ 


3) 


—  Qo{P^/+gP)'-P'/Q'o  ,,l^    K'       IL        '\  „    h    rf 


Im  speciellen  CoordiDatensystem  ist  nan 

«0=*»     ^o  =  ö»     ^o  =  ö,     a,  =0,     6i=l,     C|=0. 
Führt  man  diese  besonderen  Werthe  ein,  so  gehen  die  vorigen  Formeln 
in  folgende  über: 

tX'^Xi      -q'^.       -q 

2) = = rfCo, 

3)  -^ ^da\  -=--db\. 

Es  bleiben  nun  noch  die  Glieder  links  vom  Gleichheitszeichen  zu  ent- 
wickeln. Man  findet  Idcht,  dass  die  beiden  ersten  derselben  kein  neues 
Resultat  liefern;  das  dritte  Glied  hingegen  führt  auf  den  Ausdruck 

IZ' — Zi     up'-\-vq 

\%  \        • 

Setzt  man  denselben  oben  ein,  so  folgen  schliesslich  die  Gleichungen 
28)  .)c'.=-ff',     2,  c'.  =  -p'.     3,  «'.=-6',  =  ?^^^. 

Damit  sind  vier  der  gesuchten  Derivationen  ermittelt.  Die  noch  feh- 
lenden Grössen  d^  und  h\  sind  =0,  wie  aus  den  Gleichungen 

unmittelbar  hervorgeht.  , 

Setzt  man  in  den  !?8)  den  Winkel  9=0,  resp.  =  ~,  so  erhält  man  die 

besonderen  Werthe,  die  zur  Ermittelung  der  Radien  der  Krnmmnngslinie 
gebraucht  werden,  durch  folgende  Ausdrücke: 

/  __  1  .  _  1         '  _  —  ^       A'  —    " 

Qi  9o  9i^d  Q^td 

Substituirt  man  dieselben  in  die  allgemeinen  Gleichungen  27),  so  kommt 
endlich 


29)                                              ,                     '""* 

^•-^./rf'  *'-«• 

"=.- 

ZeiUchrin  f. Mathematik  a.  Physik,  XVII,  2. 
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COSTIq^-  , 

Qo 

cosn,  =  -  , 
9i 

'i/«.=±rrf. 

'^'"  =  +  /-7/- 

Au8  den  vorstehenden  Richtungsgröbsen  der  Krümmungsradien  k^  nnd 
k^  lassen  sich  nun  die  letzteren  selbst  auf  einfache  Weise  ableiten.  Man 
erhält,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  quadrirt,  addirt  und  die  Summe 
=  1  «etzt ,  folgende  Gleichungen: 

30)  K-=  ,-^'-^^    K^-^-. 

Die  Badien  k^  und  kt  schliessen  mit  der  Flächennormale  zwei  Winkel 
ein,  welche  die  localeu  Polhöhen  des  Flächenelements  genannt  werden  sol- 
len. Bezeichnet  man  sie  beziehungsweise  mit  n^  und  tti  ,  so  erhält  man  da- 
für aus  den  29)  die  Relationen 


31) 


Das  Vorzeichen  in  diesen  Formeln  ist  abhängig  von  den  Grössen  /?,  und  g„. 
Die  localen  Polhöhen  haben  im  Allgemeinen  beliebige  endliche  Werthe. 
Ist  eine  derselben  =0,  so  verschwindet  auch  die  entsprechende  Grösse  u 
oder  V  nnd  das  Flächenelement  gehört  einer  Rotationsüächo  an  oder  bildet 
für  sich  eiue  solche  Fläche;  sind  beide  Polhöhen  =0,  so  hat  man  ein  äqua- 
toreales  Flächenelement. 

§6. 

Man  gehe  zurück  zur  Gleichung  5).  Dieselbe  repräsentirt  in  Verbin- 
dung mit  der  Flächengleichung  eine  Curve,  welche  den^  geometrischen  Ort 
aller  Berührungspunkte  zwischen  der  constanten  Tangente  abc  und  der 
Fläche  bildet.  Diese  Curve  ist  im  Allgemeinen  eine  doppelt  gekrümmte 
Linie;  nur  dann  geht  dieselbe  in  eine  einfach  gekrümmte  über,  wenn  iv  eine 
Fläche  zweiten  Grades  vorstellt.  Sie  soll  die  Rolllinie  der  Fläche  genannt 
und  späterhin  für  den  speciellen  Fall  der  Fläche  zweiten  Grades  eingehend 
behandelt  werden. 

Für  sich  allein  betrachtet^  repräsentirt  die  Gleichung  5)  eine  Fläche  n;,, 
welche  die  ursprünglich  gegebene  Fläche  w  in  der  Rolllinie  schneidet.  Aus 
der  5)  ging  durch  Differentiation  die  6)  hervor,  nämlich 

(aa  +  tih  '\-vc)x  +  (wa  +  ßb  +  uc)  y+  {ya  +  wft  +  yc)  2'=  0. 
In  dieser  Gleichung  verhalten  sich  die  Coefficienten  von  x\  y\  z  wie  die 
Cosinus  der  Richtungswinkel  der  Flächennormale  von  tv^.    Stellt  man  eine 
zweite  Gleichung 

(«fl,  +ivb^  +  vc^)  x\  -f  {wa^  +  ßb^  +  i/c,)  y\  +  (t?a,  -f  «6,  +  yc,)  2',  =0 
auf,  welche  sich  auf  die  constante  Tangente  «i  b^  Cj  bezieht  und  einer  andern 
Fläche  rv^  angehört,  so  verhalten  sich  hier  die  Coefficienten  von  x\ ,  y\  und 
z\  wie  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  der  Flächennormalejron  wj. 
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Ea  möge  nun  die  Kichtung  fgh  bestimmt  werden,  welche  auf  beiden 
Flächennormalen  senkrecht  steht  oder,  was  dasselbe  heisst,  in  welcher  sich 
die  Flächen  n;,  und  iv^  schneiden.  Nimmt  man  zuerst  die  Grösse  /  vor,  so 
erhält  man  nach  bekannter  Methode 

/"/,=  {Tva  +  ßb  +  uc)  {vOi  +  ubt  +  Y^i)'-'  ('^'^i  +  ß^t  +w<^i)  {va  +  ub  +  yc) 
=  wu{ab^  —  ifib)  +  rvy  («r,  —  a, c)  —  ßvbt  {ab^  —  a,  6)  +  ßy  {bc^  —  6,c) 
+  M  »  (c«!  —  a,  c)  -—  w*  (6  r,  —  /;,  c). 

Die  Determinanten,  welche  in  diesem  Ausdrucke  vorkommen,  lassen 
sich  durch  andere  Grössen  ersetzen.   Man  hat  nämlich  die  drei  Richtungen 

a     b     c, 

P     9     r, 

von  welchen  die  beiden  ersteren  auf  der  letzteren  senkrecht  stehen.   Daraus 
ergeben  sich  ohne  Weiteres  folgende  Relationen : 

bc.  —  cb.  ca.  —  ac.  ab.  —  a,  6 

p== '-J       q  = ,       r=  — ' *-  . 

n  n         '  n 

Führt  man  diese  Grössen   ein,   so  geht  der  Ausdruck  für  /in  folgenden 
über: 

f^z—P  (ßy  —  «*)  +  2  {uv  —  wy)  +  r  {wu  —  ßü). 

Auf  gleiche  Weise  werden  auch  die  Grössen  g  und  h  entwickelt,  und 
man  erhält,  indem  man  sie  alle  drei  zusammenstellt,  die  Gleichungen 

Ps  ^PißY—  "^)  +  Ö'  (««'•  —  f^y)  +  r  (mw  -  vß), 

32)  gfs  =  P  ("«?  — wy)  +  q  (ay  — t'2)  +  r  (üw  —  tta), 

ht^  =  p  {liw  —  vß)  +  q  (vw—  wa;  +  r  {aß  —  tv^), 

i^  bedeutet  auch  hier  die  Wurzel  aus  der  Quadratsumme  der  Glieder  rechts 
Yom  Gleichheitszeichen. 

Die  Grössen  /*,  ^,  h  sind,  wie  leicht  ersichtlich,  unabhängig  von  der 
Tangente;  sie  beziehen  sich  daher  auf  eine  Linie ^  welche  ausschliesslich 
der  Fläche  angehört.  Diese  Linie  soll  die  Centrale  des  Flächenpunktes  ge- 
nannt werden. 

Multiplicirt  man  die  32)  der  Reihe  nach  mit  p,  q^r  und  addirt,  so  er- 
hält man  den  Cosinus  des  Winkels  t  zwischen  der  Normale  und  Centrale 
durch  die  Gleichung 

i^  cost  =/>*  {ßy  u«)  +  q^  («y  ~  v^)  -f  r*  (a/5  -  rv^)  +  2pq  {uv  -  wy) 
+  2;jr  {uw--vß)+2qr  {vw  —  ua). 

Geht  man  nun  zum  speciellen  Coordinatensystem  über,  nach  welchem 
p=zqz=0  ist,  so  kürzen  sich  die  vorigen  Formeln  in  folgender  Weise  ab: 


aß 
35)  cos  £  =  -^. 
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Die  Ebene y.  welche  die  Normale  und  Centrale  verbindet,  nennt  man 
die  Centsalebeue.  Die  Pollinie  Imn  derselben  steht  senkrecht  auf  den  Rich- 
tungen 

f     9     h. 
Daraus  erhält  man  die  Richtung;  dieser  Linie  durch  die  Gleichungen 

/  =  —.^=^.=  ,      m  =5  — -z^ ,      w  =i  0 

oder,  wenn  man  die  bekannten  Werthe  einsetzt: 
ucc  —  Bv 

Senkrecht  auf  der  eben  bestimmten  Pollinie  steht  die  Tangente  der 
Centralebene ,  deshalb  erhält  man  für  die  Richtung  f^  m,  nj  <]erselben  die 

Werthe 

—  vß  ^ua 

37)  h  =    , ,     CT,  =  ,     «1  =  0. 

yu^ü?^v^ß^  }/u^a^  +  v^ß^ 

Bezeichnet  man  die  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  grössten  Krüm- 
mung einerseits  und  der  Pollinie ,  sowie  der  Tangente  der  Centralebene 
andererseits  beziehungsweise  mit  rj}  und  ^j^,  so  hat  man  die  Gleichungen 

l  =  cos  if;,  OT  =  sin  if; ;     /^  =  cos  tf;^ ,  m^  =  sin  t/;^ . 
Daher  folgt  aus  den  36)  und  37) 

—  V  ß  ua 

38)  '^'1'  =  —«-'     '^*i  =  .l- 

Zum  Schlüsse  soll  noch  Einiges  über  die  Lage  der  Centrale  bemerkt 
werden.  Aus  der  Gleichung  34)  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  diese  Linie  im 
Allgemeinen  ausserhalb  der  Uauptschnitte  liegt;  nur  in  besonderen  Fällen, 
wie  bei  den  Rotationsflächen,  fällt  sie  mit  einem  der  Hauptschnitte,  nämlich 
mit  der  Meridianebene,  zusammen.  Beim  äquatorealen  Flächenelemente  ist 
ihre  Lage  eine  ganz  bestimmte ,  denn  hier  hat  sie  gleiche  Richtung  mit  der 
Flächennormale. 

§7. 

Verbindet  man  irgend  eine  Tangente  xyz'  mit  den  beiden  Haupt- 
schnitten  Aq^oCq  und  o^^bj^c^  durch  den  Winkel  q}^  so  erhält  man  die  Gleich- 
ungen 

Oqx'+  h^y+c^z'^zcostp,     a^^x'+bj^y  +  c^z'=sinq>. 

Werden  dieselben  differentiirt,  so  kommt  weiter 

«0^+00^  +CqZ  +aQX  +bQy  +CqZ  =  —  äi /t  g? .  (p  , 
a^x'+  b^y"  +  c^z"-^  a\x -\-  b\y -^  c\z  =  costp.tp. 
Bei  Anwendung  des  besondern  Coordinatensystems  und  mft  Rücksicht 
darauf,  dass  die  Summe  der  drei  ersten  Glieder  an  sich  =0  ist,  verein- 
fachen sich  die  beiden  Gleichungen  in  folgehder  Weise : 

Digitized  by  LjOOQ IC 


Von  A.  Sonderhop.  -     125 


b'Qy'=  —  sin  q) .  q>\     a\  x'=  cos  (p.cp\ 
öo==— 9,  «1  =  9. 

Substituirt  man  für  h\  und  d^  die  Werthe  aas  den  28),  so  folgt  in  Hin- 
sicht auf  die  15) 

.  ,  u  a  cos <p -}- V ß  sin  q)  (ucos(p      vsin<p\ 

39)  ^  = -.^ =  _  ^^__  +  _-^^-^ 

oder  wenn  man --  =  «).  und ;  =  <Pi  setzt: 

Q^id      '^^  g,td      "*"' 

40)  9)'=  gj'o  C05  9  +  9^1  ^''^  9>« 

Die  Grösse  dg)  repräsentirt  den  kleinen  Winkel,  um  welchen  sich  die 
Hauptschnitte  gegen  dasCurvenelement  oder  auch  —  wie  man  leicht  findet 
gegen  die  Richtung  der  conjugirten  Tangente  drehen,  wenn  man  zu  einem 
benachbarten  Flächenpunkte  tibergeht;  sie  soll  deshalb  die  Torsion  der 
Hauptschnitte  genannt  werden. 

Setzt  man  den  Ausdruck  in  der  39)  und  das  Differential  desselben  =0 
und  löst  nach  g>  auf,  so  erhält  man  die  beiden  Winkel,  welche  den  Grenz- 
werthen  der  Torsion  entsprechen.    £s  kommt 

wenn  die  Torsion  (p'=0  ist,  und  ferner 
41b)  ig<p  =  }i, 

wenn  die  Torsion  ihren  Maximalwerth  q>'m  hat. 

Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  der  38),  so  folgt  der  Satz: 

Die  beiden  Winkel,  welche  die  Tangenten  der  kleinsten  Torsion  und 
der  Centralebene  mit  der  Kichtung  der  grössten  Krümmung  bilden,  er- 
gänzen sich  zu  180^ 
Man  kann  denselben  auch  so  ausdrücken : 

Die  Tangenten  der  kleinsten  Torsion  und  der  Centralebene  bilden 
mit  den  Hauptschnitten  gleiche  Winkel  mit  ungleichen  Vorzeichen. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Lage  der  beiden  erörterten  Rich- 
tungen an  der  Rotationsfläche;  denn  bei  dieser  fällt  die  Centralebene,  mit- 
hin auch  die  Richtung  der  kleinsten  Torsion,  mit  dem  Meridian  zusammen. 
Beim  äquatorealen  Flächenelemente  ist  die  Torsion  =0. 

Was  schliesslich  noch  die  Maximaltorsion  g>'m  betrifft,  so  ist  nur  zu 
bemerken,  dass  sie,  wie  aus  der  41)  unmittelbar  hervorgeht,  senkrecht  gegen 
die  Tangente  der  kleinsten  Torsion  gerichtet  ist  und  dass  sich  für  die 
Grösse  derselben  leicht  die  Formel  entwickeln  lässt: 
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§8. 

Ertheilt  man  in  der  FlÄchengleichung  n;=0  den  Variabein  a:,  y,  » 
kleine  Intremente  äx,  dy,  dz  und  entwickelt  dieselbe  nach  dem  Taylor- 
schen  Satze,  so  folgt 

rv  —  pl.dX'-ql  dtz  —  rt.dz+^dx^  +  ^dy^  +  ldz^ 

&  A  ir 

+  u.dy.dz  +  v,dx.dz  +  m.dx.dy  =  0. 

Diese  Gleichung  repräsentirt  nicht  mehr  die  ganze  Fläche  w^  sondern 
nur  einen  kleinen  Theil  derselben,  und,  es  ist  klar,  dass  die  Dimensionen 
dieses  Flächentheils  bemessen  werden  müssen  nach  der  Grenze,  bei  welcber 
ihre  dritten  Potenzen  aufhören,  verschwindend  kleine  Grössen  zu  sein.  In- 
nerhalb dieser  Grenze  müssen  die  Grössen  «,  j?,  y  etc.  als  Constante  und  die 
dXy  dy^  dz  als  Variable  betrachtet  werden.  Da  nun  die  letzteren  in  keiner 
höheren  Potenz  als  der  zweiten  vorkommen,  so  folgt,  dass  sich  ein  jedes 
Flächjenclement  durch  eine  Fläche  zweiten  Grades  darstellen  lässt. 

Geht  man  zu  dem  besondern  Coordinatensystera  über,  so  fallen  die 
mit  p,  q  und  w  behafteten  Glieder  hinweg.  Bezeichnet  man  ferner  die  Va- 
nabeln,   wie  es  gebräuchlich  ist,   mit  a:,  y,  z  und  multiplicirt  sämmtliche 

2 

Glieder  mit  -,  so  kommt  schliesslich 

aX^  .    ßii^      yz^  .   2m         .   2v 
43)  -y  +H^  +  >L.  +  _^,  +  ^.^,_2z  =  0. 

Die  Constanten  a^  ß ,  u^  v  sind  bekannte  Grössen  und  lassen  sich  nach 
Ausweis  der  vorhergehenden  Paragraphen  durch  Theile  des  Flächenele- 
ments ausdrücken.  Nicht  so  verhält  es  sich  mit  dem  Coefficienten  von  z*. 
Die  2  ist  in  Hinsicht  auf  die  anderen  Variabein  x  und  y  eine  unendlich 
kleine  Grösse  höherer  Ordnung,  der  Coefficient  von  z  kann  daher  keinen 
Einfluss  auf  die  Gestaltung  des  Flächenelements  ausüben  und  tritt  in  keine 
der  diesfallsigen  analytischen  ?]ntwickelungen  ein.  Durch  eine  wiederholte 
Differentiation  Hesse  sich  zwar  auch  ein  Ausdruck  für  den  gedachten  Coeffi- 
cienten gewinnen,  man  überschritte  aber  dadurch,  wenn  die  generelle 
Fläche  nicht  vom  zweiten  Grade  ist,  die  Grenzen  des  Flächenelementa. 

Was  hingegen  die  geometrische  Bedeutung  der  Grösse  y  betrifft,  so  ist 
es  nicht  schwierig,  dieselbe  zu  ermitteln.  Setzt  man  nämlich  in  der  43)  x 
und  y  =  0  und  substituirt  für  y  den  Ausdruck  l:f|,  so  kommt 

-  =  22. 

*l 

Daraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  c-Axe  zweimal  durch  die  Fläche  geschnit- 
ten wird,  das  eine  Mal  bei  dem  Werthe  2  =  0,  das  andere  Mal  bei  dem 
Werthe  2  =  2^^.  Die  Grösse  2s^  stellt  demnach  die  Entfernung  dieser  bei- 
den Schnittpunkte  dar.  ^  j 
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Führt  man  die  s^  in  die  43)  ein  and  setzt  auch  für  a^  ßy  Uy  v  die  ent- 
sprechenden Grössen  des  Flfichenelements ,  so  kommt  schliesslich  die 
Gleichung  des  Flächenelements  in  der  Form 

/p«  mj2  2^ 

44)  —  +  -  H 2^^,  d(p'Qyz  —  2pj  d(p\  xz  —  2«  =  0. 

Qo      Qi      ^1 

§9. 

Es  soll  nnn  noch  nntersucht  werden,  wie  sich  die  Flächenelemente 
dnrch  geodätische  Messungen,  also  durch  Beobachtung  der  Polhöhen,  Län- 
gen^ Azimuthe  und  irgend  einer  linearen  Grösse  ermitteln  lassen.  Vor  al- 
len Dingen  mnss  ein  Dreiecksnetz  vorhanden  sein,  dessen  einzelne  Seiten 
als  Linienelemente  betrachtet  werden  können.  Zweitens  müssen  alle  Punkte 
astronomisch  bestimmt  sein.  Geht  man  nun  von  einem  Netzpunkte  aus  und 
verbindet  ihn  mit  allen  benachbarten  Punkten,  so  erhält  man  soviel  Linien- 
zweiecke,  wie  benachbarte  Punkte  vorhanden  sind.  Durch  die  Berechnung 
dieser  Zweiecke  werden  die  Winkel  d  zwischen  den  benachbarten  Norma- 
len, sowie  die  sphärischen  Correctionen  bekannt.  Die  letzteren  ergänzen 
im  vorliegenden  Falle  die  Winkel  zwischen  den  conjugirten  Tangenten  zu 
90^,  sie  treten  deshalb  ebenso,  wie  die  ersteren,  unmittelbar  in  die  Formeln 
des  Flächenelements  ein. 

Am  zweckmässigsten  erscheint  es  nun,  mittels  der  berechneten  Grössen 

zuerst  die  Richtung   der  Hauptschnitte  zu  bestioomcn.     Man  bedient  sich 

hierzu  der  Gleichung  12 a),  indem  man  sie  auf  die  Form  bringt: 

d'coßS  . 

r  =  d  Sin  2  q>. 

2  '       ^ 

Der  Ausdruck  links  des  Gleichheitszeichens  besteht  aus  bekannten  Grössen ; 
rechts  hingegen  hat  man  die  zwei  Unbekannten  d  und  (p.  Um  dieselben  zu 
ermitteln,  stellt  man  die  analogen  Gleichungen  für  alle  Zweiecke  auf.  Be- 
zeichnet man  die  Winkel,  welche  die  verschiedenen  Richtungen  1,2,3  etc. 
mit  der  bestimmten  Richtung  0  cinschliessen,  mit  p^,  p^y  P^  etc.,  so  ent- 
stehen folgende  Gleichungen : 

d\  cos  tn 


Aus  diesen  Gleichungen  gehen  in  bekannter  Weise  die  wahrscheinlich- 
sten Werthe  der  Grössen  d  und  (p  hervor.  • 

Nunmehr  kann  man  zur  Ermittelung  der  Krümmungsradien  schreiten. 
Wendet  man  hierzu  die  17)  an,  so  geben  die  verschiedenen  Zweiecke 
1,  2,  3  etc.  folgende  Relationen: 
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1  2         Qfn  fr>  ^ 


46)  ^^^-^^'  +  ^-'^^^'==a',.,;if, 

^0  ?i 


Die  Winkel  «;pj,  «^pg  etc.  sind  durch  die  Berechnung  der  Gleichungen 
45)  bekannt  geworden.  Man  bat  es  daher  nur  noch  mit  den  zwei  Unbekann- 
ten Qq  und^^  zu  thun,  welche  nach  bekannten  Regeln  ermittelt  werden  können. 

Eigentlich  hätte  man  die  45)  und  46)  nicht  getrennt  berechnen  dürfen, 
weil  q^  und  q^  in  beiden  Gleichungen  vorkommt.  Der  Fehler,  welcher 
durch  die  Anwendung  dieser  einfacheren  Methode  begangen  wird,  ist  aber 
sehr  gering  und  kann  vernachlässigt  werden. 

Sind  auf  diese  Weise  für  jeden  Punkt  des  Dreiecksnetzeö  die  Krüm- 
mungsradien und  die  Richtungen  der  Hauptschnitte  ermittelt  worden,  so  ist 
man  nunmehr  in  den  Stand  gesetzt,  schliesslich  auch  die  Grössen  u  und  v 
zu  bestimmen.  Aus  den  bekannten  Richtungen  der  Hauptschnitte  auf  den 
verschiedenen  Punkten  lässt  sich  leicht  die  Torsion  q>  ableiten.  Betrachtet 
man  nun  wiederum  einen  Punkt  als  Centralpunkt,  so  liefert  die  40)  für  die 
benachbarten  Punkte  folgende  Gleichungen: 

<p'i  =  ^'o  ^ös  q>i  +  <jp'i  sin  tp^ , 
<jp'g  =  ^j'q  cos  qpg  +  (p\  sin  (p^ 


Daraus  lassen  sich  die  Grössen  (p^^  und  g>\  und  folglich  auch  die  u  und 
V  ermitteln,  und  somit  wäre  das  Flächenclemeut  vollkommen  bestimmt.  — 
Die  eben  erörterte  Methode  löst  zwar,  vom  theoretischen  Standpunkte  aus 
betrachtet,  die  Aufgabe  der  Flächenermittelnng;  sie  kann  auch  praktisch 
verwerthet  werden,  wenn  es  sich  darum  handelt,  einen  kleinen  Flächentheil 
ganz  speciell  kennen  zu  lernen;  aber  allgemeine  Anwendung  findet  sie 
nicht.  Ein  Element  der  Erdoberfläche  umfasst  ungefähr  einen  Raum  von 
einigen  Quadratmeilen.  Auf  diesem  Räume  müssen  wenigstens  vier  astro- 
nomisch bestimmte  Punkte  vorhanden  sein ,  wenn  das  Flächenelement  be- 
rechnet werden  soll.  Wollte  man  nun  einen  beträchtlichen  Theil  der  Erd- 
oberfläche nach  der  erörterten  Methode  aufmessen,  so  würde  dazu  eine  sehr 
grosse  Anzahl  von  Dreieckspunkten  nöthig-sein;  die  Schwierigkeit  der  Ar- 
beit würde  sich  in  unangemessener  W^eise  steigern,  die  Genauigkeit  des 
Ganzen  aber  nicht  gefördert  werden.  Im  Allgemeinen  ist  also  das  erwähnte 
Verfahren  nicht  anwendbar.  Man  ist  genöthigt,  anstatt  der  Flächenelemente 
grössere  Flächentheile  einzuführen,  und  da  diese  immer  noch  annähernd  als 
Flächen  zweiten  Grades  betrachtet  werden  können,  so  kommt  es  nun  dar- 
auf an,  die. Eigenschaften  dieser  Flächen,  insbesondere  des  Eilipsoids, 
specieller  zu  untersuchen.    Dies  soll  im  nächsten  Capitel  geschehen. 

(Schluss  folgt.) 
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Ueber  Epicydoiden ,  Hypocycloiden  und  daraus  abgeleitete 

Curven, 


Von 


Dr.  L.  Kiepert, 

Privatdocent  an  der  Universität  Freibarg  i.  B. 


(Hierzu  Taf.  II ,  Fig.  1  —  5  und  ^—  F.) 


Am  7.  Januar  1856  hielt  Steiner  in  der  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin  einen  Vortrag:  „Ueber  eine  besondere  Curve  dritter  Classe  und 
vierten  Grades,  welche  merkwürdige  Eigenschaften  hat  und  sich  bei  ver- 
schiedenen geometrischen  Betrachtungen  einstellt".  (Abgedruckt  in  C r  e  1 1  e 
LIII,  231.)  Diese  Curve  ist  die  Enveloppe  aller  derjenigen  Geraden,  welche 
man  erhält,  wenn  man  aus  den  Punkten  auf  der  Peripherie  des  einem 
Dreieck  umschriebenen  Kreises  jedesmal  die  drei  Perpendikel  auf  die  Sei- 
ten des  Dreiecks  fällt,  deren  Fusspunkte  in  einer  solchen  Geraden  liegen. 

Die  interessanten  Eigenschaften  dieser  Curve  veranlassten  noch  mehr-  • 
fach  andere  Geometer  zu  ihrer  Behandlung.   (Vergl.  Schröter:  Ueber  die 
Erzeugnisse  krummer  projectivischer  Gebilde,  Grelle  LIV,  31;   und  Cre- 
mona:  Sur  Thypocycloide  ä  trois  rehroussements y  Grelle  LXIV,  101.) 

Auch  in  den  Nouvelles  Annales  wurde  die  Untersuchung  jener  Curve  als 
Aufgabe  gestellt,  und  ich  versuchte,  diese  Aufgabe  zu  lösen.  Ich  hatte  dabei 
eine  andere,  bis  dahin  noch  nicht  erwähnte  Erzeugungsweise  der  Curve 
benutzt,  die  mir  vor  den  bereits  bekannten  insofern  den  Vorzug  zu  haben 
schien,  als  aus  ihr  erstens  alle  von  Steiner  aufgestellten  (aber  nicht  be- 
wiesenen) Sätze  sehr  elementar  abgeleitet  werden  können,  zweitens  aber 
auch,  weil  sich  die  für  die  Stein  er*  sehe  Curve  (die  eine  gemeine  Hypo- 
cycloide  mit  drei  Rückkehrpunkten  ist)  so  abgeleiteten  Sätze  sogleich  auf 
alle  gemeinen  Epicydoiden  und  Hypocycloiden  übertragen  lassen.  Die 
hieraus  entstandene  Arbeit  reichte  ich  im  Frühjahr  1870  der  philosophischen 
Facultät  zu  Berlin  em;  ehe  mir  jedoch  eine  VeröflTeutlichung  möglich  war,, 
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erschien  in  diesem  Jonrnal  (XV.  Jahrg.  S.  129,  aasgegeben  den  2.  Mai  1870) 
ein  Aufsatz  von  Herrn  E.  F.  Eckardt,  in  dem  sich  die  auch  von  mir  be> 
nutzte  Erzeugungsweise  der  Epicjcloiden  und  Hjpocjcloiden  findet.  Ob- 
gleich Herr  Eckardt  in  seiner  Abhandlung  bereits  einige  Satze  aufgeführt 
hat,  die  auch  in  meiner  Arbeit  enthalten  waren,  so  konnte  ich  diese  Satze 
in  der  hier  folgenden  Umarbeitung  doch  nicht  fortlassen,  weil  sie  bei  mir 
auf  ganz  anderen  Wegen  hergeleitet  werden  und  in  dieser  Herleitung  auch 
für  das  Uebrige  von  Wichtigkeit  sind. 


Die  Stein  er 'sehe  Curve  ist,  wie  man  leicht  zeigen  kann,  die  En- 
veloppe  der  Geraden  fi5,  wenn  sich  die  von  Steiner  mit  fi  und  s  bezeich- 
neten Punkte  auf  dem  Kreise  m^  in  entgegengesetzter  Eichtung  bewegen, 
und  zwar  s  doppelt  so  schnell  als  fi.  Die  Verallgemeinerung  hiervon  liegt 
sehr  nahe.  Auf  eiuem  Kreise  m*  bewegen  sich  zwei  Punkte  ^  and  s  mit  den 
Geschwindigkeiten  q>  und  if;,  wobei  zwischen  <p  und  t/;  irgend  eine  Gleich- 
ung besteht;  dann  umhüllt  die  Verbindungslinie  ^5  eine  Curve,  die  wir  zam 
Unterschiede  von  den  aus  ihr  abgeleiteten  Curven  Anfangs  curve  nennen 
wollen.  Ferner  sei  M  die  Mitte  der  Sehne  fx$,  dann  steht  die  Gerade, 
welche  den  Punkt  M  mit  dem  Mittelpunkt  m  des  Kreises  m'  verbindet,  senk- 
recht auf  der  Seime  ft5,  also  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Anfangscurve. 
Deshalb  wollen  wir  die  bei  eintretender  Bewegung  vom  Punkte  M  beschrie- 
bene Curve  Fusspunktscurve  nennen.  Schliesslich  legen  wir  in  den 
Punkten  fi  und  s  an  den  Kreis  die  Tangenten,  die  sich  in  dem  Pol  P  der 
Geraden  ^is  schneiden.  Deshalb  nennen  wir  die  bei  eintretender  Bewegung 
von  P  beschriebene  Curve  Polar  curve.  Dabei  folgt  aus  Kreissätzen  un- 
mittelbar, dass  —  =  — k  is^»  wo  r  der  Radius  des  erzeu^^enden  Kreises 
r        mP 

ist,  dass  also  auch  durch  reciproke  Radii  vectores  die  Polarcurve  ans 
der  Fusspunktscurve  abgeleitet  werden  könnte. 

Ueber  das  hierdurch  deünirte  Coordinatensystem  hoffe  ich  später  mehr 
zu  geben;  in  dem  Folgenden  möge  nur  eine  sehr  einfache  Gleichung  zwi- 
schen g)  und  ^  behandelt  werden,  um  die  Zweckmässigkeit  dieses  Coordi- 
natensjrstems  zu  zeigen.    Diese  Gleichung  sei 

wo  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist.  In  Worten  bezeichnet  diese 
Gleichung:  Die  Punkte  u  und  s  durchlaufen  die  Peripherie  des  Kreise«  m% 
und  zwar  bewegt  sich  s  n-mal  so  schnell  als  fi.  Der  Sinn,  in  dem  sich  die 
beiden  Punkte  bewegen,  sei  gleich  oder  entgegengesetzt;  beide  Fälle  sol- 
len gleichzeitig  behandelt  werden,  und  in  den  Formeln  soll  für  den  erstea 
Fall  immer  das  obere  Zeichen  gelten,  während  für  d^n  zweiten  Fall  das 
untere   Zeichen   gilt.     Die   angewendeten  Bezeichnungen   sind,  soweit  es 
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möglich  war,  denen  von  Steiner  entlehnt.  So  nennen  wir  jede  Gerade  fis 
eine  Erzengende  G,  den  Punkt  ft  ihre  Mitte  und  den  Punkt  s  ihren  Scheitel, 
obgleich  für  den  Punkt  |ia  der  Name  Mitte  nur  bei  der  Stein  e  raschen  Curve 
ganz  entsprechend  ist.  Den  Radius  des  Kreises  m*  setzen  wir  gleich  r.  Ist 
in  dem  Folgenden  von  einer  polaren  Beziehung  die  Rede,  so  besteht  sie 
stets  durch  Vermittelung  des  Kreises  m*. 

1.  Wir  wollen  zunächst  auf  einer  beliebigen  Erzeugenden  G  oder  fis 
den  Berührungspunkt  i  aufsuchen.  Es  seien  G  und  G'  zwei  beliebige  Er* 
zeugende  mit  den  Mitten  fi,  ^'  und  den  Scheiteln  ;,  s';  ihr  Durchschnitts- 
punkt sei  T\  dann  sind  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Kreislehre  die  Drei- 
ecke iifiT  und  s'sT  einander  ähnlich,  und  infolge  dessen  verhält  sich 

Wenn  jetzt  die  Punkte  fi  und  fi  einander  unendlich  nahe  rücken ,  so 
rücken  auch  s  und  /einander  unendlich  nahe;  die  Sehne  /h/li'v  vereinigt  sich 
mit  dem  Bogen  jü/*',  und  ebenso  vereinigt  sich  die  Sehne  ss'  mit  dem  Bogen 
ss\  Da  nun  aber  der  Bogen  ss'=  7i. ^ipL  ist,  so  gilt  diese  Gleichung  auch 
für  die  gleichbenannten  Sehnen,  wenn  diese  nur  hinreichend  klein  sind. 
Gleichzeitig  mit  dem  Aneinanderrücken  der  Punkte  ft  und  |i'  geht  der  Durch- 
schnittspunkt T  der  beiden  Erzeugenden  G  und  (?'  in  den  Berührungspunkt  / 
der  Erzeugenden  G  über.  Wir  haben  dann  also  folgende  Proportion: 
fifi:s's=^tii:  ls'^=lfi  :ts  =  1 :  n. 

Nun  fällt  aber  fi  mit  ft'  und  s  mit  s'  zusammen,  folglich  ist 

is  =  n,l^. 

Darin  liegt  der  Satz:  Der  Berührungspunkt  t  einer  jeden 
Erzeugenden  G  oder  (as  t heilt  sie  in  dem  Verhältniss  von  l 
zn  n.  Der  Punkt  t  liegt  zwischen  fi  und  s,  wenn  sich  ^  und  s  im  gleichen 
Sinne  bewegen,  dagegen  auf  der  Verlängerung  von  fis  über  fi  hinaus,  wenn 
sieh  die  beiden  Punkte  im  entgegengesetzten  Sinne  fortbewegen. 

2.  Jetzt  ist  es  sehr  leicht,  in  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Polar- 
curve  an  diese  eine  Tangente  zu  legen.  Ist  nämlich  P  der  Pol  der  Erzeu- 
genden fiS  (die  also  eine  Tangente  der  Anfangscurve  ist),  so  wird  die  Tan- 
gente der  Polarcurve  die  Polare  des  Punktes  i  sein»  in  dem  (is  die  Anfangs- 
curve berührt.  Die  Polare  des  Punktes  /  schneidet  aber  die  Sehne  fis  in 
einem  Punkte  /',  so  dass  /'  der  vierte  harmonische  zu  den  drei  Punkten  s,  ;*,  / 
ist.    Wir  haben  daher 

und  somit  folgenden  Satz:  Jede  Tangente  der  Polarcurve  schnei- 
det die  entsprechende  Tangente  ^is  der  Anfangscurve  in 
einem  Punkte  /',  der  (is  in  demselben  Verhältniss  von  1  zu  n 
theilt,  wie  der  Punkt  t\  nur  Hegt  der  Punkt  ^ausserhalb  von 
fi  und  5,    wenn  t  zwischen  fi  und  5  liegt,   und  umgekeiNrt,     Um 
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die  zu  P  gehörige  Tangente  der  Polarcurve  zu  construiren ,  bat  man  daher 
fis  m  dem  Verhältniss  von  1  zu  n  zu  theilen  und  den  Theilpunkt  mit  P  za 
verbinden,  dann  ist  diese  Gerade  P l'  die  gesuchte  Tangente  der  Polar- 
curve. 

Die  Punkte  F^i^(  bilden  ein  Polardreieck. 

3.^  (Fig.  1.)  Durch  reciproke  Radii  vectores  verwandelt  sich  die  Tan- 
gente P(  der  Polarcurve  in  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  nach  bekann- 
ten Sätzen  mt  ist.  Dieser  Kreis  geht  durch  die  reellen  oder  imaginären 
Schnittpunkte  des  Kreises  m'  mit  Pt'  und  berührt  die  Fusspnn^tscurve  im 
Punkte  M.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Nimmt  man  die  Radii  vec- 
tores der  Anfangscurve  zu  Durchmessern  von  Kreisen,  so 
hüllen  diese  Kreise  die  zugehörige  Fusspunktscurve  ein. 

Wir  nennen  diese  Kreise  Tangentialkreisc  der  Fusspunktscurve. 

4.  (Fig.  1.)    Die  Tangente   des  Tangentialkreises  im  Punkte  M  ist 

auch  Tangente  der  Fusspunktscurve;  sie  sei  ML^  dann  ist  nach  bekannten 

Sätzen 

<)C  LMPz=.  <)-  wfilf  =  <;<  mPL 

Daraus  folgt  der  Satz:  Die  Tangente  der  Fusspunktscurve 
und  die  entsprechende  Tangente  der  Polarcurve  bilden  mit 
dem  zugehörigen  Radius  yector  •  gleiche,  aber  entgegen- 
gesetzte Winkel.  (Dieser  Satz  gilt  für  je  zwei  Curven,  von  denen  die 
eine  aus  der  andern  durch  reciproke  Radii  vectores  hervorgegangen  ist.) 

In  unserem  Falle  ist  {MF  ein  rechtwinkliges  Dreieck  und  deshalb  ist 
L  die  Mitte  der  Hypotenuse  P(. 

5.  Wir  erhalten  alle  Erzeugenden  der  Anfangscurve,  wenn  der  Punkt  fx 
die  Kreisperipherie  einmal  durchläuft.  Gleichzeitig  durchläuft  s  die  Kreis- 
Peripherie  n-mal;  der  Punkt  s  wird  daher  n  +  1  -mal  mit  dem  Punkte  fi  zu- 
sammenfallen, je  nachdem  sich  die  beiden  Punkte  im  gleichen  oder  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  bewegen.  Diese  Stellen ,  an  denen  s  mit  ft  zusam- 
menfällt, seien  t/j ,  Wj  . . .  t/„:p.i.  Sie  theilen  den  Kreis  in  n  +  1  gleiche  Theile 
und  die  Tangenten  des  Kreises  in  ihnen  sind  gleichzeitig  Tangenten  der 
Anfangscurve,  der  Fusspunktscurve  und  der  Polarcurve,  denn  in  einem 
solchen  Punkte  u  fallen  die  Punkte  fi,  ^,  i^  /',  M^  P  und  L  zusammen,  wo- 
raus folgt :  In  den  «+"1  Punkten  w,,w,  ..w„^iberühren8ichder 
Kreis  m*,  die  Anfangscurve,  die  Fusspunktscurve  und  die 
Polarcurve  gegenseitig.  Ausserdem  werden  alle  vier  Cur- 
ven durch  diese  Punkte  in  n^l  gleiche  Theile  getheilt.  Die 
Punkte  w, ,  t/j...  w„::j:i  nennen  wir  die  Scheitel  der  Curven. 

6.  Da  in  den  beiden  Scheiteln  u^  und  u,  der  Punkt  fi  mit  dem  Punkte  s 
zusammenfällt,  so  wird  s  der  Gegenpnnkt  von  ft  sein,  wenn  ^  in  der  Mitte 
zwischen   u^  und  t/,  liegt.     Die  Gerade  ^ns  hat  dann  als  Durcl^messer  des 
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Kreises  m'  ein  Maximum  ihrer  Länge  and  infolge  dessen  auch  i^i  und  (s. 
Es  giebt  also  n  +  i  Erzeugende  G,  welche  Durchmesser  des 
Kreises  m' sind,  ihn  ebenfalls  in  nTjTl  gleiche  Theile  t heilen, 
und  deren  Berührungspunkte  ein  Maximum  des  Abstandes 
von  der  Peripherie  des  Kreises  m*  haben.  Diese  Erzeugen- 
den sind  daher  Ruckkehrta;igenten  der  Anfangscurve,  ihre 
Berührungspunkte  sind  Spitzen  und  liegen  alle  auf  der  Pe* 
ripherie   eines   Kreises   [m'],   der  mit  dem  Kreise  m'  concen- 

trisch   ist  und  den  Badius  — ; —  r  hat.     Sie   th'eilen   die   Peri- 

n+  l 

pherie  dieses  Kreises  und  die  Anfangscurve  inn  +  l  gleiche 

Theile. 

7.  Die  diesen  Rückkehrtangenten  entsprechenden  Punkte  M  fallen  alle 
in  den  Mittelpunkt  m  des  erzeugenden  Kreises  m*.  DerPunktmistda- 
her  n+  Ifacher  Punkt  der  Fusspunktscurve  und  die'zugehö- 
rigen  n  +  lTangenten  stehen  senkrecht  auf  den  entsprechen- 
den Rückkehrtangenten.  Auch  hier  trennt  der  Punkt  m  n  +  l 
gleiche  Theile  der  Curve  von  einander. 

8.  Die  Polarcurve  hat  n+ l  Punkte  im  Unendlichen  und 

die  zugehörigen  Asymptoten  bilden  ein  reguläres  nlfli-Seit, 

«4-1 
das    einem    Kreise    mit    dem    Radius    — ^- r   und    dem    Mittel- 

fi  +  l 

punkte  m  umschrieben  ist.  Der  Radius  des  Kreises  beträgt  nämlich 
-^  r,  da  die  Spitzen  der  Anfangscurve  auf  dem  Kreise  [m*]  mit  dem  Ra- 
dius -^J^  r  liegen. 

Auch  hier  sind  n^Ti  gleiche  Curvenzweige  durch  das  Unendliche  von 
einander  getrennt. 

Nachdem  wir  diese  charakteristischen  Punkte  der  Curve  aufgefunden 
haben,  wollen  wir  zeigen,  dass  die  Anfangscurve  und  die  Fusspunktscurve 
auch  durch  rollende  Bewegung  entstehen  können. 

9.  (Fig.  2.)  Es  möge  der  Punkt  t/| ,  in  dem  ft  und  8  zusammenfallen, 
als  Anfangspunkt  der  Bewegung  betrachtet  werden.    Um  den  Punkt  m  sei 

ausser  dem  Kreise  m*  noch  der  Kreis  fm*]  mit  dem  Radius  -^^--  r  beschrie- 

»  + l 

ben,   der  von  der  Geraden  mu^  in  f>|   und   von   m^i  in  v  getroffen   wird, 

Ueber  (iv  als  Durchmesser  sei  ein  Kreis  beschrieben,  der  also  den  Radius 

hat,  von  der  Erzengenden  (is  \n  einem  Punkte  t  geschnitten  wird 


n+i 

und  dessen  Mittelpunkt  c  heissen  möge.  Wir  haben  den  Durchschnitt  dieses 
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Kreises  mit  der  Erzeugenden  fis  t  genannt,  weil  der  Punkt  t  in  der  That 
der  Berührungspunkt  der  Erzeugenden  ^s  ist.  Denn  die  beiden  Kreise  be- 
rühren sich  im  Punkte  ft,  deshalb  verhalten  sich  die  von  fi  aus  gezogenen 
Sehnen  ^s  und  ^li  wie  die  Radien  der  zugehörigen  Kreise ,  also  wie  «+  1 
zu  1.    Es  ist  daher 

|[iS=(w+l).|[A/ 

oder 

is  =  nJii, 

Ist  Winkel  w,  171^1  =  9,  so  ist  Winkel  «,  m5  =  n.<3p;  wenn  also  r  der  Ge- 
genpunkt von  i  ist,  so  wird 

Deshalb  ist  der  Bogen 


tr  =7^  =  Cfi .{«  +  I)qp  =  ||-±-jr.qp; 


ferner  ist  auch 


folglich 


rii;  =  mv.9=  — ^— r.qp, 


Daraus  folgt,  dass  am  Anfange  der  Bewegung  der  Punkt  r  mit  v^  und 
der  Punkt  i  mit  u^  zusammenfiel,  dass  darauf  der  kleine  Kreis  mit  dem  Ra- 
dius — j —  auf  dem  Kreise  \m*\  mit  dem  Radius  -^-  r  fortgerollt  ist:  die 

;i  +  l  ^    ^  w  +  1  ^  ' 

dann  vom  Punkte  i  durchlaufene  Carve  ist  mit  unserer  Anfangscurve  iden- 
tisch. Die  Berührung  der  beiden  Kreise  findet  von  aussen  statt,  wenn  die 
erzeugte  Anfangscurve  durch  gleichgerichtete  Bewegung  der  Punkte  fi  und 
s  entsteht;  dagegen  findet  die  Berührung  von  innen  statt,  wenn  die  erzeugte 
«Anfangscurve  durch  ungleich  gerichtete  Bewegung  der  Punkte  ^  und  s 
entsteht. 

Die  Anfangscurven  sind  also  gemeine  Epicycloiden  und  ge- 
meine Hypocycloiden. 

10.  (Fig.  3.)  Um  die  Gleichung  für  die  Anfangscurve  herzustellTsn, 
sei  mt/|  die  positive  Richtung  der  d?- Axe  und  die  im  Punkte  m  darauf  senk- 
recht stehende  Gerade  sei  die  j/-Axe;  ferner  seien  die  Coordinaten  des 
Curvenpunktes  t  mit  o:, y,  die  von  fi  mit  o:^,  yfi  und  die  von  s mit or«,  y,  be- 
zeichnet, dann  ist 

Ä*^  =  r  cos  cpj       Vß^  ^  siti  <p , 
Xs  =  rcosnq>f     y,  =  +  r  sin n <p ; 
nun  folgt  aber  aus  dem  oben  Gesagten 

nix-'X^)  =  +  (ic-ar,),     n^y-^yfi)  =  +  (y-y.) 
oder  ^ 

Digitized  by  LjOOQIC 


rr  = 


Von  Dr.  L.  Kiepert.  135 

7iXa  +  oc,  r      .  ,  . 

w  +  1  n  +  1^         ^—  ^^ 

Aus  diesen  beiden  Gleichangen  lUsst  sieb  für  jeden  gegebenen  Werth 
Ton  »  der  Winkel  9  eliminiren  and  eine  Gleicbung  zwischen  x  und  y  her- 
leiten. Es  ist  aber  für  die  analytische  Behandlung  zweckmässiger,  die 
zwei  Gleichungen  beizubehalten. 

1 1.  (Fig.  3.)  Die  Gleichung  der  Fusspunktscurve  wollen  wir  in  Po- 
larcoordinaten  ausdrücken.  Es  sei  q  der  Badius  vector  und  ^  der  Winkel, 
den  der  Radius  vector  mit  einer  festen  Anfangsaxe  bildet;  dann  ist 


Nun  ist  aber 
also 


,.      +  n  +  1 

q-=:2inM=^r  cos  ~ (jp , 

Q=:LrCOS  —  —  d 

n  +  1 


die  Gleichung  der  Fusspunktscurve. 

12.    (Fig.  4.)  Aus  der  Gleichung  der  Fusspunktscurve  lässt  sich  leicht 
beweisen,   dass    sie   eine    verlängerte  Epicycloide   oder   eine  verlängerte 

Hypocycloide  ist.     Ist  nämlich  ein   fester  Kreis  mit  dem  Badius  — ^-  r 

und  dem  Mittelpunkte  m  gegeben,  der  von  einem  rollenden  Kreise  mit  dem 

Radius  —  und  dem  Mittelpunkt  c  von  aussen  oder  von  innen  berührt  wird, 

je  nachdem  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  gilt,  dann  ist  die  Central- 

f 
linie  der  beiden  Kreise  stjßts  gleich  — .    Der  Punkt  M  sei  von  c  gleichfalls 

p 
um  -  entfernt,   mit  dem  rollenden  Kreise  um  c  fest  verbunden  und  liege 

am  Anfange  der  Bewegung  in  gerader  Linie  mit  m  und  c.  Bollt  nun  der 
Kreis  nm  c  so  weit,  dass  er  den  Kreis  um  m  im  Punkte  b^  berührt  und  sein 
Mittelpunkt  nach  c,  gekommen  ist,  so  fällt  die  Linie  cM  nach  c^M^  und 
es  ist 

<)C;  mc,;i/,  =  180°  -  («+ l)  Cime, 


also 


c^mM^=i  — -  -CitnCf 


weil  sich  die  Badien  der  beiden  Kreise  wie  l'^u  n^  1  verhalten  und 

c^m  =  Ci  Ml 
ist    Folglich  ist 

mMi=2  WC,  .  cosci  m M^ 


w+l 

=  r  cos  — ' —  c,  m  c, 

2. 


Digitized  by  LjOOQIC 


136  Ueber  Epieyclpiden ,  Hypocycloiden  etc. 

Hei88t  der  Winkel,  den  mM^  oder  q  mit  der  Anfangsricbtung  mM  bil- 
det, wieder  %^  so  ist 

,   +n  — 1  +«  +  1 

also  •  __  

fi  -f  1  w  -i:  1  "  4- 1 «. 

— '-    r,  m c  =  -j — 4—  ^  uod    p  =  r  co*  — !—  -ö*. 

2        '  +n  +  l  '^  n  +  l 

Diese  Gleichung  stimmt  genau  mit  der  für  die  Fusspunktscurve  überein. 
Daraus  folgt  für  die  Polarcurve  die  Gleidbmig 


«4-1  ^ 
cos  — !  --  %^ 


13.  Es  möge  jetzt  die  Peripherie  des  ereeugenden  Kreises  m*  in  n 
gleiche  Theile  getheilt  werden,  die  Theilpnnkte  seien  fi),  fit ...  f^n,  dann 
haben  alle  Erzeugende,  die  in  diesen  n  Punkten  ihre  Mitten  haben ,  den- 
selben Scheitel  s\  denn  bewegt  sich  ^  von  einem  dieser  Punkte  bis  zu  dem 
folgenden,  so  durchläuft  s  einmal  die  ganze  Kreisperipherie.  Es  gilt  also 
folgender  Satz:   Je  n  Erzeugende  haben  denselben  Scheitel  und 

180^ 
schneiden   sich   unter   Winkeln,   von  denen  jeder  gleich  

ist.     Ihre  Mitten  fii,  fif.fn  theilen  die  Kreisperipherie  in  n 
gleiche  Theile. 

Die  n  Erzeugenden,  die  denselben  Scheitel  haben,  heissen  eine  Ornppe. 

1*4.  Fällt  man  von  dem  Mittelpunkte  m  des  erzeugenden  Kreises  m' 
auf  die  n  Erzeugenden  einer  Gruppe  Perpendikel ,  so  liegen  deren  Fuss- 
punkte  M^y  M^...Mn  Auf  der  Fusspunktscurve.  Weil  ms  die  gemeinsame 
Hypotenuse  von  diesen  n  rechtwinkligen  Dreiecken  mM^s^  mM^s ,,.mllf^s 
ist,  so  liegen  die  Punkte  ifj,  M^-^-Mn  auf  einem  Kreise,  dessen  Durch- 
messer ms  ist.  Da  nun  noch  die  Linien  sMy^  sM^,,.sMn  gleiche  Winkel 
mit  einander  bilden,  so  theilen  diese  Punkte  My^  M^,,,Mn  die  Peripherie 
des  Kreises  über  m^  in  n  gleiche  Theile,  und  die  Radii  vectores  bilden 
gleiche  Winkel  mit  einander.  Wir  haben  daher  folgenden  Satz:  Be- 
schreibt man  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  ein  beliebi- 
ger Radius  ms  des  erzeugenden  Kreises  m'  ist,  so  schneidet 
dieser  Kreis  die  Fusspunktscurve  in  n  Punkten  M^^  ^,...i/n, 
welche  die  Peripherie  des  kleinen  Kreises  in  n  gleiche  Theile 
theilen.  Die  n  Punkte  der  Fusspunktscurve^  die  auf  einem  solchen  Kreise 
liegen,  nennen  wir  eine  Gruppe. 

15.  Für  die  Polarcurve  gilt  ein  entsprechender  Satz:  Zieht  man  an 
den  erzeugenden  Kreis  m'  eine  beliebige  Tangente,  deren 
Berührungspunkt  s  heissen  möge,  so  schneidet  sie  die  Polar- 
curve in  n  Punkten  P|,  P^.,.P„^  so   dass  von  diesen  Punkten 
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aus  die  zweiten  Tangenten  an  den  erzeugenden  Kreis  m*  ein 
reguläres  n-Eck  bilden.  Verbindetman  die  Punkte /^,,  P,..  P„ 
mit  m,  so  bilden  diese  Verbindungslinien  mit  einander  gleiche 
Winkel.  Die  n  Punkte  der  Polarcurve,  welche  auf  einer  Tangente  dos 
Kreises  m*  liegen,  nennen. wir  eine  fc^ruppe. 

16.  Da  n  .  tfi  gleich  is  ist,  so  liegen  auchdieBerührungs- 
punkte  aller  Erzeugenden  einer  Gruppe  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises  und  theilen  diese  in  n  gleiche  Theile.  Dieser 
Kreis  geht  gleichzeitig   durch   den  gemeinsamen   Scheitel  s 

fl  T 

und  sein  Radius  ist  gleich  — , — .     Sein  Mittelpunkt  liegt  auf 

w  +  1  ^ 

der  Geraden  sm  und  der  geometrische  Ort  dieses  Mittelpunk- 
tes, wenn  sich  s  fortbewegt,  ist  wiederum  ein  Kreis,  der  mit 

dem  Radius  — ; —  um  den  Punkt  m  beschrieben  ist. 
n  +  l 

17.  Legt  man  in  den  Punkten  der  Gruppe  /^, ,  /*,.../^„  die 
Tangenten  an  die  Polarcurve,  so  schneiden  sie  die  entspre- 
chenden Erzeugenden  ^i^,  ^t^...^„s  in  den  Punkten  ^j ,  ^f'^'n^ 
die  wiederum  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen  und 
diese  in  n  gleiche  Theile  theilen.  Diese  n  Tangenten  umhül- 
len einen  Kegelschnitt,  weil  ihre  Pole  /j,  t^  ,.,  /»  auf  einem 
Kreise  liegen. 

Dasselbe  gilt  natürlich  von  den  Geraden  P^l^^  P^l^,.,  /*„/«. 

18.  Die  Punkte  ^i  >  ^ . . .  ^n  bilden  nach  dem  Vorhergehenden  ein  regu- 
läres n-Eck.  Fällt  man  auf  die  Seiten  dieses  regulären  n-Ecks  Perpen- 
dikel vom  Punkte  m  aus,  so  gehen  sie  durch  die  Pole  der  entsprechenden 
Seiten.  Der  Pol  von  /j/,  ist  aber  der  Durchschnitt  von  P^fy  und  Pt(^^  der 
Pol  der  Seite  /,/,  ist  der  Durchschnitt  von  P^f^  und  P^t\  u.  s.  f.  Deshalb 
gelten  folgende  Sätze : 

a)  Die  n  Tangenten  der  Polarcurve  -Pi^i,  Pt^t  "*  Pn^nt  die 
zu  einer  Gruppe  gehören,  bilden  mit  einander  ein 
n-Seit.  Verbindet  man  in  diesem  nSeit  die  Durch- 
schnittspunkte je  zwei  aufeinanderfolgender  Seiten 
mit  m,  so  bilden  diese  Verbindungslinien  gleiche  Win- 
kel mit  einander. 

h)  Verbindet  man  die  Durchschnittspunkte  der  n^^"  und 
der  zweiten  Seite  mit  m,  ferner  den  der  ersten  und 
dritten  Seite  mitm  und  so  fort,  so  gehen  diese  Verbin- 
dungslinien durch  die  Punkte  fi,,  |itt...|iin  und  bilden 
gleiche  Winkel  mit  einander.  Ausserdem  halbircn  sie 
die  Winkel,  welche  durch  die  in  a)  angegebenen  Ver- 
bindungslinien gebildet  werden.  ^  , 
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c)  Verbindet   man    die   Durcbscbnittspunkte   der  n^*"  und 

der  dritten  Seite,  der  ersten  und  der  vierten  Seite  und 

so    fort   noit   m,   so    sind    diese    Verbindungslinien    mit 

denen  in  a)  identisch. 

Dies  kann  man  beliebig  fortsetzt  und  so  für  alle  Arten  von  Ecken 

des  n-Seits  die  betreffenden  Sätze  herleiten.    Dabei  ist  zu  bemerken,  dass 

dieses  n  -  Seit  nieaials  ein  reguläres  ist. 

Dasselbe  gilt  auch  für  die  Linie  jP,/,  ,  P^i^,.,  Pntw 

19.  Macht  man  die  Badii  vectores  einer  Gruppe  m/,, 
ml^.,,min  zu  Durchmessern  von  Kreisen  Ä', ,  K^,.,Kny  so  sind 
diese  Kreise  die  Tangentialkreise  der  Punktengruppe  i/, , 
M^,,.Mn  An  die  Eusspunktscurve.  Verbindet  man  nun  die 
Durchschnittspunkte  je  zwei  aufeinanderfolgender  Kreise 
mit  m,  so  sind  diese  Vorbindungslinien  mit  denen  in  18ri) 
identisch' und  bilden  deshalb  gleiche  Winkel  mit  einander. 
Verbindet  man  dagegen  die  Durchschnittspunkte  von  Kn  und 
k\^  von  ATi  und  K^  ...  von  Kn-^i  und  K^  mitm,  so  erhält  man  die 
in  18^^  angeführten  Verbindungslinien  u.  s.  f.  Wir  haben  also  für 
die  Durchschuittspunkte  der  Tangentialkreise  einer  Gruppe  ganz  dieselben 
Sätze,  wie  für  die  Durchschnittspunkte  der  Tangenten  einer  Gruppe  an  die 
Polarcurve. 

20.  Es  sei  sSg  der  durch  den  Scheitel  s  gehende  Durchmesser  des  er- 
zeugenden Kreises  m',  dann  ist 

Da  nun 

U f*t  '•  'i «  =  /tjw,  :  /,*  =  /g f*s  :  /g*  = .  .  =  tniin  :  ^«5  =  l  :  « ? 
und  die  Senkrechten,  welche  man  auf  den  Erzeugenden  ^ftj,  f|u, ..  .5fin  in 
den  Punkten  fiufit  '-f  n  errichtet,  alle  durch  den  Punkt  Sg  gehen,  so 
schneiden  sich  auch  die  Senkrechten,  welche  man  auf  den  Erzengenden  in 
ihren  Berührungspunkten  /i,/f«'n  errichtet,  alle  in  einem  Punkte  5  des 
Durchmessers  ssg^  und  der  Punkt  S  ist  in  dem  Kreise,  der  durch  die  Be- 
rührungspunkte /i,  i^,..i„  gelegt  ist,  der  Gegenpunkt  von  ^.     Ausserdem 

180° 

schneiden  sich  diese  Linien  unter  Winkeln,  die  alle  gleich  sind,   da 

n 

die  Punkte  ^i ,/(...  /n  den  Kreis  in  n  gleiche  Theile  theilen.  Damit  ist  be- 
wiesen: Die  n  Erzeugenden  einer  Gruppe  berühren  die  An- 
fangscurve    in  n  Punkten,    welche    auf  der  Peripherie  eines 

Kreises   mit   dem   Radius  — ,  —    lieeen  und    diese   in  n  c;leiche 

«  +  1  ° 

Theile  theilen.     Die  Normalen   der   An  fangscurve   in   diesen 

n  Punkten  gehen  alle  durch  einen  Punkt  5,   den  Gegenpunkt 

von  5,  und  bilden  gleiche  Winkel  mit  einander. 
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21,  Wenn  ßicli  der  Punkt  s  auf  dem  Kreise  m*  fortbewegt, 
so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  5  ein  Kreis,  der  mit 

m'  concentrisch  ist  und  dessen  Radius  gleich    ~^-     r  ist,  also 
der  Kreis  [wi*]. 

22,  Errichtet  man  auf  den  n  Erzeugenden  in  den  Punk- 
ten <'i»/'f*^n  Perpendikel,  so  schneiden  sich  auch  diese  in 
einem  Punkte  S'^  der  auf  dem  Durchmesser  smSg  liegt,  und 
bilden  gleiche  Winkel  mit  einander. 

Wenn  sich  der  Punkt  s  auf  dem  Kreise  m*  fortbewegt,  so 
ist   der  geometrische  Ort  des  Punktes  S'  ein   Kreis,   der  mit 

»I*  concentrisch   ist  und  den  Radius   — ^:-  r  hat.    Wir  wollen  die- 
seu  Kreis  [m^J  nennen, 

23,  Daraus  folgt:  Die  Tangenten  />,^, ,  P^t\  ...  jP„/'„  der  Po- 
larcurye  in  den  Punkten  der  Gruppe  /*,  ,/^,  ...i^«  werden  von 
den  Perpendikeln,  die  man  auf  den  Kadii  vectores  m  P, , 
mP,  ...mPn  im  Punkte  m  errichtet,  bezüglich  in  den  Punkten 
01,  Ot  '  -  '  On  getroffen,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
Diese  gerade  Linie  geht  durch  den  in  22)  angeführten  Punkt 
S'  und  steht  auf  mS'  senkrecht.  Daher  umhüllt  sie  bei  ein- 
tretender Bewegung  den  Kreis  [w*]'. 

24,  Ebenso  werden  die  Geraden  f,/,,  PtU  "•  ^nU  von  den 
eben  genannten  Perpendikeln  m£),  ,m(>(...m()j,  bezüglich  in 
den  n  Punkten  O'm  ö't  . •  •  ö'n  getroffen,  die  in  einer  geraden 
Linie  liegen.  Diese  gerade  Linie  geht  durch  den  in  20)  an- 
geführten Punkt  5  und  steht  senkrecht  auf  i7i5;  daherumhüllt 
sie  bei  eintretender  Bewegung  den  Kreis  [m*]. 

25,  Sind  bei  der  Fusspunktscurve  i?,,  /?(.,./?„  die  Gegen- 
punkte von  den  Punkten  M^^  M^  ,,,  M^  auf  den  zugehörigen 
Tangentialkreisen  Ki^K^,.,Kny  so  liegen  diese  Punkte  /?i, 
ff,...  Bn  auf  einem  Kreise^  der  durch  sie  in  n  gleiche  Theile 
getheilt  wird.  Dieser  Kreis  geht  durch  die  Punkte  m  und  S 
und   hat  seinen  Mittelpunkt  auf  dem  Durchmesser  $m$^,   sein 

Radius  ist  gleich  — —. —  r.      Bei   eintretender   Bewegung   um- 
°  2nj+2 

hüllt  dieser  Kreis  den  Kreis  [m*], 

26,  Nimmt  man  die  Linien  m(', ,  m/',  ...  w/'«  zu  Durchmes- 
sern von  Kreisen  Ä", ,  K\  ...  A''«,  so  gehen  diese  Kreise  wie- 
der bezüglich  durch  die  Punkte  M^,  M^  ...  Mn,  deren  Gegen- 
puukte  i?',,  R't  ...  R'n  auf  einem  Kreise   liegen.    .Diester  KrjBis 
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geht  durch  den  Punkt  m  und  durch  den  Punkt  S\  wird  von 
den  n  Punkten  Ä',,  Ä*,  ...  Ä'„  in  n  gleiche  Theile  getheilt,  sein 
Mittelpunkt   liegt   auf  dem   Durchmesser  sms^   und  sein  Ka- 

dius  ist  — TZ-    r.    Bei  eintretender  Bewegung  umhüllt  dieser 

Kreis  den  Kreis  [m*J, 

27,  (Fig.  5.)  Es  sei  fis  eine  beliebige  Erzeugende  mit  dem  Berüh- 
rungspunkte <;  das  Perpendikel  im  Punkte  i  auf  |ii5  trifft  den  Durchmesser 
smSg  in  dem  Punkte  5,  der  auf  dem  Kreise  [m*]  liegt  und  gleichzeitig  der 
Durchschnittspunkt  der  n  zu  derselben  Gruppe  gehörenden  Normalen  ist 
Der  Gegenpunkt  von  -Sheisse  Sg  und  der  Punkt,  in  dem  St  den  Kreis  [m*] 
zum  zweiten  Mal  trifft,  heisse  M,  dann  liegt  M  auf  dem  Radius  m(A.  Be- 
wegen sich  nun  ijl  und  s  nach  dem  angegebenen  Gesetze,  so  bewegen  sich 
auch  Sg  und  M  nach  demselben  Gesetze,  weil  der  Punkt  M  auf  dem  Radius 
tfui  liegt.  Da  Sg  der  Gegenpunkt  von  S  ist,  so  haben  diese  beiden  Punkte 
auch  gleich  schnelle  und  gleichgerichtete  Bewegung. 

Daraus  folgt:  Bei  eintretender  Bewegung  durchläuft  der  Punkt  S  die 
Kreisperipherie  [m']  n-mal  so  schnell  als  der  Punkt  M,  und  zwar  im  glei- 
chen oder  im  entgegengesetzten  Sinne,  je  nachdem  s  und  ft  den  Kreis  w* 
im  gleichen  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  durchlaufen.  Hierdurch  ist 
der  Satz  bewiesen:  Die  sämmtlichen  Niormalen  der  Anfangs- 
curve  umhüllen  wieder  eine  Curve  von  derselben  Beschaf- 
fenheit wie  die  Anfangscurve;  die  Grösse  dieser  Curve  ver- 
hält sich  aber  zu  der  Grösse  der  Anfangscurve  wie  die  Ra- 
dien der  erzeugenden  Kreise  [m*]  und  m*,  also  wie  «"+1  zu 
«  +  1.  Die  Scheitel  dieser  Curve  liegen  in  den  Spitzen  der 
Anfangscurve. 

28.  (Fig-  5.)    Der  Berührungspunkt  der  Geraden  StM  sei  T,  dann  ist 

TS  =  u.TMi 
es  ist  aber  auch 

iS=n.m, 

denn  es  ist  ^M  parallel  Sg(A  und  5^M  parallel  Sfi,  und  daraus  folgt 

is:i(A  =  Ss:  Ssg  =  S  s  :  SgS:=tS  :  iM  =  n  :  i. 

Deshalb  liegen  T  und  /  in  Bezug  auf  S  und  M  ebenso  harmonisch,  wie  /  und 
t^  in  Bezug  auf  8  und  ft.  Nach  dem  Vorhergehenden  beschreibt  bei  eintre- 
tender Bewegung  der  Punkt  i  die  Anfangscurve  und  der  Punkt  T  eine 
Curve,  die  mit  Hilfe  des  Kreises  [m*]  ebenso  erzeugt  wird,  wie  die  Anfangs- 
curve mit  Hilfe  des  Kreises  m*.  Da  nun  t'  zu  /  dieselbe  Stellung  einnimmt, 
wie  ^  zu  T,  so  gilt  folgender  Satz :  Bei  eintretender  Bewegung  be- 
schreibt der  Punkt  f  eine  Curve,  die  mit  Hilfe  des  Kreises 
w']'   ebenso    erzeugt  wird,    wie   die   Anfangscurve   mit  Hilfe 
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dea   Kreises   m*;   diese  Curve  ist  deshalb       zz     -mal    so   ffross 

n  +  1  ** 

als   die  Anfangscjarve,   und  die  Tangenten  der  Anfangscurve 

sind  ihre  Normalen;  ihre  Spitzen  liegen  in  den  Scheiteln  der 

Anfangscurve. 

29.  Dass  die  Goraden  Sg^  und  ebenso  die  Geraden  5^M  bei  eintreten- 
der Bewegung  derartige  Curven  umhüllen,  bedarf  kaum  der  Erwähnung. 

30.  Da  die  Tangenten  der  Anfangscurve  die  Normalen  der  von  f  be- 
schriebenen Curve  sind,  so  ist  diese  Curve  die  Evolvente  der  von  /  be- 
schriebenen Anfangscurve.  Dabei  beginnt  jedesmal  die  Abwickelung  in 
einem  Scheitel  der  Anfangscurve,  in  dem  eine  Spitze  der  Evolvente  liegt. 
Wenn  wir  also  den  Bogen  der  Anfangscurve  von  dem  nächsten  Scheitel  an- 
fangend zählen ,  so  ist  seine  Länge  der  Strecke  tf  gleich.  Nach  dem  Vor- 
hergehenden ist  aber 

ts         US  ,         is         flS 


*n+l'        ^       n      n  +  r 
folglich  ist 

vr—i 

Der  Curvenbogen  ist  also  stets  -^ fi«,  wobei  ^s  die  von  der  Tan- 
gente mit  dem  Kreise  m*  bestimmte  Sehne  ist.  Bemerkenswerth  ist  dabei, 
dass  hier  das  doppelte  Zeichen  fortgefallen  ist,  dass  sich  also  die  Länge  des 
Curvenbogens  nur  nach  der  Länge  der  zugehörigen  Sehne  richtet,  nicht 
aber  darnach,  ob  sich  die  Punkte  ft  und  s  in  gleicher  oder  entgegengesetzter 
Eichtung  bewegen. 

Wird  die  Kreissehne  ^ns  zum  Durchmesser  des  Kreises  m^  so  geht  der 

Curvenbogen  bis  zur  nächsten  Spitze ;  daher  ist  der  Bogen  vx)n  einem  Schei- 

4  w  r 
tel  bis  zur  nächsten  Spitze  gleich  -^ ,  also  jeder  Curvenzweig  von  einer 

Spitze  bis  zur  nächsten  gleich    ^^   . 

Die  Länge  eines  solchen  Curvenzweiges  ist  dieselbe,  gleichviel,  ob 
sich  die  Punkte  fi  und  s  in  gleicher  oder  entgegengesetzter  Richtung  be- 
wegen, nur  die  Anzahl  dieser  Curvenzweige  ist  um  zwei  von  einander  ver- 
schieden; sie  ist  nämlich  n  +  l,   und  deshalb  wird  die  Länge  der  ganzen 

Curve  gleich  — ; — . 
n  "t"  1 

31.  Ebenso  einfach  gestaltet  sich  die  Berechnung  des  Flächeninhalts. 
Es  seien  wieder  G,  G'  zwei  benachbarte  Erzeugende  mit  den  Mitten  fi,  ^a', 
den  Scheiteln  ^,  s  und  dem  gemeinsamen  Berührungspunkte  U    Da  nun 
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l  ,        ,      l        , 

tu  =  —,is    und    tu=^-.ls 
^       n  ^       n 

ist,  80  wird  das  unendlich  schmale  Dreieck 

tau  =  -i  .  ISS  . 
•^       n* 

Wenn  sich  nun  fi  von  dem  Punkte  m,  bis  w,  bewegt,  so  nehmen  alle 
zugehörigen  Dreiecke  tss'  zusammen  die  ganze  Kreisfläche  m*  und  ausser- 
dem auch  noch  die  über  dem  Kreisbogen  t/jt/j  stehende  Spitze  ein,  während 
alle  unendlich  schmalen  Dreiecke  I^l^l'  zusammen  nur  die  Spitze  bedecken. 
Daraus  folgt,  dass  eine  solche  Spitze  den  Flächeninhalt 

^_ 

hat,  gleichviel,  ob  sich  die  Punkte  |ti  und  s  im  gleichen  oder  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  bewegen. 

Bewegen  sich  die  Punkte  /li  und  s  im  gleichen  Sinne,  so  sind  n  — 1 
solche  Spitzen  von  der  Fläche  des  Kreises  hinwegzunehmen,  damit  wir  die 
von  der  Curve  begrenzte  Fläche  erhalten.    Diese  wird  daher 

,  ;•'  n        nr^n 

Wenn  sich  aber  ^n,  und  s  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegen,  so  sind 
fi  +  l  solche  Spitzen  hinzuzufügen;  der  Flächeninhalt  ist  dann  also 

w  -  r 

Für  die  Polarcurve  leiteb  wir  aus  27)  bis  29)  folgende  Sätze  her : 

32.     Errichtet   man    im  Punkte   m    auf  einem  Radius    vec- 

tor   mP   der  Polarcurve   ein  Perpendikel  und  bezeichnet  mit 

Q  den  Schnittpunkt    dieses  Perpendikels   und    der  Tangente 

Pt\    so    beschreibt   bei    eintretender   Bewegung   der  Punkt  Q 

eine    Curve,    die    sich    von    der    Polarcurve    nur    durch    ihre 

w  -h  1 
Grösse  unterscheidet,   und    zwar   ist   sie      zz    -mal   so  erross, 

n  +  1  6  » 

als  die  Polarcurve. 

33  Die  Gerade  Pt  dagegen  wird  von  der  aufdemRadins 
vector  mP  senkrecht  stehenden  Geraden  mQ  in  einemPunkte 
Q'  getroffen,  der  bei  eintretender  Bewegung  wieder  eine  der 

Polarcurve    ähnliche,    aber    — ^J^ -mal    so    erosse    Curve    er- 

«  +  1  ^ 

zeugt.     Die  Tangenten  dieser  Curve  sind  die  Geraden  Q' P, 

34.  Der  Bogen  der  Polarcurve  ist  nur  darstellbar  durch  ein  elliptisches 
Integral  zweiter  Gattung  ohne  besonderes  Interesse;  aber  der  Flächeninhalt 
lässt  sich  einfacher  ausdrücken. 
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Dies  geschieht  ara  leichtesten  mit  Hilfe  der  in  12)  abgeleiteten  Gleich- 
ung der  Polarcurve 

cos  —1—  ^ 
Es  ist  nämlich  allgemein  der  Flächeninhalt 

also  hier 


0 


r» 


dd'        _r«    n  +  1      n  + 


n  ^1  2     n+i  ^  w+1 

n  +  l 


Für  die  Fusspnnktscnrven  gelten  folgende  Sätze: 

35.  Ist  R  auf  einem  Tangentialkreise  der  Gegenpunkt 
des  zugehörigen  Curvenpunktes  M,  so  beschreibt^  bei  ein- 
tretender Bewegung  eine  der  Fusspunktscurve  ähnliche,  aber 

... ßiai  80  grosse  Curve. 

«  Hh  1 

36.  Ist  R'  auf  dem  Kreise  über  dem  Durchmesser  mf  der 

Gegenpunkt   von   ilf,     so    beschreibt    R'  hei    eintretender   Be- 

I    1 

wBffung  eine  der  Fusspunktscurve  ähnliche,   aber  — 3Z— -mal 

w  +  1 

so  grosse  Curve.    Die  Tangentialkreise  für  diese  Curve  sind 

identisch  mit  den  Kreisen  über  den  Durchmessern  m^. 

37.  Auch  bei  der  Fusspunktscurve  lässt  sich  der  Bogen  nur  durch  ein 
elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  ausdrücken;  für  ihren  Flächeninhalt 
benutzen  wir  ihre  Gleichung 

ö  =  r  cos  — I —  "ö", 

also  ist  ihr  Flächeninhalt 

ü  0  0 

r*/      ,    «+  l      .   2«  4:2    \ 
4\^2n  +  2        Ji  +  1      / 

Wenn  wir  also  zwischen  den  Grenzen  0  und  -zi?-  .  -  intes^riren,    so 

«+12  ^  ' 

erhalten  wir  den  Flächeninhalt  eines  halben  Curvenzweiges,  nämlich 


w  +  1  '    8  ' 
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38.  Durch  jeden  Punkt  s  des  erzengenden  Kreises  m*  gehen  zunächst 
die  n  Erzeugenden  der  zugehörigen  Gruppe,  die  in  s  ihren  Scheitel  haben, 
nämlich  Sfii,  s^^  ,..  Sfin,  und  ausserdem  eine  Erzeugende,  die  in  s  ihre 
Mitte  hat.  Der  Scheitel  von  dieser  heisse  a,  dann  ist  es  möglich,  dass 
ö  mit  einem  der  Punkte  ^|,  1^2  •••ftn  zusammenfällt,  so  dass  diese  Erzeu- 
gende S6  eine  Doppeltangente  der  Anfangscurve  ist,  wenn  nicht  etwa  s  und 
a  beide  in  einem  der  Punkte  t/| ,  u, . . .  t/„  zusammenfallen.  Dabei  sieht  man, 
dass  die  beiden  Berührungspunkte  einer  Doppeltangente  stets  in  Bezug  auf 
den  Kreis  m'  eine  symmetrische  Lage  haben.  Wir  wollen  die  Anzahl  und 
die  Lage  dieser  reellen  Doppeltangenten  aufsuchen. 

Es  sei  wieder  tii  einer  der  Scheitel  der  Anfangscurve,  dann  folgt  aas 
dem  Bildungsgesetz  der  Curve,  dass 

<X5mii,  =  +  ;i  .<^:;  <ymM,  +a.  360*^ 
und 

<)C  a m  Wj  =  +  n  .  <);[  smu^'^\-  ß  .  360° 

sein  mnss,  wo  a  und  ß  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind.  Aus  die- 
sen beiden  Gleichungen  erhalten  wir 

>^  y.360° 

als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  dass  sa  Doppeltangente  der 

Anfangscurve  ist,  wo 

y  =  1 ,  2  . . .  n'  —  1 

300*^ 

sein  kann,    Ist  aber  smu,  ein  Vielfaches  von     ■: ,  so  fallen  die  Punkte  s 

n  +  1 

und  a  in  einem  Scheitel  der  Anfangscurve  zusammen;  eine  solche  Erzeu- 
gende ist  daher  nur  eine  einfache  Tangente  der  Anfangscurve.  Deshalb 
müssen  wir  von  den  für  y  angeführten  Werthen  w  +  l  Werthe  ausschliessen, 
nämlich 

Y-=n±l,2(n±i).   .(«+l)(n  +  l). 

Die  Anzahl  der  noch  übrig  bleibenden  Werthe  von  y  ist  daher 

upd  die  Anzahl  der  reellen  Doppeltangenten 

!KüZ±)  oder  iü±lK!LZ^,     • 
2  2  ' 

je  nachdem  sich  die  Punkte  n  und  s  im  gleichen  oder  im  entgegengesetzten 

Sinne  bewegen. 

Die  Lage  der  Doppeltangenten  ist  vollständig  durch  die  Gleichung 

y.360° 

bestimmt. 


'      /i'— 1 


39.     Den   Doppeltangenten    der  Anfangscurve    entsprechen  Doppel- 
punkte  der  Polarcurve  und   deshalb  auch  Doppelpunkte  der  Fusspunkts- 
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curve.  Daher  ist  durch  die  vorige  Nommer  gleichzeitig  die  Anzahl  and  die 
Liage  der  Doppelpunkte  auf  der  Polarcnrve  and  der  Fusspunktscurve  he- 
stinamt  worden. 

40.  £s  seien  G, ,  G^,..Qn  dio  zu  einer  Gruppe  gehörigen  n  Erzea- 
genden der  Anfangscurve  mit  dem  Scheitel  5^,  und  ffi^  B^,,.Bn  die  n  Er- 
zengenden einer  heliehigen  andern  Gruppe  mit  dem  Schpitel  ^a.  Denken 
wir  uns  nun  in  s^  und  sj^  zwei  projectivisch  gleiche  und  gleichgerichtete 
Strahlenbüschel,  so  erzeugen  diese  einen  Kreis.  In  diesen  beiden  Büscheln 
seien  G^  und  ff^  zwei  entsprechende  Strahlen,  dann  sind  auch  G^  und  F„ 
G^  und  J7,  ...  Gn  und  ir„  entsprechende  Strahlen,  weil  nach  dem  Vorher- 

V  180^ 

gehenden  Gp  mit  Gj  und  ebenso  Bv  mit  iST,  den  Winkel  -^ bildet.    Die 

n 

n  Durchschnittspunkte  von  G^  und  B^ ,  G^  und  B^,,.Gn  und  B^^  liegen  daher 
alle  auf  einem  Kreise,  der  durch  die  Punkte  Sg  und  s\  geht,  und  theilen  die- 
sen Kreis  in  n  gleiche  Theile. 

Ebenso  wird  bewiesen,  dass  die  n  Durchschnittspunkte  von  G,  und  B^^ 
Gf  und  B^  .,.  Gn  und  B^  auf  einem  Kreise  liegen,  der  gleichfalls  durch  die 
Punkte  s  und  $a  geht  und  von  diesen  n  Durchschnittspunkten  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  wird.  So  fahren  wir  fort  und  erhalten  den  Satz:  Die  n' 
Schnittpunkte  zweier  beliebiger  Gruppen  von  Tangenten  der 
Anfangscurve  liegenzu  je  n  aafn  Kreisen,  welche  alle  durch 
die  beiden  Scheitel  der  Gruppen  hindurchgehen,  und  diese 
Kreise  werden  von  den  auf  ihnen  liegenden  Schnittpunkten 
in  n  gleiche  Theile  getheilt. 

41.  Aus  der  Kreislehre  sind  die  beiden  Sätze  bekannt:  „Alle  Sehnen, 
welche  durch  einen  Punkt  A  innerhalb  eines  Kreises  gezogen  werden  kön- 
nen, werden  von  der  Kreisperipherie  in  zwei  Punkten  geschnitten,  so  dass 
das  Product  ihrer  Abstände  von  A  ein  constantes  ist^S  und  ebenso:  ,,Alle 
Secanten ,  welche  durch  einen  Punkt  A  ausserhalb  eines  Kreises  an  diesen 
gezogen  werden  können,  werden  von  dem  Kreise  in  zwei  Punkten  geschnit- 
ten, so  dass  das  Product  ihrer  Abstände  von  A  ein  constantes  ist/'  Mit 
Anwendung  dieser  beiden  Sätze  folgt  aus  40),  dass  jede  Erzeugende 
der  einen  Gruppe  von  denn  Erzeugenden  der  andern  Gruppe 
und  demKreise  jw*  in  »  +  1  Punkten  geschnitten  wird,  welche 
auf  der  Linie  n  Theile  bestimmen,  deren  Verhältnissbei  allen 
2/1  Erzeugenden  der  beiden  Gruppen  genau  dasselbe  ist.  Da- 
raus folgt  zunächst^  dass  zwei  beliebige  Erzeugende  G  und  B  aus 
zwei  verschiedenen  Gruppen  von  demKreise  m'und  den«  —  1 
anderen  Erzeugenden  in  n  Punkten  geschnitten  werden,  so 
dass  die  Verbindungslinien  je  zwei  entsprechender  Punkte 
zu  einander  parallel  werden.  Zu  jedem  dieser  «'Systeme  von 
fi  parallelen  Linien  geh  ort  eine  Sehne  des  Kreises»!*,  welche 
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diejenigen  Punkte  mit  einander  verbindet,  in  denen  m' von  G 
nnd  p  zum  zweiten  Male  geschnitten  wird. 

Auch  diese  Sätze  lassen  sich  natürlich  leicht  in  die  entsprechenden 
Sätze  für  die  Polarcurve  und  die  Fnsspunktscurve  übertragen  in  ähnlicher 
Weise,  wie  es  )bei  früheren  Sätzen  vielfach  geschehen  ist.  Deshalb  soll 
jetzt  diese  Uebertragung  fortgelassen  werden. 

Ferner  lässt  sich  mit  Hilfe  ähnlicher  Betrachtungen  noch  eine  ganze 
Heihe  von  Sätzen  herleiten ,  welche  aus  der  Zusammenstellung  zweier  be- 
liebiger Gruppen  hervorgehen.  Es  sind  dies  namentlich  Sätze  über  per- 
spcctivische  Lage  von  Linien  und  Punkten.  Ihre  Behandlung  würde 
ohne  einB  in  grossem  Massstabe  ausgeführte  Figur  an  Klarheit  und  Durch- 
sichtigkeit viel  zu  wünschen  übrig  lassen;  dagegen  ist  ihre  Herleitung  so 
leicht,  dass  sie  Jedem  mit  geringer  Mühe  glücken  wird. 

Zum  Schlnss  sei  npch  bemerkt,  dass  sich  das  Vorstehende  leicht  ver- 
allgemeinern lässt,  indem  man  statt  des  erzeugenden  Kreises  m'  eine  Fllipse 
nimmt.  Man  erhält  dadurch  zwar  andere  Curven,  es  gelten  aber  von  ihnen 
ganz  analoge  Sätze,  wie  schon  aus  der  schiefen  Projection  unserer  Figuren 
in  eine  andere  Ebene  folgt. 
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VI. 

lieber  die  Multiplication  der  Bymmetrischen  algebraiBchen, 
rationalen  ganzen  Functionen. 

Von 

T.  Babczynski, 

Professor  an  der  Universität  Warschan. 


Die  Methode  der  Maltiplication  der  symmetriscbeD ,  algebraischen  und 
rationalen  Functionen,  die  ich  hier  angebe,  gründet  sich  auf  die  Betrach- 
tang gewisser  Abschnitte  (Gruppen)  in  den  Variationen  der  Elemente.  Die- 
selbe Betrachtung  ist  überhaupt  für  die  Theorie  der  Combinationen ,  Varia- 
tionen und  Permutationen  vortheilhaft.  Daher  habe  ich  die  Definitionen  vor- 
ausgeschickt, welche  zur  erwähnten  Theorie  gehören;  nachher  zeigeich, 
wie  man  auf  Grund  der  Abschnitte  die  Formeln  für  die  Anzahl  der  Com- 
binationen, Variationen  und  Permutationeu  erhalten  kann.  Ich  gebe  auch 
die  Weise  an,  n!  Permutationen  durch  cyklische  Substitutionen  direct  zu 
erhalten  und  wie  man  auf  diese  Weise  die  Determinante  irgendwelchen 
Grades  unmittelbar  aufschreiben  kann.  Bei  der  Erwähnung  der  cyklischen 
Substitutionen  beweise  ich  einen  bekannten  Satz  aus  der  Theorie  derselben, 
indem  ich  statt  der  Veränderlichen  die  Wurzeln  der  Einheit  einführe,  deren 
Anwendung  in  ähnlichen  Fällen,  wie  ich  glaube,  zu  Resultaten,  die  man 
schwerlich  auf  anderem  Wege  ermitteln  könnte,  führen  kann.  Endlich  gebe 
ich  einige  allgemeine  Eigenschaften  der  symmetrischen  Functionen  an,  von 
denen  ihre  Form  ersichtlich  ist;  hiernach  erörtere  ich  die  Regel  der  Mul- 
tiplication, die  ich  vollständig  ^entwickle  und  durch  ein  Beispiel  die  Ver- 
fahruDgsweise  erkläre.  Die  hier  dargestellte  Methode  kann  bei  Waring's 
Methode  zur  Berechnung  der  rationalen  und  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  gute  Anwendung  finden. 

1.  Es  sei  ein  System  von  n  Elementen  verscl^edener  Gattung  gegeben: 
wir  bezeichnen  durch  ai^n  irgendwelches  Element;  X  und  ^  sind  Indices, 
deren  erster  die  Ordnungszahl  der  Gattung ,  der  zweite  aber  die  des  Elo- 
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ments  in  seiner  Gattung  angicbt.  Wenn  die  Anzahl  der  Gattungen  der  der 
Elemente  gleich  ist,  so  kann  man  irgend  ein  Eement  durch  a,  darstellen, 
wo  V  die  Ordnungszahl  der  Gattung  und  des  Elements  bedeutet. 

Die  Reihe  von  m  Elementen  al^ß,  deren  jedes  sich  von  einem  andern 
wenigstens  durch  einen  der  Indices  X  oder  fi  unterscheidet,  heisst  eine  Va- 
riation von  n  Elementen  zu  m  und  wird  durch  V^^m  bezeichnet.  Zwei  solche 
Variationen  sind  verschieden,  wenn  in  denselben  nicht  auf  allen  gleich- 
namigen Stellen  sich  Elemente  derselben  Gattung  befinden.  Schreibt  man 
eine  gewisse  Zahl  verschiedener  Variationen  unter  einander,  so  dass  die 
Variationen  selbst  Horizoutalreihen  und  die  einstelligen  Elemente  Vertical- 
reihen  bilden,  und  permutirt  dann  die  Verticalreihen  unter  einander,  so 
können  die  einzelnen  Variationen  in  andere  tibergehen,  aber  alle  bleiben 
verschieden,  weil  in  je  zwei  Variationen  die  Elemente,  welche  dieselben 
Stellen  einnahmen  und  von  verschiedener  Gattung  waren,  auch  nach  der 
Aenderung  auf  gleichnamigen  Stellen  bleiben.  Wenn  man  so  alle  möglichen 
Variationen  V^^m  der  Reihe  nach  unter  einander  schreibt,  so  bleiben  sie  alle 
nach  beliebigen  Vertauschungen  der  Verticalreihen  dieselben,  denn  ihre 
Anzahl  wurde  dadurch  nicht  geändert  und  alle  verschiedenen  Variationen 
sind  solche  geblieben. 

Wenn  Elemente  einiger  Gattungen  in  einer  Variation  nicht  sovielmal  vor- 
handen sind,  wie  in  einer  andern,  so  gehören  diese  Variationen  zu  verschie- 
denen Combinationen  von  n  Elementen  zu  m,  die  man  mit  Cn,m  bezeichnet; 
im  entgegengesetzten  Falle  bilden  sie  verschiedene  Permutationen  Pm  der- 
selben CoDibination.  Demnach  wird  man  alle  Variationen  Vn^m  erhalten, 
wenn  man  alle  Permutationen  jeder  Combination  C^n,m  nimmt.  Stellt  man 
die  Anzahl  der  Variationen  Vn,m  durch  Vn,m^  die  der  Combinationen  Cn,m 
durch  e„^m  und  endlich  die  der  Permutationen  irgend  einer  Combination 
C^m,m  durch  p^tn  dar,  so  wird 

2.  Jede  Variation  kann  man  sich  in  Theile  oder  Abschnitte  (Gruppen) 
getbeilt  denken;  irgend  einer  dieser  Abschnitte ,  dessen  Ordnungszahl  a  sei, 
enthält  da  Elemente  auf  da  bestimmten  Stellen. 

In  zwei  verschiedenen  Variationen  müssen  irgend  zwei  gleichnamige 
Abschnitte  zwei  verschiedene  Variationen -enthalten,  Vn^d    und  umgekehrt. 

Daraus  erhellt  Folgendes:  Wenn  wir  in  den  ersten  Abschnitt  jede  der 
Variationen  V^^^^  hineinsetzen,  dann  bei  jeder  dieser  Variationen  im  zwei- 
ten Abschnitte  eine  jede  Variation  V^^j^^^  zuschreiben,  die  von  d^  aas 
n — rf,  in  den  Variationen  Vn^d^  nicht  vorkommenden  Elementen  besteht  und 
dann  weiter  in  den  dritten  Abschnitt  neben  der  vorhergehenden  Variation 
eine  jede  Fn— rfi— rf|,ii,  von  n  — (/j  — (f,  in  den  zwei  ersten  Variationen  nicht 
vorkommenden  Elementen  hineinstellen  und  auf  diese  Weise  weiter  fort- 
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gehen,  bis  alle  Abschnitte  erfüllt  werden,  so  erhalten  wir  alle  möglichen 
Variationen  r„^m. 

Will  man  in  der  That  auf  diese  Weise  der  Reihe  nach  alle  Variationen 
ermitteln,  die  1,  2...m  Elemente  enthalten,  so  ist  es  am  besten,  zwei  Ab* 
schnitte  zu  bilden,  deren  einer  die  m — 1  ersten  Elemente  enthält  und  der 
zweite  das  letzte. 

Unter  allen  Permutationen  derselben  Combination  giebt  es  eine  beson- 
dere, in  welcher  jede  Zahl  k  aus  irgend  einer  Stelle  nicht  kleiner  ist,  als 
die  Zahlen  Jl  ans  den  vorhergehenden  Stellen.  Wenn  man  von  allen  Varia- 
tionen r«,m  nur  die  so  angedeutete  beibehält,  so  bleiben  alle  Combinatio- 
Ben  C„^m  äbrig. 

Aus  diesem  ersieht  man,  dass,  wenn  die  Combinationen  Cn^m~i  ge- 
geben sind,  man  aus  ihnen  die  Combinationen  Cn^m  erhalten  kann,  indem 
man  zu  jeder  gegebenen  eine  einfache  Combination  hinschreibt,  die  aus  den 
Elementen,  die  dort  nicht  vorkommen,  besteht,  für  welche  die  Zahl  X  nicht 
kleiner  ist,  als  die  grösste  der  Zahlen  k  in  der  betrachteten  Combination 

3.  Werden  alle  Variationen  in  zwei  Abschnitte  dt  und  d^  gelheilt  und 
dann  einer  dieser  Abschnitte  weggelassen,  so  bleiben  die  Variationen  Vn^d^, 
Ihre  Gesammtzahl  wird  v^^m  und  jede  also  muss  sich  t7^„.^^,(/,'mal  wieder- 
holen, d.  i.  sovielmal,  als  es  Variationen  Vn^d^d^  ^®°  ^^^  ^^^^  nicht 
vorhandenen  Elementen  giebt.  Die  Zahl  v^n^-d^^d^  ist  allen  Permutationen 
derselben  Combination  in  dem  Abschnitte  d^  gemeinschaftlich.  Deshalb 
wird  das  Product  p^ii^.p^„-<ij,rf,  die  Anzahl  jener  Variationen  angeben,  die 
in  den  ersten  Abschnitten  Permutationen  der  Combination  C^n^a^  enthalten. 
Es  ist  daher 

Wenn  m=zn^  so  wird 
und  die  Zahl  pn  aller  Fermutationen  von  n  Elementen  wird 


Pn  =        >     P^d^  •  P^n  —  d,' 

e  =  ' 

Diese  Formel  und  die  Gleichung 

auf  den  Fall  angewandt,  in  welchem  jedes  Element  von  verschiedener  Gat- 
tung ist,  gehen  in  folgende  Formeln  über: 

Pn=  (^n,dPdPn'-d, 

Vji,m^^  ^nfftiPm*  ^  i 
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Aas  diesen  Gleichnngeu  erhält  man  leicht  die  bekannten  Formeln  für 
die  Anzahl  der  Permutationen,  Combinationen  und  Variationen,  die  für 
den  zuletzt  betrachteten  Fall  gelten.  Denn  setzt  man  d  =  i,  so  ist  c„,i  =  /', 
p,  =  1 ,  woraus 

Setzt  man  hier  für  n  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,2,3...»  und  mnltipli- 
cirt  gliederweise  die  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  erhält  man 

Pn  =  n\ 
und  dann  wird 

—       ''«  «       _    Pn 

PmPn—m  Pu—m 

4.  Alle  Elemente  gewisser  Gattungen,  deren  Zahl  m  sei,  finden  sich 
nothwendigerweise  auf  m  Stellen  irgend  einer  Permutation  /*„,  eine  Varia- 
tion Vn,m  bildend;  die  übrigen  Stellen  sind  durch  Elemente  anderer  Gat- 
tungen eingenommen.  Wenn  wir  diese  n  — m  Elemente  als  zu  einer  Gattung 
gehörig  ansehen,  so  sind  alle  ursprünglich  verschiedene  Permutationen,  die 
auf  denselben  Stellen  dieselbe  Variation  F„,|„  haben,  gleich  geworden,  d.  i. 
sie  gehen  in  eine  Variation  über /die  sich  aber  p„-.M  =  ^-m&l  wiederholen 
wird ;  folglich  wird  zwischen  der  Anzahl  p'n  der  verschiedenen  ursprüug- 
lichen  und  der  Anzahl  p'*n  der  neuen  Permutationen  folgender  Zuaammeu- 
hang  stattfinden: 

p  =Lp  „. 
Bildet  man  auf  diese  Weise  aus  n  —  m  irgendwelchen  Elementen 
/  Gattungen,  indem  man  /mal  nach  einander  mehrere  ursprüngliche  Gat- 
tungen in  eine  zusammenzieht,  die  Gattungen  aber  der  übrigen  m  Elemente 
unverändert  lässt,  so  werden  die  Zahlen  P^  und  p„  aller  verschiedener  Per- 
mutationen vor  und  nach  der  Zusammenziehung  in  folgender  Relation 
stehen ; 

Pn  =  Zf  •  Z't  .  X3  . . .  Li ,  pn^ 

wo  Z, ,  L^,,,Li  eine  ähnliche  Bedeutung  wie  L  haben. 

Wenn  wir  im  Besondem  zunächst  n  Gattungen  unterscheiden,  wobei 
/>„snl  ist,  und  nachher  l  Gattungen  bilden,  so  dass  die  Gattung  ^ik^  Ele- 
mente enthält,  so  wird  Z^  =  Ar^!,  man  hat  daher 

_  n! 

In  dem  allgemeinen  Falle  kann  man  Lfi  nach  dieser  Formel  berechnen. 

5.  Eine  jede  Substitution  aus  n  Elementen,  die  verschiedene  Combina- 
tionen in  den  oberen  und  unteren  Elementen  beliebiger  /<«  Verticalreihen 
hat,  heisst  cyklisch. 

In  der  Substitution 

/    ^11         a:,,         a*,    ...  sCn^fjL,  ar„_/u  +  i  ...  ^»—1,   a:n\ 
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sei  für  einen  Angenblick 


und 


Xi  =  x^ 

2n   ,     / — -    .    2n 

x  =  cos h  y —  1  sin  — 

n       ^  n 


und,  wenn  es  nöthig  ist, 

dies  erlaubt,  jeder  Verticalreihe  die  Form     .  ,  »  zu  geben. 

Betrachtet  man  jede  Verticalreihe  als  einen  Quotienten,  so  wird  das 
Prodnct  /  solcher  Quotienten  -^  gleich,  und  soll  dieses  Product  der  Ein- 
heit gleich  sein,  so  muss  IC=-^  eine  ganze  Zahl  sein.  Wenn  diese  Be- 
dingung nicht  erfüllt  ist,  so  kann  offenbar  dieselbe  Combination  in  den 
oberen  und  unteren  Elementen  der  Verticalreihen  nicht  vorhanden  sein. 
Sie  wird  aber  nicht  erfüllt  sein  für  jedes  /<C't)  wenn  n  eine  Primzahl  ist, 
wenn  es  prim  zu  fi  oder  ^1  =  1  ist,  und  in  allen  diesen  Fällen  ist  die  Substi- 
tution cyklisch. 

Wenn  w  =  2>.r,  wo  2>  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  Zah- 
len ^  und  n  bedeutet,  so  ist  der  kleinste  Werth  der  Zahl  /=^.r,  für  wel- 
chen die  Zahl  iST  als  eine  ganze  ermittelt  wird,  gleich  r. 

Die  Summe  der  Exponenten  der  oberen  Elemente  irgendwelcher  Ver- 
ticalreihen sei  ö'j  wenn  die  ursprüngliche  Summe  der  Exponenten  in  der 
unteren  Uorizontalreihe  s  ist  und  p  von  ihnen  um  n  vergrössort  wurde ,  so 

ist  jetzt  die  Summe  s+pfiy  und  da  aber  K  =  p-\ eine  ganze  Zahl  für 

jede  r  Verticalreihe  ist,  so  ist  auch  =  A:,  eine  ganze  Zahl.  Die  aus- 
gewählten r  Verticalreihen  seien  solohe,  dass,  wenn  man  aus  der  ersten  be- 
liebigen ^*  ausgeht ,  eine  jede  folgende  Verticalreihe  dasselbe  obere  Ele- 
ment  habe,  wie  die  nächstvorhergehende  das  untere,  dann  wird  die  letztere 
Verticalreihe        ,  und  es  ist 

s  =    >^  Am  +  A'  und   kl  = -, 

jLj^  •n 

Daraus  folgt  A'=  Ai  oder  dass  in  diesen  Verticalreihen  die  oberen  und  unte-* 
reo  Elemente  eine  und  dieselbe  Combination  bilden.    Die  Substitution  in 

diesem  Falle  ist  äquivalent       jheilweisen  cjklischen  Substitutionen,   die 

r  Verticalreihen  enthalten. 
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6.  Führt  man  in  der  Permntation  Pn  von  ihren  m  ersten  Elementen 
m  —  1  successive  cjklische  Substitutionen  aus,  ohne  Rücksicht,  auf  die 
übrigen  Elemente,  so  wird  man  m  Permutationen  die  gegebene  mitzählend 
erhalten,  deren  jede  an  der  Stelle  m  ein  verschiedenes  Element  besitzt,  die 
also  alle  verschieden  sind.  Nimmt  man  je  zwei  von  ihnen  und  führt  man  in 
jeder  cyklische  Substitutionen  von  m—- 1  ersten  Elementen  aus,  so  wird  man 
wieder  zwei  verschiedene  Permutationen  erhalten,  da  die  Elemente  an  der 
Stelle  von  m  in  den  zwei  ausgewählten  Permutationen  verschieden  waren 
und  solche  geblieben  sind. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  in  einer  Permutation  P^  n  cjklische  Sub- 
stitutionen von  allen  ihren  Elementen  der  Reihe  nach  ausführt,  in  jeder 
neuerhaltenen  n  —  1  cyklischen  Substitutionen  von  m — 1  ersten  Elementen 
bildet  u.  s.w.  fortfährt,  so  wird  man  n(n  —  l)(n  —  2)...3.2=n!  verschiedene, 
also  alle  möglichen  Permutationen  erhalten. 

Da  jede  cjklische  Substitution  von  m  Elementen  m  —  1  Transpositionen 
äquivalent  ist,  so  gehört  jede  neuerhaltene  Permutation  in  dieselbe  Classe 
mit  der,  ans  welcher  sie  entstanden  ist  für  ungerade  m,  und  diese  Permuta- 
tionen gehören  zu  verschiedenen  Classen,  wepn  m  gerade  ist. 

Diese  Bildungsweise  aller  Permutationen  setzt  uns  in  den  Stand,  eine 
Determinante  irgendwelchen  Grades  ganz  direct  aufzuschreiben.  Wenn  in 
der  That  n*  Elemente 

gegeben  sind,  und  man  nimmt 

öA,«,  Ofi^ß  ...  «^.x 
als  das  erste  Glied  der  Determinante  an,  dem  wir  das  positive  Zeichen  bei- 
legen, so  kann  man  aus  ihm  alle  übrigen  Glieder  erhalten,  wenn  man  die 
ersten  Indices  ^,  fx...  a  unverändert  lässt  und  die  Reihe  der  zweiten  lo* 
dices  a,  ß  ,,.k  auf  die  oben  angedeutete  Weise  pernintirt.  Man  wird  somit 
n\  Glieder  haben,  deren  jedes  ein  Product  aus  n  Elementen  ist;  mau  lege 
jedem  Product  dasselbe  oder  daß  entgegengesetzte  Zeichen  bei;  mit  dem,  aus 
welchem  die  Reihe  seiner  zweiten  Indices  durch  cjklische  Substitutionen 
erhalten  wurde,  je  nachdem  wurde  die  Substitution  mit  einer  ungeraden 
oder  geraden  Anzahl  von  Elementen  ausgeführt.  Nimmt  man  die  al- 
gebraische Summe  dieseY  n\  Producte,  so  erhält  man  die  Determinante 
.  n*«"  Grades. 

7.  Wenn  man  in  einer  Function  F,  die  von  m  Veränderlichen  abhängt, 
irgendwelche  Substitution  ausführt,  so  wird  das  Resultat  F|  ein  anderer 
Werth  derselben  Function. 

Die  Werthe  V  und  F,  heissen  gleich ,  wenn  für  zwei  beliebige  Werthe 
aller  w  >m  Elemente  beider  Glieder  der  Substitution  die  Gleichung  r==r,  er- 
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fällt  ist.  Wenn  sie  aber  wenigstens  für  ein  System  dieser  Werthe  nicht  statt- 
findet, so  sind  F  und  Vi  verschiedene  Werthe  derselben  Function.  Wenn 
umgekehrt  sich  eine  Substitution  finden  lässt,  welche  auf  die  Function  Fj  an- 
gewandt, F=K,  ergiebt,  so  kann  man  Fund  Fj  als  verschiedene  Werthe 
derselben  Function  betrachten. 

Will  man  auf  eine  Function  von  m  Veränderlichen  eine  Substitution 
anwenden,  dle*7f  >m  Verticalreihen  enthält,  so  haben  nur  die  Vertical- 
reihen  Bedeutung,  deren  obere  Elemente  Grössen  sind,  von  welchen  die 
Function  abhängt. 

Will  man  auf  diese  Function  alle  nl  Substitutionen  anwenden,  so  kann 
man  alle  Permutationen  der  Eeihe  nach  unter  einander  schreiben  nnd  von 
n  Verticalreihen  nur  die  in  Betracht  nehmen,  deren  obere  Reihe  die  Grös- 
sen enthält,  von  welchen  die  Function  abhängt.  Man  erhält  auf  diese  Weise 

n\  Substitutionen,  von  denen  aber  nur  -, ^-^  verschieden  sind:  jede  ver- 

{n — m)i 

schiedene  wiederholt  sich  (n—m)!'  mal. 

Nach  dem  bekannten  Satze  von  Lagrange  ist  die  Anzahl  der  Wieder- 
holungen jedes  der  verschiedenen  Werthe  einer  Function,  die  allen  Permu- 
tationen einer  Combination  entsprechen,  dieselbe. 

Nach  der  Definition  gleicher  und  verschiedener  Werthe  einer  Function 
entspricht  jeder  Combination  dieselbe  Anzahl  verschiedener  Werthe  und 
die- Werthe  der  Function,  die  verschiedenen  Combinationen  entsprechen, 
sind  verschieden. 

Aus  diesem  allen  sieht  man,  dass,  wenn  man  n  l  Substitutionen  auf  eine 
Function,  die  von  m  <  fi  Veränderlichen  abhängig  ist,  anwendet,  sich 
jeder  verschiedene  Werth  ebenso  oft  wiederholen  wird,  wie  der  andere. 

8.  Bleibt  eine  Fnnction  mehrerer  Grössen  unverändert,  wenn  man 
auf  diese  Grössen  irgendwelche  Substitution  anwendet,  so  heisst  sie  sym- 
metrisch. 

Die  Summe  aller  verschiedener  Werthe  einer  Function,  die  durch  fi! 
Substitutionen  erhalten  werden,  und  das  Product  solcher  Werthe  sind  sym- 
metrische Functionen  von  n  Grössen,  die  sich  in  jeder  Reihe  irgend  einer 
Substitution  befinden. 

Jede  Function  F  kann  man  als  eine  Summe  von  /  Gliedern  j4i  Vi  be- 
trachten; Jx  ist  eine  Constante,  Fi  eine  Function  von  mi^n  Grössen,  von 
welchen  auch  F  abhängig  ist. 

Wenn  wir  auf  eine  symmetrische  Function 

F=^si=ljx.Vt 

die  11 !  Substitutionen  anwenden,  so  wird  die  Summe  der  Resultate  die 
folgende : 

a)  nlF^sizlAiZVx. 
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2  Vi  ist  die  Summe  aller  nl  Werthe  der  Function  Fi;  ist  hher  f^  die  Summe 
aller  verschiedener  Werthe  derselben  Function  und  Bx  die  Anzahl  der  Wie- 
derholungen eines  jeden  solchen  Werthes,  so  ist 

2Vx=Rlfl. 
Würden  zwei  Functionen  Vi  und  F^  nur  verschiedene  Werthe  dersel- 
ben Function,  so  würde  auch 

sein  und  in  der  Gleichung  a)  würde  aus  ihnen  ein  Glied  entstehen: 

Es  ist  daher 

wo  j^x  eine  Constante,  f^  die  Summe  aller  möglichen  verschiedenen  Werthe 
von  Fx,  also  eine  symmetrische  Function  ist. 

Ans  diesem  ersieht  man,  dass  jede  symmetrische  Function  als  eine 
Summe  anderer  symmetrischen  Functionen  betrachtet  werden  kann,  deren 
jede  eine  Summe  ist  aller  verschiedener  Werthe  einer  neuen,  im  Allgemei- 
nen nicht  symmetrischen  Function.  , 

9.  Eine  algebraische,  rationale  und  ganze  Function  von  n  Veränder- 
lichen ar«,  0-,  ...a;„  ist  eine  Sumoie  einer  gewissen  Anzahl  von  Gliedern 

wo  A  ein  constanter  Coefficient  ist  und  jedes  a  eine  positive  ganze  Zahl 
oder  Null  ist. 

Wenn  diese  Function  asymmetrisch  ist,  so  muss  in  ihr  jeder  verschie- 
dene Werth  von  -/#a?,<»»iF,*«...  arn*"*  vorhanden  sein.  Wir  nehmen  zwei  Glie- 
der, die  verschiedene  Werthe  derselben  Function  sind  und  in  welchen  die 
Exponenten  von  xi  resp.  ai^x  und  ai^X  seien,  nachdem  wir  auf  das  zweite 
Glied  eine  Substitution  angewandt  haben,  welche  es  auf  einen  Werth  mit 
dem  ersten  zurückführt.  Diese  Glieder  seien 

j^i  o:,*»»»  ar|*»»>  ic,*»'» . . .  ar«"!'",     -r^, ar,"«»»  a?,*'»»« . . .  a:„«t,n. 

Der  Voraussetzung  nach  wird  die  Gleichung 

~J  a:^«m  — «a»i  ar,*»'«""*«»«ir,*i» •"*««•...  arn**»* ""*■•" «=3 1 

Af 
erfüllt  sein.  Soll  das  erste  Glied  der  letzten  Gleichung  für  beliebige  Werthe 
von  X  constant  sein,  so  muss  a],X  =  a2,X  sein;  soll  es  der  Einheit  gleich 
sein,  J30  ist  noch  ^,  =  ^,.  Vergleicht  man  aber  das  zweite  Glied  der  Func- 
tion in  seiner  ursprünglichen  Form  mit  dem  ersten  Gliede,  so  kann  nicht 
für  jedes  k  ai,A  =  a2,x  sein,  was  zusammen  bedeutet,  dass  zwei  verschie- 
dene Werthe  einer  Function 

in  den  Exponenten  verschiedene  Permutationen  derselben  Combination  ent- 
halten. 
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Demnach  ist  jede  symmetrische,  algebraische,  rationale  und  ganze 
Fanction  eine  Summe  von  symmetrischen  Functionen  AiUl;  die  elementare 
Function  £x  ist  durch  ihre  £xponentenreihe  charakterisirt  und  alle  ihre 
Tenne  erhält  man,  wenn  man  in  der  Reihe  d?j ,  ort . •  •  d;«  oben  alle  Permuta* 
tionen  von  den  n  Exponenten  a  der  Keihe  nach  schreibt, 

10.  Wir  betrachten  zunächst  das  Product  zweier  elementaren  Functio- 
nen 2?|  und  2^.  Dieses  Pfoduct  ist  offenbar  eine  symmetrische  algebraische, 
rationale  und  ganze  Function,  also  nach  dem  Vorigen  ist  es  eine  Summe 
gewisser  Elementarfunctionen  Sx,  Um  die  Exponentenreihen  aller  Terme 
des  Products  zu  erhalten,  kann  man  so  verfahren:  Man  schreibt  jede  der 
Pi  Permutationen  der  Exponenten  a'x  der  Function  Zi ,  dann  unter  diesen 
allep,  Permutationen  der  Exponenten  a'x  der  Function  2^,  so  dass  man  p, 
Gruppen,  jede  von  n  Vertical-  und  Pt  +  l  Horizontalreihen  bildet;  man 
addirt  die  Elemente  einer  beliebigen  Horizontalreihe  zu  den  gleichstelligen 
Elementen  der  ersten  Horizontalreihe  derselben  Gruppe,  somit  erhält  man 
eine  Reihe  von  n  Summen  si;  diese  letzte  wird  eine  derp,p,  Exponenten- 
reihen des  Products  sein. 

Wenn  von  zwei  Reihen  der  Exponenten,  die  zwei  Functionen  2^j  und 
£i  charakterisiren ,  Nichts  mehr  gegeben  ist,  als  wieviel  Gattungen  in  jeder 
Reibe  und  wieviel  Exponenten  jeder  Gattung  vorhanden  sind,  so  sind  die 
zwei  Summen 

Sx  ==  «A  +  ö"ji ,     sn  =  Ofi  +  a'ft 
nur  dann  als  gleich  zu  betrachten,  wenn 

a'x  =  Ofi  und  zugleich  a'fi  =  a'fi. 
Man  sieht  daraus,  dass  die  Reihen  der  Exponenten  sx  in  je  zwei  Gliedern 
des  Producta  nicht  dieselbe  Permutation  bilden  können ,  weil  dies  nur 
in  dem  Falle  möglich  wäre,  wenn  die  Permutationen,  die  zu  ihrer  Ent- 
stehung dienten,  entsprechend  gleich  wären,  was  aber  nicht  stattfindet. 
Aus  diesem  Grunde  wird  sich  in  dem  betrachteten  Product  kein  Glied  wie* 
derholen,  und  um  das  Product  zu  erhalten,  darf  man  nur  die  Exponenten- 
reihen  finden,  welche  jede  der  Elementarfunctionen  S^  charakterisiren. 

Vertauscht  man  auf  irgendwelche  Weise  die  Ordnung  der  Vertical- 
reihen  in  einer  der  P|  Gruppen,  von  denen  oben  die  Rede  war,  so  wird  die 
Permutation  der  ersten  Horizontalreihe  in  eine  andere  übergehen  und  die 
Pf  Permutationen  aller  übrigen  Reihen  werden  zusammen  dieselben  bleiben, 
'  und  also  geht  die  betrachtete  Gruppe  in  eine  andere  über;  aus  jeder  sol- 
chen Gruppe  entstehen  dieselben  Reihen  der  Exponenten  sx* 

Andererseits,  wenn  man  in  irgend  einer  Permutation  der  Exponenten 
a'x  die  Ordnung  derer  ändert,  welche  sich  unter  gleichen  Exponenten  a'x 
befinden,  so  bleibt  die  Combination  von  n  Summen  sx  unverändert. 

Aus  diesen  zwei  Bemerkungen  geht  hervor,  dass  die  Exponenten- 
reihen, welche  die  Elementarfunctionen  Sx  des  Products  charakterisiren, 
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auf  folgende  Weise  entstehen:  Man  nimmt  eine  solche  Permntation  der  Ex- 
ponenten a'iy  in  welcher  alle  gleichen  Exponenten  neben  einander  vorkom- 
men. Wenn  die  Gruppen  der  gleichen  Exponenten  l  Abschnitte  angeben, 
die  entsprechend  d^^  d^,,,di  Elemente  enthalten ,  so  müssen  die  Permuta- 
tiouen,  welche  man  zuschreibt,  in  ebensolche  Abschnitte  getheilt  werden. 
Man  schreibt  aber  nur  solche  hin ,  die  zu  je  zweien  miteinander  verglichen, 
wenigstens  in  einem  Abschnitte  verschiedene  Combinationen  enthalten; 
solche  Permutationen  erhält  man,  indem  man  alle  Combinationen  von  n 
Exponenten  a'x  z^  d^  bildet,  dann  zu  jeder  solchen  Combination  jede  Com- 
bination  von  ;i— cf|  dort  nicht  vorkommenden  Elementen  zu  d^  zuschreibt 

U.  8.  W. 

11.  Addirt  man  die  Verticalreihen  zweier  solcher  Permutationen, 
welche  an  jeder  Stelle  einen  Exponenten  haben,  der  nicht  grösser,  als 
irgend  einer  von  den  hervorgehenden  Exponenten,  so  wird  die  Exponenten- 
reihe s  des  Products  dieselbe  Eigenschaft  besitzen. 

DieEIementarfunction,  welche  durch  eine  solche  Exponentenreihe  cba- 
rakterisirt  ist,  kann  man  die  erste  im  Producte  nennen.  Vergleicht  man  mit 
ihrer  Exponentenreihe  die  Exponentenreihe  einer  andern  Function,  so  wird, 
indem  wir  vom  Anfange  rechnen,  der  erste  von  den  Exponenten  in  der 
zweiten  Reihe ,  welcher  den  entsprechenden  in  der  ersten  nicht  gleich  ist, 
nothwendig  kleiner  sein.  Man  könnte  auch  die  Ezponentenreihe  der  ersten 
Function  in  umgekehrter  Ordnung  nehmen. 

Wenn  die  Zahlgrösse  n  gegeben  ist  und  man  ausserdem  weiss,  wieviel 
Gattungen  der  Exponenten  in  jedem  Factor  2",  wieviel  Exponenten  in  jeder 
Gattung  vorhanden  sind,  und  wenn  es  noch  bekannt  ist,  welcher  von  zwei 
verschiedenen  Exponenten  eines  Factors  grösser  ist,  als  der  andere  dessel- 
ben, so  kann  man  schon  die  Multiplication  ausführen,  d.  i.  di^  Exponenten 
der  Elemnntarfunctxonen  des  Products  bilden  nnd  die  erste  Function  be- 
stimmen. 

Hat  man  dies  Verfahren  ausgeführt  —  und  dann  fügt  man  gewisse  neue 
Relationen  zu  zwischen  den  Exponenten  der  beiden  Factoren  Z^  und  2^  — , 
so  wird  die  erste  Function  eine  solche  bleiben;  ihre  Exponenten,  als  ver- 
schieden erklärt,  bleiben  verschieden,  aber  bei  einer  andern  Function  kön- 
nen einige  ihrer  Exponenten  5,  die  ohne  diese  Relationen  als  verschieden  an- 
zusehen sein  mtissten,  vermöge  derselben  jetzt  gleich  werden.  Wenn  dies 
bei  irgend  einer  Elementarfunction  Sx  geschieht,  so  werden  sich  manche  ^ 
ihrer  Glieder  wiederholen,  jedes  Glied  7?;^- mal,  so  dass 

wo  fi  die  Summe  der  verschiedenen  Glieder  ist.  Sind  ursprünglich  verschie- 
dene Functionen  gleich  geworden ,  so  wird  ihre  Summe 

Die  Zahlen  ÄA,  Ä/t*  findet  man  nach  der  in  §4  gegebenen  Regel. 
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Hieraus  ersieht  man  die  Form,  welche  die  Coefficienten  der  einzelnen 
Glieder  annehmen  werden,  wenn  sie  ^or  der  Einsetzung  der  neuen  Relatio- 
nen gleich  1  waren  und  dann  von  der  Einheit  verschieden  geworden  sind. 

Im  Falle  der  gegebenen  Zahlenwerthe  von  a,  um  die  Coefficienten  des 
Products  zu  bestimmen,  muss  man  zuerst  die  Zahlenexponenten,  die 
jeden  Factor  charakterisiren,  durch  Buchstaben  ersetzen,  die  Multiplica- 
tion  nach  der  Kegel  ausführen;  d.  i.  die  Exponentenreihon,  die  jede  Ele- 
mentarfunction  des  Products  charakterisiren,  bestimmen,  dann  wieder  für 
die  Buchstaben  ihre  Zahlenwerthe  einsetzen,  um  2u  ersehen,  welche  der 
Exponenten  der  Functionen  des  Products,  die  verschieden  waren,  in  dem 
betrachteten  besondern  Falle  gleich  geworden  sind. 

Die  Multiplication  mehrerer  symmetrischer,  algebraischer  und  rationa- 
ler Functionen  kann  immer  auf  die  Multiplication  zweier  Functionen  2^,  und 
2^  zurückgefühlt  werden. 

12.  Wir  suchen  das  Product  zweier  gegebener  Functionen  ^,  und  Z^. 
Jede  von  ihnen  soll  durch  n  Exponenten  zweier  Gattungen  charakterisirt 
sein;  die  vier  Gattungen  seien  ai,],  ai,2,  ^2,1,  02,2»  die  zwei  ersten  gehören 
der  Function  2Ji  an,  die  zwei  letzten  der  Function  2^»  Man  kann  offenbar 
immer  annehmen,  dass  keiner  dieser  Exponenten  sich  nicht  weniger  oft  als 
der  Exponent  ^2,1  wiederholt;  dieser  aber  wiederhole  sich  fi-mal.  Man 
kann  auch  annehmen,  dass  die  beiden  Paare  der  Exponenten  auf-  oder 
absteigend  zusammengehen. 

In  der  ersten  Function  giebt  es  also  fi  +  v  Exponenten  ai^i  und 
n  —  (fi+v)  Exponenten  ^1,2»  in  der  zweiten  fc  Exponenten  (12,1  und  n  —  fi 
Exponenten  02,2- 

Man  muss  nach  der  Regel  des  S  10  von  den  Exponenten  der  zweiten 
Function  alle  Combinationen  Cn^ft+p  bilden  und  zu  jeder  Gombination  die 
übrigen  Exponenten  hinschreiben.  Irgend  eine  so  erhaltene  Permutation 
enthält  in  dem  Abschnitte,  welcher  der  Gombination  Cn^fi^v  entspricht, 
fi  —  k  Exponenten  «2,1  ^^d  fi+v— (ft — Jt)=A  +  v  Exponenten  «2,2»  wo  l  sich 
von  0  bis  fi  ändern  kann;  in  dem  zweiten  Abschnitte  erhält  sie  k  Exponen- 
ten 02.1  lind  n  —  (jü  +  v)  —  k=n — (il+fi+v)  Exponenten  02,2«  Addirt  man 
der  Reihe  nach  die  Elemente  dieser  Permutation  mit  den  entsprechenden 
Elementen  der  Reihe  der  Exponenten  a^,  in  welcher  sich  aj^i  an  der  ersten 
Stelle  befindet,  so  erhält  man 

fi  —  X  Exponenten  «1,1  +  ^2,1, 

^+V  „  «1,1  + 0-2,2, 

k  „  01,2  +  02,1, 

n  —  ik  +  ii  +  v)  „  ai,2  +  fl2,2- 

Allgemein  also  wird  die  Function  Sx^i  des  Products  vier  Gattungen 
von  Exponenten  haben.    Nimmt  man  an 

0|,  1  +  «2,2  =  0i,'2 +  02,1,  C^i^r^n]i> 
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so  erhält  die  Fnnction  Sx^-i  den  Coefficienten  777— 7      i  (^  ^^'^)  ^^^  ®'®  *'** 

A  .  ^A  "1"  V  )  • 

(i  —  k  Exponenten  erster  Gattung,  2A  +  v  zweiter  and  die  übrigen  dritter; 
man  kann  daher  dieser  Elementarfanction  folgende  Form  geben: 

und  somit  wird 

(Siehe  Serret 's  Cottr  8  d'Algebre  super  teure  \  Methode  de  H'a  ring.) 
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Ym.    Die  dreiseitige  körperliche  Boke. 

(Hierzu  Taf.  III,  Fig.  1—8.) 

In  dieser  Zeitschrift  (VIII,  S.  428)  macht  Herr  Professor  Fiedler  auf 
eine  constructive  Behandlung  des  Dreikants  aufmerksam ,  bei  welcher  alle 
Fälle  im  Wesentlichen  durch  dieselbe  Figur  erledigt  werden  und  aus  der 
auch  die  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  durch  die  Anschau- 
ung unmittelbar  sich  ergeben.  Die  Vorzüge,  die  jene  Darstellung  vor  den 
sonst  üblichen  Methoden  verdient,  bestimmen  uns,  dieselbe  hier  nochmals, 
aber  in  etwas  ausführlicherer  Gestalt,  zu  geben. 

Zu  dem  Dreikant  vom  Scheitel  S  bilden  wir  die  Polarecke,  indem  wir 
in  den  drei  Ecken  des  zugehörigen  sphärischen  Dreiecks  ABC  (Fig.  1)  an 
die  Kugel  die  Tangentialebenen   legen,   welche  sich   im  Scheitel  Si  der 
Polarecke  und  in  den  Kanten  iS^ji^i,  ^1^19  S^Ci  von  dieser  schneiden.    Um 
die  Scheitel  S  und  S^  der  beiden  Dreikante  herum  liegen  jetzt  je  drei  Kreis- 
vierecke, von  denen  jedes  einen  Seitenwinkel  vom  einen  und  einen  Flächen- 
winkel  vom  andern  Dreikant  als  Gegenwinkel  enthält.    Bezeichnen  wir  die 
Seiten  und  Winkel  der  ursprünglichen  Ecke  resp.  mit  a,  6,  c  und  a,  /?,  /, 
der  Polarecke  mit  a^ ,  ^1 ,  Ci  und  aiy  ßu  yi^  so  haben  wir  also    ' 
a  +  a,=6  +  /J^  =  c  +  y,  =  180^ 
a  +  al  =  lS  +  ^  =  y  +  Cl  =  180^ 
und  mit  Rücksicht  darauf  reduciren  sich  die  sechs  Fälle  der  Auflösung  des 
Dreikants  bekanntlich  auf  folgende  drei : 

1.  gegeben  a,  &,  0  und  gesucht  a,  /3,  y; 

2.  „  b,  c,a     „  „         /J,y,  a; 

3.  „         b,c,ß     „         „        fl,a,  y. 

1.  Bei  der  constructiven  Durchführung  des  ersten  Falles  beachte  man, 
dass  die  Spur  DE  des  Vierecks  S,  B^CA^  (Fig.  1)  in  der  Ebene  des  Vier- 
ecks SBC^A  erhalten   wird,   indem  man  CB^  bis  zum  Schnitt  2>  mit  SA, 
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C^i  bis  zum  Sclmitt  E  mit  SB  verlängert  und  die  Gerade  DE  zieht.  Dann 
ist  auch  zu  berücksichtigen,  dass  die  Verlängerungen  der  Geraden  AC^  und 
2?,  S,  in  demselben  Punkte  f  der  Spur  DJ?  eiutreflfeu,  ebenso  die  Verlänge- 
rungen der  Geraden  B  C^  und  A^S^  im  Punkte  G,  Zum  Zwecke  der  Aas- 
fuhrung  der  Construction  in  einer  Ebene  denken  wir  uns  das  durch  seine 
drei  Seiten  a,  ft,  c  gegebene  Dreikant  vom  Scheitel  S  längs  der  Kante  SC 
aufgeschnitten  und  die  Ebenen  der  Seiten  a  und  6  durch  Drehung  um  die 
Kanten  SB  und  SA  in  die  dritte  Seitenebene  gebracht  (Fig.  2).  Die  Seiten 
(Bögen)  a^h^c  des  entsprechenden  sphärischen  Dreiecks  ^^(7  kommen  so 
in  dieselbe  Kreislinie  zu  liegen.  Die  den  gesuchten  Winkel  a  einschliessen- 
den  Seiten  AB^  und  AC^  des  Kreisvierecks  S^CiAB^  an  der  Polarecke 
(Fig.  1  und  2)  fallen  in  die  Tangente  bei  A,  Um  a  und  das  Viereck  zu  er- 
halten, ziehen  wir  die  Spur  D  E  [D  und  £^  bekommen  wir  durch  Verlänge- 
rung resp.  von  C^„  SA  und  CA^^  SB),  verlängern  ACf  bis  zum  Schnitt  F  mit 
dieser  Spnr  und  construiren  über  A  F  als  Hypotenuse  das  rechtwinklige 
Dreieck  AB^F^  das  bei  A  den  Winkel  a  enthält.  Die  Senkrechte  C,5,  zu 
AF  liefert  das  Viereck  S^C^AB^.  Genau  auf  dieselbe  Art  construiren  wir 
den  Winkel  ß  und  das  Viereck  S^  A^  BC^.  Auf  gleiche  Weise  oder  nun  auch 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  jetzt  vom  Kieisviereck  SiB^CA^^  alle  Seiten  be- 
kannt sind,  gelangen  wir  zu  diesem  und  damit  zum  Winkel  y. 

Der  reciproke  ITall,  nämlich  aus  den  Winkeln  er,  ß^  y  die  Seiten  a,  &,  c 
zu  bestimmen,  wird  dadurch  erledigt,  dass  man  zur  Polarecke  übergeht  und 
auf  diese  die  vorige  Construction  anwendet. 

2.  Im  zweiten  Falle  legen  wir  die  beiden  gegebenen  Seitenwinkel  b 
und  c  mit  ihrem  Scheitel  S  und  einem  Schenkel  S  A  kh  einander  und  schla- 
gen um  S  einen  Kreis  (Fig.  3).  Die  Tangenten  \r\  A,  B^  C  bestimmen  dann 
die  Kreisvierecke  SA  B^  C  und  SBCi  A.  Tragen  wir  ferner  in  A  den  gegebe- 
nen Winkel  a  an  die  Tangente  C  an  und  errichten  in  J9,  und  C,  Senkrechte 
resp.  auf  ABi  und  ^Cj,  so  erhalten  wir  das  Viereck  5|  C^AB^.  Die  Schnitt- 
punkte D  und  F  der  Geraden  CB^,  SA  und  ^liS^i,  AC^  bestimmen  die 
Spur  DE  und  die  Verlängerung  von  SB  auf  dieser  den  Punkt  E.  Ziehen 
wir  von  diesem  letzteren  aus  an  den  Kreis  CA BC  die  Tangente  ECy  so 
schliesst  der  Radius  SC  nach  ihrem  Berührungspunkte  C  mit  SB  den  ge* 
suchten  Seitenwinkel  c  ein  und  damit  ist  unsere  Aufgabe  auf  den  vorigen 
Fall  zurückgeführt. 

3.  Für  die  Lösung  des  dritten  Falles  denken  wir  uns  die  Vierecke 
SiA^BCi  und  S^C^AB^  parallel  zu  sich  selbst  verschoben,  bis  der  Punkt  S^ 
nach  D  gekommen  ist  (Fig.  4).  Jenes  geht  dabei  Über  in  das  bei  N  recht- 
winklige Dreieck  D  MN,  dieses  zieht  sich  zusammen  auf  einen  Punkt.  Sind 
b,  c  und  ß  gegeben,  so  zeichnen  wir  zunächst  der  Reihe  nach  die  rechtwink- 
ligen Dreiecke  SCD,  SDM  und  DMN  (Fig.  5)  aus.  Errichten  wir  dann  in 
M  auf  5^/  eine  Senkrechte  (d.  h.  verlängern  wir  DIti),  tragen  darauf  die 
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Länge  MN  nh  und  ziehen  vom  Endpunkte  N  an  die  Kreislinie  CABC  die 
Tangenten  NC  und  NC\  so  kann,  je  nachdem  heide  Berührungspunkte  C 
und  C'  auf  derselben  Seite  von  B  liegen  oder  nicht,  jeder  der  beiden  Win- 
kel a  und  a\  welchen  die  Eadien  SC  und  S(f  nach  den  Berührungspunkten 
C  und  C  mit  der  Geraden  SB  bilden,  die  gesuchte  dritte  Seite  sein  oder 
nur  der  eine,  nämlich  der,  für  den  der  Berührungspunkt  Coder  C  in  Be- 
zug auf  die  Gerade  SB  mit  Tf  auf  gleicher  Seite  liegt.  Unsere  Aufgabe  ist 
somit  wieder  auf  den  ersten  Fall  zurückgeführt. 

Die  reciproken  Fälle  von  2)  und  3)  werden,  wie  der  reciproke  von  1), 
durch  die  Polarecke  abgethan. 

So  weit  die  graphische  Auflösung  des  Dreikants,  wie  sie  Herr  Profes- 
sor Fiedler  in  seinen  Vorlesungen  über  darstellende  Geometrie  zu  geben 
pflegt.  Was  nun  die  Ableitung  der  Grundformeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie ans  unseren  Constructionen  anbelangt,  so  beachte  man  zunächst, 
dass  in  Fig.  1  die  Diagonalen  S^A^  S^B^  Sfi  der  Kreisvierecke  in  der 
Polarecke  als  Tangenten  vom  selben  Punkte  S^  an  die  Kugel  des  sphäri- 
schen Dreiecks  ABC  alle  gleich  lang  sind  und  dass  dieselben  die  Winkel 
o,  ßy  y  in  Ay  B,  C  auf  folgende  Art  theilen:  a  in  c  —  ß  und  tf— y,  ß  in  tf— y 
und  ö— a,  y  in  a—a  und  tf— /3,  wo  a  die  halbe  Summe  der  Winkel  er,  /J,  y 
des  sphärischen  Dreiecks  ABC  bezeichnet.  Die  drei  Winkel  or,  /},  y  zer- 
fallen nämlich  in  sechs  Theile,  von  denen  aber  je  zwei,  die  derselben  unter 
den  drei  Kanten  ^i^i,  '^i^n  S^  C^  gegenüberliegen,  gleich  gross  sind.  Die 
Diagonalen  SA^^  SB^y  SC^  in  den  Kreisvierecken  am  ursprünglichen  Drei- 
kant halbiren  dessen  Seiten  a,  6,  c.    Setzen  wir  jetzt 

SA=SB=:^SC:=i  und  5,^i  =  5i5,=SiC,  =  / 
und  betrachten  die  drei  Paare  rechtwinkliger  Dreiecke ,  die  resp.  in  den 
drei  Geraden  CA^^  AB^^  BC^  zusammenstossen,  so  folgt,  indem  wir  jede 
dieser  gemeinschaftlichen  Seiten  auf  zwei  verschiedene  Arten  ausdrücken, 

%,  B.  ABix=itg'^r=^tcos{ß—ß)\ 

tg^=tcos(a—a)y 
I)  ^  tg-^^tcos^a—ß)  oder  ig-xitg-i  tg-^=icos{a-oi):cos{<s-ß):cos(<s-y)y 

ig\-=tcos{<i-y\ 

Mit  Rücksicht  auf  die  bereits  zu  Anfang  aufgestellten  Relationen  er- 

giebt  sich  hieraus: 

tt         i3  y 

II)  ctg  -:clg-  :  ctg-  =  sin  (5 — «)  :  sin  (5  —  6)  :  sin  (5 — c) , 

£  £  £ 

wo  s  die  halbe  Summe  der  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  bezeichnet. 
Diese  Formel  erhalten  wir  auch  direct  durch  bloso  Anschauung  aus  Fig.  1, 
es  ist  ^  T 
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et  1 

r^  —  =  -  .  sin  (*|  —  a,)  etc. 

Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  noch  bemerken,  dass  kürzlich  Herr 
Professor  Bretschneider  in  Gran.  Archiv,  52.  Th.,  Ilf,  S.  371,  gezeigt 
hat,  dass  bei  der  Berechnung  eines  sphärischen  Dreiecks  aas  seinen  Seiten 
a^h^  c  oder  Winkeln  a,  /?,  y  die  bezüglichen  Formeln  am  besten  in  folgen- 
der Gestalt  benutzt  werden : 


ctQ'-^u.  sin {s—a) ,     u  =  j/  --—■ 


stns 


ä)  sin  {s — b)  sin  (jp — c)  ' 


f^  =/  .C05(<y— er),      i^j/ z 

2  \         /»  ß<    cos{6—t 


^9: 


und  man  hat^also 


f(<j— a)  co5(tf— j3)co«(tf— y}* 
Eine  weitere  Formel  erhalten  wir,  wenn  wir  einen  Blick  auf  die  Figu- 
ren 4  nnd  5  than.    Es  ist  der  Reihe  nach 

MN  =  DM,cosß=s -sinccosß, 

^      cosb  '^ 

MN=ME  .  clga  =  (SE  —  SM)  clga  =  (— ^  cosc)  ciga 

\cosa      cosb         J   ^ 

(1         cosc\              sine  cos ß 
:  I  ciga  = --^  , 
cosa      cosb/                   cosb 

oder  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  mit  sin a  cosb  multipliciren , 

cos  b  —  cos  c  cos  a  =  sin  c  sin  a  cosß^ 

III)  cos  b^=cosc  cos  a  +  sin  c  sin  a  cos  ß. 
Die  reciproke  Formel  lautet: 

IV)  —  cos  ß  =  cos  Y  cos  a  —  sin  y  sin  a  cos  b. 

Bei  der  Ableitung  der  Formel  I)  tritt  gar  keine  Rechnung  auf;  bei  der- 
jenigen von  Formel  III)  nur  eine  einfache  Multiplication,  alles  Uebrige 
wird  direct  aus  der  Figur  durch  blose  Anschauung  gewonnen,  und  inso- 
fern dürften  beide  Ableitungen  für  den  Unterricht  von  Werth  sein. 

Behufs  Ableitung  der  Nep  er 'sehen  Analogien  subtrahiren  und  ad- 

diren  wir  die  beiden  ersten  Formeln  in  I)  und  erhalten 

.   a  —  b  a  b  y        a  —  ß 

sm :  cos  ^cos  —  =  21  sin  —  sin , 

2  2  2  2  2' 

.   a  +  Ä  a  b  y         a  —  ß 

sin :cos  —  cos  —  =:2t  cos  —  cos ^. 

2  2  2  2  2 

Durch  Division  dieser  beiden  Gleichungen  gelangen  wir  zu  folgender  ersten 

von  den  vier  Analogien : 

,   a  —  b      .a  +  &  a—-ß       y 

stn :  sm =  lg ig  —  : 

2  2  ^2^2' 

die  reciproke,  die  wir  auch  direct  aus  Formel  II)  gewinnen,  lautet 


«  —  ß      .   a  +  ß  a  —  b   ,    c 

\  — --  :  stn =  ig clg  — 

2  2  ^      2         '^  2 
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Indem  wir  die  beiden  ersten  Formeln  in  I)  mit  einander  multipliciren, 

bekommen  wir 

.    a    ,    b 

stn  —  svi  — 

.    ^  .    ^  2        2^,         N        /       flx         —cosa 

^9-z  ^9  —  = T-  =  ^ro5(<y-a)co*(<j-j3)=: 


2        2  ab  J        \       rj      cosia  —  v) 

cos  —cos--  N       /  / 

2  2 


und  mit  Rücksicht  darauf  ergiebt  sich 


1 


l 


.    «    .    ^  a  —  b  ,   a+ß    .  y 

sm  —  stn  —  cos ,  ,  2  stn ~  sm  - 

2        2    __  2        ^cos^a—yj  —  cosa ^ 2  2 

,a         b  a  b  ^        cosia—y)  cosio  —  y)      ' 

cos  —  cos  —       cos  —  cos  —  \       tf  N       /  / 

2  2  2  2 

,    a    ,    b  a  +  b  u  +  ß       V 

stn  —  stn-  cos .         ^   .  2  cos cos  - 

2         2^  2         __cos(a— y) -[-C05a_  2  2 

.  a         6  "~        a         b  cos(a—y)  cosla—y) 

cos  —  cos—       cos  — cos  —  V        #  /  \       /  / 

2  2  2  2 


Dividiren  wir  diese  beiden  Relationen  wieder  durcheinander,  so  folgt  als 
dritte  von  den  Ne per 'sehen  Analogien 

a  — 6         a  +ft  cc  +  ß      y 

cos :  cos =  ig ig  -. 

2  2  ^      2       ^2 

Durch  Anwendung  dieser  auf  das  Polardreieck  oder  anch  direct  aus  Formel 
II)  gelangen  wir  zur  letzten: 

a  —  ß         a  +  /^  a  +  b       c 

cos :  cos =  tg ctg  — . 

2  2  ^      2        "^  2 

Die  obigen  Methoden  lassen  sich  auch  auf  das  ebene  Dreieck  übertra- 
gen. Nehmen  wir  in  Fig.  2  den  Radius  der  Kagel  des  sphärischen  Dreiecks 
ABC  unendlich  gross  und  die  Seiten  a,  6,  c  des  letzteren  [in  Graden  (^) 
ausgedrückt]  unendlich  klein,  so  geht  ABC  über  in  ein  ebenes  Dreieck 
(Fig.  6)  und  S^  wird  zum  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises.  An  die 
Stelle  von  Formel  I)  tritt  folgende  (a,  6,  c  wieder  als  Längenzahlen  auf- 
gefasst) : 

•^=  l sin ß  oder  a:b  :c  =  sma  :  sinß  :  sin y. 

Wenn  wir  dagegen  in  der  Polarecke  t  unendlich  gross  und  die  Seiten 
£fi,  &t>  <^i  unendlich  klein  werden  lassen,  so  gelangen  wir  zu  Fig.  7. und  da- 
mit zu  der  Formel 

rcig'^=^s,-a,  oder  cigf— :  c/^^  :  c/p  ^  =  (s,-a,)  :  (Sj-ft,)  :  (s,-c,), 

wo  r  den  Halbmesser  des  dem  Dreieck  A^B^Cy  eingeschriebenen  Kreises 
bedeutet.  /^^^^T^ 
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Zum  Schluss  erwähnen  wir  noch ,  dass  die  Formeln  III)  und  IV)  sich 
verwandeln  in  folgende : 

1  =  1  und  cos  (y + «)  =  cos  y  cosa  —  sin  y  sin  a. 

Zürich.  J.  J.  Hemmim  a. 


IX.    Ueber  die  Einhüllende  aller  KegelBchnittsehnexi  von  constanter 

Länge. 

Im  47.  Bande  seines  Archivs  bestimmt  Herr  Orunert  die  reciproke 
Polarcurve  besagter  Enveloppe  und  im  14.  Jahrg.  S.  158  der  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Fhjs.  giebt  Herr  Schlömilch  eine  nähere  Discussion  der  Reci- 
prokalcurve.  Demgemäss  würde  es  nicht  schwer  fallen  auf  Grund  der  citir- 
ten  Angaben  die  Einhüllende  aller  Kegelschnittsehnen  constanter  Länge 
direct  zu  finden.  In  vorliegender  Note  jedoch  soll  eine  neue  und  rasche 
Ableitung  der  Gleichung  der  gesuchten  Enveloppe  gegeben  werden,  aus 
deren  Form  sich  die  projectivischen  Eigenschaften  der  Gurve  erkennen 
lassen  werden.  Im  Folgenden  will  ich  von  einer  Ellipse  ausgehen,  weil  sich 
die  gewonnenen  Resultate  auf  die  Hyperbel  unmittelbar  und  auf  die  Para- 
bel mit  den  ihr  entsprechenden  Modificationen  Übertragen  lassen. 

Wir  bestimmen  die  Gleichung  der  gesuchten  Einhüllenden  in  Linien- 
coordinaten,  wobei  wir  als  Coordinaten  u,  v  einer  Geraden  die  negativen 
reciproken  Abschnitte  verstehen,  welche  die  Gerade  auf  zwei  rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen  -IT,  Y  bestimmt.  Sind  a:,  y  gewöhnliche  cartesische 
Coordinaten  hinsichtlich  eben  dieser  Azen  ^,  F,  so  lautet  die  Gleichung  der 
Geraden  u,  v: 

ux  +  vy +  1  =  0. 

Eine  unendlich  nahe  Gerade  u  +  duy  v+dv  liefert  mit  der  ersteren  einen 
durch  die  Gleichung 

,  dv  r 

bestimmten  Schnittpunkt. 

Sind  wir  im  Stande,  für  jede  beliebige  Lage  einer  in  unserer  Ebene 
sich  gesetzmässig  bewegenden  Geraden  den  Funkt  o?,  y  anzugeben,  d.  h. 
ihren  Berührungspunkt  mit  der  durch  die  Gerade  erzeugten  Enveloppe,  so 

können  wir durch  u  und  v  ausdrücken  und  1)  ist  dann  eine  Differen- 

tialgleichnng  der  Enveloppe. 

Es  SCI  die  Gleichung  der  gegebenen  Ellipse 


h  — =  1 
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Sei  P  eine  Ellipsensehne  von  verlangter  Länge  und  den  Coordinaten 
u,  r.  Eine  unendlich  nahe  Lage  dieser  Sehne  erhalten  wir,  wenn  wir  ihre 
Endpunkte  a,  b  auf  der  Ellipse  sehr  wenig  fortgleiten  lassen.  Dieses  Fort- 
gleiten aber  kann  durch  eine  Hotation  um  ein  momentanes  Centrum  p  er- 
reicht werden,  das  sich  als  Durchschnitt  der  in  a  und  h  construirten  Ellip- 
sennormalen ergiebt.  Fällt  man  dann  aus  p  auf  P  die  Senkrechte  pr,  so  ist 
r  der  Berührungspunkt  von  p  mit  der  gesuchten  Curve.  Um  r  rasch  zu  be- 
stimmen, construiren  wir  den  Pol  q  oder  £,  ri  von  P.  Ist  dann  qs  auch  auf 
P  senkrecht,  so  wird  der  Mittelpunkt  0  von  ab  auch  rs  hälften,  was  unmit- 
telbar einleuchtet,  wenn  man  sich  den  dem  Viereck  apbq  umschriebenen 
Kreis  vorstellt. 

Als  Coordinaten  des  Poles  q  findet  man  leicht 

1  =  —  a*w  und  iy=3  — 6*», 

Stellt  man  nun  die  Gleichung  der  Geraden  qs  auf  und  combinirt  die- 
selbe auf  ud:-|-t;y-{-]=0,  so  erhält  man 

als  Coordinaten  von  «,  wobei  e'=s{i* — 6'  ist.    Endlich  finden  sich  für  0  die 
Coordinaten 

Ans  x^y^  nnd  aruVu  ergeben  sich  sofort  jene  ^  und  J^  des  Berührungspunk- 
tes r  und  somit  auch  --=  —  —  ,  nämlich 
du  Y 

dv  —  2fl«  (ti«+p')  +  (1  +  gV)  (q't/«-fe>'p«)    _t/ 

^^  rfJi  ""      -  2  6«  (m«+v*)  +  (1  -  <J' w')  (öV+  6«»«)  •  7* 

Führen  wir  behufs  leichterer  Integration  dieser  homogenen  Differen- 
tialgleichung die  Veränderlichen  |,  ti  durch  folgende  Gleichungen  ein: 

3)  g=:w*-fi;«  und  i?  =  a«M*-f6«ü«, 

so  folgt 

-^z^udu+vdi)     und      —  =  a'w  dt/-f- ft'ürfp, 

woraus  sich  —7—  ergiebt;   dies  in  2)   unter  Berücksichtigung  der  Gleich- 
nngen  3)  gesetzt,  giebt  nach  leichter  Heduction 

a'rf§-rfiy^fl«|(Ty^2)  +  t?(l-^) 

Somit  ist 

-  tf|  [«'^'Hiy-^) +  a'i?  (1-1?)]  -  rfi?  [6«|(,^-2)  +  1?  (l-i/)]. 
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Weil  aber  die  Gleichung  4)  bestehen  bleibt,  wenn  man  a  and  b  in  ihr 
vertauscht,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  sofort 

=  cf  I  [a«6«Hi2-2)  +  ^«1?  (1-1/)]  -  rft?  [a«|(iy-2)  +  .2  0- ^)]. 
Diese  beiden  Gleichungen  abgezogen  geben  endlich  die  Differential- 
gleichung 

deren  Integral  lautet 

Führen  wir  statt  £,  t^  die  Werthe  aus  3)  ein,  so  ergiebt  sich 
5)  («* + y')  (a*  w«  +  6'  y'  -  1 )  =  c  («»  m«  +  6»  t;«)* 

als  Gleichung  der  gesuchten  Einhüllenden ,  wobei  c  die  von  der  Lauge  der 
betrachteten  Sehne  abhängende Integrationsconstante bedeutet.  Wirersehen 
aus  5)  sofort,  dass  die  Einhüllende  C  aller  Ellipsensehnen  von 
constanter  Länge  eine  Curve  vierter  Classe  ist. 
Berücksichtigt  man ,  dass 

Z  =  m'  +  i;'  =  0 
die  imaginären  Kreispunkte, 

hingegen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Ellipse, 

iV=a*tt»  +  6V-l=0 

endlich  die  Ellipse  selbst  repräsentirt,  und  5)  für  jedes  c. durch 

Z  =  0  und  3/  =  0 
oder 

^  =  0  und  A/=:0 

befriedigt  wird,  so  folgt,  dass  alle  Curven  C  die  unendlich  ferne 
Gerade  und  die  Asymptoten  unserer  Ellipse  berühren.  Die 
Gleichung  5)  zeigt  Überdies,  dass  alle  Curven  C  ein  System  von  Curven 
vierter  Classe  bilden,  d.  h.  dass  eine  beliebige  Gerade  von  einer  Curve  C 
berührt  wird. 

Ebenso  leicht  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Einhüllende  C  die 
unendlich  fernen  Kreispunkte  «zu  Spitzen  hat,  deren  Tan- 
gente die  unendlich  ferne  Gerade  ist,  dass  ferner  die  Asym- 
ptoten derEllipse  zugleich  ihre  Asymptoten  sind.  Ist  nämlich 
v  =  ku  die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes,  so  liefert  5)  die  dop- 
pelte Wurzel  t/=0,  und  die  Gleichung 

0)  (i  +  A*)  («*"'  +  ^'^'«'  -  0  -  ^"*  (a*+  *'*•)'  =  0, 

d.  h.  die  unendlich  ferne  Gerade  ist  eine  Doppeltangente  der  Enveloppe, 
so  dass  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  v=ku  nur  noch  zwei  durch  6) 
gegebene  Tangenten  an  die  Curve  gehen.  —  Soll  auch  6)  durch  «  =  0  be- 
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friedigt  werden,  so  mnss  1+A*=0;  da  jedoch  dann  beide  Wurzeln  von  6) 
Null  sind  und  v^=ku  für  1-|-A*=0  die  imaginären  Kreispuukte  vorstellt,  so 
folgt,  dass  C  in  diesen  Punkten  wirklich  Spitzen  besitzt,  die  von  der  unend- 
lich fernen  Geraden  berührt  werden. 

Für  jeden  auf  der  Curve  C  liegenden  Punkt  v=:Xu  fallen  die  beiden 
Wurselwerthe  von  6)  in  einen  zusammen ,  weswegen  solche  Punkte  durch 
tf=0  oder  t<=oo  oharakterisirt  sind.  Für  ti=0  kommen  wir  auf  die  schon 
betrachteten  Kreispunkte  zurück.  Soll  jedoch  ti=OD  der  Gleichung  6)  ge- 
nügen, 80  muss  sein 

oder  wir  erhalten  für  die  vier  Wurzelwerthe  die  beiden  Gleichungen 
7)  a«  +  6*r  =  0     und     1 -f  X'  — c  («*  +  &U»)  =  0. 

Unsere  Curve  hat  somit  vier  durch  den  Ellipsenmittelpunkt 
gehende  Asymptoten.    Die  aus 

folgenden  Werthe  von  k  charakterisiren  die  Ellipsenasjmptoten  selbst.  Die 
zwei  anderen,  durch 

1  +  i«  — c(a*+&«i»)  =  0 

gegebenen  Asymptoten  erhält  man,  wenn  man  durch  das  Ellipsencentrnm 
zwei  Diameter  zieht,  welche  die  gegebene  Sehnenlänge  besitzen;  diese 
Diameter  sind  die  anderen  zwei  Asymptoten. 

Schliesslich  bemerke  ich,  dass  b)  durch  Elimination  von  m  aus  den 

Gleichungen 

u'  +  v^  —  m  (ö'm'  +  6«ü»)  =  0, 
c  (a* w»  +  6«»*)  —  m  (a' w*  +  b'v^  —  1)  =  0 
folgt,  woraus  die  Erzeugung  unserer  Einhüllenden  mittels  aller  zur  gegebe- 
nen Ellipse  concentrischen  und  homothetischen  Ellipsen  und  einer  im  Un- 
endlichen lif'genden  Punktinvolution  klar  wird.    Es  ist  nämlich  das  durch 
die  zweite  GleichuBg  repräsentirte  System  von  Kegelschnitten  zu  dem  durch 

u'^  +  t^^m  (a* w«  +  6»y*)  =  0 
gegebenen  Liniensystem  mittels  des  Parameters  m  projectivisch.    Das  letz- 
tere System  besteht  aber  auspunktenpaaren,  die  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  eine  quadratische  Involution  bilden,  deren  Doppelpunkte  eben  die 
Azenrichtungen  der  gegebenen  Ellipsen  sind. 

Prag,  im  October  1871.  Eduard  Weyr. 


X.    Ueber  den  Einflnss  der  Botation  eines  Schwungrads  auf  die 
Bewegung  eines  damit  verbundenen  Körpers. 

Zu  dem  gegenwärtigen  Aufsätze  veranlasste  mich  die  sehr  häufig  vor- 
gefundene Anschauung,  nach  welcher  die  Rotation  eines  Schwungrads  der 
Axe  eine  Widerstandskraft  gegen  Ablenkung  aus  ihrer  Kichtung  verleiht. 


Digitized  by  LjOOQIC 


168  Kleinere  Mittheilnng^en. 

Im  Folgenden  will  ich  nun  zeigen ,  dass  jener  Widerstand  nicht  existirt  und 
welche  Bewandtniss  es  mit  denjenigen  Erscheinungen  hat,  die  den  Anschein 
eines  solchen  geben.  Dieser  Zweck  wird  die  speciellen  Anordnungen  muti> 
viren,  von  denen  ich  ausgehe. 

Die  Axe  eines  Schwungrads  m  sei  in  einem  Gehäuse  n  fest.  Beide 
seien  Rotationskörper  für  gemeinsame  Axe  und  mit  gemeinsamem  Schwer- 
punkt. Auf  beliebige  Punkte  des  Gehäuses  mögen  belieljige  Kräfte  mit  den 
(Komponenten  X,  7,  Z  wirken  ^  welche  zugleich  die  Schwere  beider  Körper 
vertreten  können.  Das  Gehäuse  sei  anfänglich  in  Ruhe,  das  Schwangrad 
in  einer  gegebenen  Rotation  begriflfen. 

Das  System  der  xyz  sei  im  Räume,  das  der  ari^iZ,  am  Gehäuse,  das 
der  Xf  yt  ^t  <^m  Schwungrade  fest.  Für  letztere  zwei  Systeme  sei  der 
Schwerpunkt  Anfang,  die  Rotationsaxe  Axe  der  z^  und  z^.  Die  Coordina- 
tenrelationen  seien 

a:  t=a?j,+  a  a?!  +  6  y,  +c  2, ,  .r,  =ar,  co*0  — y,  «Vi^, 
y  =  yo  +  aiar, +ft,y, +c,«:i,  y,  =a:,  sin^+y^cos^, 
«  =/o  +  ««^1  +  *tyi  +  CtZi ,     «1  =  «t. 

Sieben  Grössen  können  unabhängig  variiren.  Die  Variationen  der 
neun  Richtungscosinus  lassen  sich  gemäss  den  Gleichungen 

und  den  sechs  analogen  auf  die  drei  unabhängigen  dP,  öQ^  6R  zurückfüh- 
ren; ausser  ihnen  variiren  noch  x^f  y^,  Zq  und  O. 

Entwickelt  man  hiernach  die  Werthe  von  öx^  dy,  Öz^  führt  sie  in  die 
allgemeine  Gleichung 

^{x"dx  +  y'öy  +  z'dz)d{m+n)  =  £  {X8x+Fdy  +  Ziz) 


ß 


ein,  wo  die  Accente  Differentialqnotienten  nach  ( bezeichnen,  nnd  identifi- 
cirt  die  Goefficienten  der  nuabbängigen  Variationen ,  so  erbält  man  die  sie- 
ben Gleichungen 

x\{m+n)  =  2X,   y"„(»i+n)  =  2F,    *".(m+»i)  =  ^Z, 

ß  (cyi  -  b «.)*"+  (c, y,  -  b,  z,) y"+  {c,y,  -  A. z.)  z"\  a  (m  +  «)  =  T. 


r\{at,—cxt)x"+  («,  z,  —  c,a;Oy"+  («,«,  —  c,«,)«"}  d(m+n)  =  ü, 
](^bx,-ay,)x"+  (A,X,  -a,y,)y"+  (ft.a;,  -fl,y,)s"}ö(m+«)=  F, 
|(6a;,  -  ay,)a:"+  {b^x,  -  «,y,)y"+  (ft.ar,  -a,y,)2"}am  =  0, 


/' 

/' 

WO  zur  Abkürzung 

V=  £  {(az,  -  c«,)  X+  («, z,  -c,x,)  7+  {a,z,  -  c,x,)  Z\, 
r=>£{{bXt-ay,)X+{b,Xt-a,yt)r+{btXt-aty,)Z\ 
gesetzt  ist.   Entwiclielt  man  noch  x",  y"  und  z"  nnd  setzt 
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p  =  cb'+Cib\  +  Ctb\, 

G  =y  W+^/)  d  {m+n)  =^ßx,*+z,*)  d{m  +  n), 
B^ßx,'+y,')  dn;       h  =ßx,'+y,')  dm; 

so  gehen  die  vier  letzten  Gleichuügen  über  in 

Gp+{H^G)gr  +  hg(r+^')=T, 
Gq'^  {H^Q)pr  -  hp  (r+^')  =  0, 

A(r'  +  ^")  =  0. 
Wenn   e  die   anfängliche  Rotationsgeschwindigkeit  des  Schwungrads 
bezeichnet,  so  hat  die  letzte  Gleichung  das  Integral  • 

1)  r  +  &'=e. 

Demzufolge  werden  die  drei  vorhergehenden 

j    Gp'+\{H^G)r  +  he\q^T, 
^  )   Gq'^\{E^G)r  +  ke\p==ü, 

3)  Hr=:V. 

Multiplicirt  man  sie  mit  pdly  qdt,  rdt^  addirt  und  integrirt,  so  erhält  man 
als  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

4)  c(p*+j«)  +  jyr*=22; /(zaoj  +  ray  +  zaz). 

Hieraus  lassen  sich  unmittelbar  folgende  zwei  Schlüsse  ziehen: 
Erstlich  ist  zu  Anfang  der  Bewegung,  wo  das  Gehäuse  ruht, 

also 

Gp'=T,     Gq'=l],     Hr^V, 
a  =br — cq  ^     b  =cp — ar  ^     c  :=aq — bp    etc. 

Diese  Grössen  sind  sämmtlich  unabhängig  von  e.  Folglich  ist  die  An- 
fangsbewegung, welche  durch  die  Beschleuniguilgscomponenten  nach  Rich- 
tung und  Geschwindigkeit  bestimmt  wird ,  unabhängig  von  der  Rotation  des 
Schwungrads.  Uebte  letztere  einen  Widerstand  gegen  die  Ablenkung  der 
Axe,  so  müsste  dieser  die  Beschleunigungen  verändern. 

Nehmen  wir  zweitens  den  Fall,  wo  das  Gehäuse  um  eine  feste,  aber 
ganz  beliebige  Axe  drehbar  ist,  so  reduciren  sich  alle  Variationen  auf  zwei, 
nämlich  die  der  zwei  Rotationswinkel.  Zu  deren  Bestimmung  sind  aber  die 
Gleichungen  1)  und  4)  ausreichend;  die  Bewegung  des  Gehäuses  wird  allein 
durch  Gleichung  4)  bestimmt  und  diese  ist  unabhängig  von  e.  Folglich  be- 
wegt sich  das  Gehäuse  im  ganzen  Zeitverlauf  so,  als  wenn  das  Sehwungrad 
anfänglich  in  Ruhe  gewesen  wäre.  Die  Bewegung  ist  demnach  die  eines 
von  beliebigen  Kräften  getriebenen  ebenen  Pendels,  und  zwar  der  Trag« 
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heitswiderstand   durch  Wegfall  von  h  sogar  noch  geringer,   als  hei  Fest- 
legung des  Schwungrads  am  Gehäuse. 

Die  Natur  der  Bewegung  ohne  feste  Aze  lässt  sich  erst  nach  Integra- 
tion der  Gleichungen  heobachten ,  und  diese  ist  mittels  elliptischer  Functio- 
nen ausführbar,  wenn  nur  constante  Kräfte  auf  Funkte  der  Rotationsaxe 
wirken.  Hier  wird  F=  0,  also  nach  Gleichung  3)  r  constant,  d.  i.  beständig 
=  0.  Die  Werthe  von  Jund  ü  bleiben  dieselben,  wenn  man  statt  der  gegebe- 
nen Kräfte  eine  Kraft  mit  den  Gomponenten  Zz^X^  ^h^}  Zz^Z  auf  den 
Funkt  Zi  ==  1  wirken  lässt.  Da  deren  Richtung  constant  ist,  so  kann  man  sie 
jLMx  Richtung  der  z  nehmen.  Wir  haben  dann  blos  eine  Componente  Z  und 
es  bleiben  nur  die  zwei  Gleichungen  zu  erfüllen 

5)  Gp+heq^  —  Zbty     Gq—hep=^Za^, 

Ist  im  Anfang 

r,  =  co52y, 

so  lautet  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

^(P*+0  =  2Z(c,  —  cos2y). 
Ausserdem  findet  man  durch  Elimination  von  Z 

G{a^p+  6,/)  +  A«  {a^q  —  &,p)  =0. 
Da  aber  allgemein 

fl'tP  +  ^\g  +  c\r  =  0,     Ct  ^a^q  —  h.^p 
und  in  unserm  Falle  r  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  das  neue  Integral 

6)  G  {a^p  +  h^q)  +  he{c^'-  cos2y)  =  0. 

Führt  man  die  erhaltenen  Werthe  in  die  identische  Gleichung 

{a,p  +  b,qy  +  {a,q  -  b.pY  =  («.»  + V)  (p'+O 
ein ,  so  kommt 

— j  (c,  -  cos2yy  +  c\  =  -^  (1  -^t*)  {c^  -  <^os2y). 
Sei  nun 

^  stn2ß 

dann  wird  die  Gleichung 

7)  c\  =  4a*  (c,  —  cos2y)  jr,  $inß  +  sin (2y  —  ß)\  \cos{2y  —  ß)  —  c^cosß]. 
Hiernach  ist  die  Zeit  i  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung,  und 
zwar  zeigt  sich,  dass  der  Modul  k^=sinß  ist.    Gebrauchen  wir  die  Gnder- 
mann'sche  Bezeichnung 

8nu=^sinamu,     cnu=i  cosamu,     dnu=iJamUf    du^=  j dn^udu^ 

0 

»^   /      .X         /*  ä'*  sn  ö  cn  d  dn  dsn^ud  u 
^*^"'^^=J    i-än"ösn^u ' 

Ü 

-,  ,      ,.         /* sndcnödnddn^udu 
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nnd  sind  K^  'S  die  elliptischen  Quadranten  erster  und  zweiter  Qattung,  so 
hat  man 

.     .        kk'sn^u  ,  . 

8)  Cf=iC0s2y  +  stn2y——^ — ;     u  =  atystn2y. 

Ferner  ist  wegen  r=0 

«',  =  — Cj^r^         b\==c^p^ 
daher 

cc\  -'CiC=^a^p  +  b^q]     atb\  —  6« a',  =  Ct  {a^p  +  ft, ^) ; 

beides  dividirt  durch 

c«  +  c,«  =  a,'  +  6,«=l-c,», 
giebt 

dX  =  darc(g-=^— -j-dt, 

c  1  —  c^ 

Of  1  — e,* 

Führt  man  die  }7erthe  7)  und  8)  ein,  so  erweist  sich  jeder  der  zwei 
Winkel  i,  (ü  als  bestehend  aus  zwei  Integralen  dritter  Gattung  und  man 
fiodet  nach  gehöriger  Reduction 

ysin2ß  ysin2ß  ' 

^  ysin2ß  ysin2ß' 

wo 

ff^_tgß       ^snödnd       ^ isnudnu 


d^^darcig''^^c,''-^^f^^dt. 


tgy  cn  0  ^m* 

gesetzt  ist.    Ferner  ergiebt  sich  aus  8) 

\cosg>  dfru/ 
und  demgemäss  ist 

c  =  iV  ro5  A ,     Ci  =  N  sink,     «2  ^=  N  cosfi,     6,  =  iV  sin  fi. 
Ehe  wir  zur  Anwendung  dieser  Formeln  übergehen,   wollen  wir  die 
Basis  der  Betrachtung  noch  erweitern.    Nach  bisheriger  Bestimmung  konn- 
ten wir  den  Schwerpunkt  beliebig  bewegt  oder  auch  als  fest  denken ,  weil 
alle  auf  den  Schwerpunkt  wirkenden  Kräfte  in  den  Ausdrücken  von  T,  ü,  V 
Coefficienten  =  0  haben.  '  Sei  jetzt  ein   anderer  Punkt  der  Rotationsaxe 
z,  =  — /"fest,  wahrend  beliebige^ Kräfte  auf  beliebige  Punkte  der  Zf-Axe 
wirken.    Sind  JTg,  Fq,  Z^  die  Componenten  des  rückwirkenden  Druckes  im 
festen  Punkte,  so  ist 
a:"o(m  +  rj)  =  Zo  +  -S^,     y'o  (m-f/j)  =  r« +  -SF,     /'o  (m+n)  =  Z,  + JJZ. 
Nimmt  man  den  festen  Punkt  zum  Anfang  der  xyz,  so  ist 

also  der  Zuwachs,  welchen  T  durch  den  Druck  erhält, 
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=  f*{m+n){bc"+b,c\+b,c\)»-£f(,bX+b,Y+b^Z), 
==r(m+n){-p'+qr)-i:f{bÄ+b,¥+btZ), 
desgleichen  der  Zuwachs  von  U 

=  r{m+n){-q+pr)  +  I!r{aX+a^r+a,Z), 
während  F=0  bleibt.    Addirt  man  diese  Werthe  za  den  alten  Werthen  von 
T  und  U^  so  geht  in  den  Gleichungen  2)  nur  G  in  G  +  /'*(OT-|-n)  und  «j  in 
z,  4-/* über.    Jetzt  kann  man,  ohne  die  Werthe  von  T,  ü  zu  verändern,  an 
die  Stelle  der  Kräfte  2^,  Fy  Z  eine  Kraft  setzen,  die  mit  den  Componenten 

i:£{z,+f)x,  ir2{z,+nr,  js{t,+nz 

auf  den  Schwerpunkt  wirkt,  und  überdies  deren  constante  Richtung  zur 
Richtung  der  z  nehmen.  Dann  erhält  man  wieder  die  Gleichungen  5),  in 
welchen  jedoch  jetzt  G  das  Trägheitsmoment  des  Körpercomplexes  für  eine 
durch  den  festen  Punkt  gehende,  der  a;,y,  -Ebene  parallele  Axe,  und  Z  die 
mit  /  multiplicirte,  auf  den  Schwerpunkt  wirkende  Kraft  bezeichnet.  Die 
Verlegung  des  Angriffspunktes  in  jeden  beliebigen  Pu^kt  der  Axe  ist  leicht. 

Schliessen  wir  uns  an  die  letztere  Anschauung  an  and  betrachten  die 
Kraft  als  Schwere  von  m  +  w,  so  bedeutet /c,  die  Tiefe  des  Schwerpunkts 
unter  dem  festen  Punkte,  k  den  horizontalen  Umlaufswinkel  der  Rotations- 
axe,  also,  für  constantes  r,.  fNk  den  horizontalen  Weg  des  Schwerpunkts, 
endlich  fi  die  Rotation  des  Gehäuses  um  seine  Axe.  Die  willkürliche  Lage 
der  X'  und  j:, -Axe  ist  so  angenommen,  dass  im  Anfang,  d.  i.  für  ^  =  i/  =  0, 
c,  und  6,,  mithin  auch  Pq  verschwinden. 

Zuerst  ist  aus  8)  oder  auch  schon  aus  7)  zu  ersehen,  dass  der  Schwer- 
punkt, dessen  Coordinaten  /c,  /Cj,  /c,  sind,  zwischen  den  Grenzen 

periodisch  auf-  und  niedergeht    Die  Dauer  der  Periode  beträgt 

2IC 
cc  ysin2y' 
Am  Anfang  uiid  Ende  derselben  muss  die  Bahn  einen  verticalen  Normal- 
bogen berühren,  wie  aus  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  hervor- 
ging; ihre  höchsten  Punkte  sind  daher  Rückkehrpunkte.  Im  Laufe  jeder 
Periode  rückt  der  Schwerpunkt  um  den  Werth  von  i,  welcher  ti=32jr  ent- 
spricht, im  horizontalen  Kreise  vom  Radius  fsin2y  fort.  Die  Länge  des 
Kreisbogens  von  einem  Rückkehrpunkte  zum  andern  beträgt  demnach 

f$tn2y ^^ ^ — -^^ i-, 

'         ^  ysin2ß 

Die  gleichzeitige  Zunahme  von  fi  beträgt 

2K^--7t 

ysin2ß  ' 
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Es  handelt  sich  nun  namentlich  am  den  Fall  einer  sehr  schnellen  Ro- 
tation des  Schwungrads.  liier  ist  ß,  also  auch  der  Modul  Ar,  eine  kleine 
Grösse  von  der  Ordnung  er'K  Entwickelt  man  die  Resultate  his  zu  erster 
Potenz  von  ky  so  ergiebt  sich  zunächst 

Stellen  wir  den  allgemeinen  Ausdrücken  numerische  Werthe  für  ein 
bestimmtes  Beispiel  zur  Seite.  Das  Schwungrad  mit  und  ohne  Gehäuse 
kann  als  Gjlinder  mit  leeren  Räumen  aufgefasst  werden;  die  Trägheits- 
momente lassen  sich  dann  in  folgender  Form  darstellen: 

G  =  (m+»)C,    (c=^  +  ^Vr), 

wo  r  den  Radius^  /  die  Länge  des  Cjlinders,  <r  und  tfi  Grössen  bezeichnen, 
die  von  1  bis  \  variiren,  wenn  beziehungsweise  der  Körpercomplex  und  das 
Schwungrad  aus  dem  Cylindermantel  in  den  vollen  Cylinder  übergehen. 
Ferner  ist 

Z  =  fg{m+n),     e  =  2itv, 

wenn  das  Schwungrad   vmal  in  der  Zeiteinheit  rotirt.    Sei  in  Meter  und 
Secunde 

r=/'=0,l,     /  =  0,0l,      v  =  100,     y  =  ?,     ^  =  9,8127, 

also   die  Rotalionsaxe   anfänglich   horizontal.     Dann  wird  die  Dauer  der 
Periode 

=  nj/- — : =0,37200, 

r     fgsin2y 

die  Tiefe  der  Senkung  des  Schwerpunkts 

fsin2y tgß  =  f'^^Y ^    f C^,  ,  =  0.0006155Ö. 
der  horizontale  Bogen  zwischen  seinen  Rückkehrpunkten 

'  f    2  2m      vaiT* 

die  gleichzeitige  Rotation  des  Gehäuses 


tA        ^  m  +  n  cos2yj/Cfg 

f    2  '  2m  vtfjr* 


die  Dauer  eines  horizontalen  Umlaufs 

4m       7t*va,  r' 


15,087. 


m  +  n  fgysin2y 

Diese  Dauer  ist  also  der  lebendigen  Kraft  des  Schwungrads,  dividirt 
durch  das  Kraftmoment,  proportional  und  hängt  sonst  allein  von  y  ab.    Die 
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Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  im  Maximum,  d.  i.  in  der  Mitte  der 
Periode,  wo  er  sich  horizontal  bewegt,  ist 

-^  ysin  2  y  =  -— ^—  '-^-^ ^  =  0,083293. 

he  m  nvG^r* 

Sie  ist,  wie  die  Division  des  Horizontalbogens  durch  die  Zeit  ergiebt,  gleicli 
der  doppelten  mittleren  Horizontalgeschwindigkeit. 

Die  Zahlenwerthe  zeigen,  dass  unter  den  angenommenen  Verhältnissen 
die  Abweichungen  der  Bewegung  von  einer  gleichmässigen  horizontalen  zu 
gross  sind,  um  sich  der  Wahrnehmung  ganz  zu  entziehen.  Nur  dadurch, 
dass  man  gewohnt  ist,  die  ausgedehntere  Bewegung  als  primäre  zu  fixiren 
und  die  eng  begrenzte  als  von  Zufälligkeiten  herrührend  zu  übersehen,  mag 
sie  den  Anschein  einer  solchen  gewinnen.  Weiss  man  hingegen  einmal  die 
anscheinend  secundäre  Bewegung  zu  deuten,  so  müssen  auch  die  periodi- 
schen Hebungen  und  die  ungleiche  Geschwindigkeit  ins  Auge  fallen,  na- 
mentlich da  die  Zeit  von  ^  Secunde  eine  zur  Auffassung  sehr  günstige  ist- 
in Betreff  der  anfänglichen  Frage  aber  hat  sich  ergeben:  1.  dass  die 
Kotation  des  Schwungrads  einer  aus  der  Ruhe  beginnenden  Ablenkung  sei- 
ner Axe  mittels  eines  Kräftepaares  gar  keinen  Widerstand  entgegensetzt; 
2.  dass  sie  eine  im  Act  begriffene  Ablenkung  in  die  transversale  Richtung 
überzuführen  strebt.  Sie  macht  nicht  die  Lage  der  Axe  stabil,  sondern  übt 
nur  bezüglich  auf  das  Potential  der  ablenkenden  Kraft  eine  stabilisirende 
Wirkung  in  dem  Sinne,  dass  sich  dasselbe  wenig  ändert  und  periodisch  auf 
seinen  Anfangswerth  zurückgeht. 

Berlin.  Prof.  Dr.  R.  Hoppe. 


XI.    lieber  die  oonjngirten  Fnnktenpaare  in  Bezug  anf  einen 
Kegelschnitt. 

Im  Allgemeinen  kann  ein  Kegelschnitt  statt  durch  fünf  seiner  Pnunkte, 
auch  durch  fünf  in  Bezug  auf  ihn  conjngirte  Punktenpaare  gegeben  werden. 
Durch  vier  derartige  Punktenpaare  wird  ein  Büschel,  durch  drei  ein  Nets 
bestimmt.  Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  die  Pnnktenpaare  nicht  immer 
als  von  einander  unabhängige  Daten  betrachtet  werden  dürfen.  Sind  näm- 
lich vier  von  einander  unabhängige  Paare  gegeben,  wodurch  ein  Büschel 
von  Kegelschnitten  definirt  ist,  so  wird  zugleich  eine  doppelte  Mannich- 
faltigkeit  von  conjugirten  Punktenpaaren  dadurch  bedingt.  Sind  drei  von 
einander  unabhängige  Paare  gegeben,  welche  ein  Netz  definiren,  so  folgert 
man  aus  ihnen  eine  einfache  Mannichfaltigkeit,  welche  bekanntlich  eine 
Curve  dritter  Ordnung  erfüllen.*    Zwei  Paare  sind  stets  von  einander  un- 


*  Vgl,  Dnrfege:  Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung,  Leipzig  1871,  S.  235 flgg« 
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abhängig,  bestimmen  aber  nach  einem  Satze  von  Hesse*  ein  gewisses 
drittes  Paar^  nämlich  dasjenige,  welches  mit  den  beiden  gegebenen  die 
drei  Paare  gegenüberliegender  £cken  eines  vollständigen  Vierseits  bilden. 
Für  diesen  Satz  hat  Hesse  später  einen  bedeutend  einfacheren  Beweis 
gegeben,  ••  welcher  vielleicht  nicht  hinreichend  bekannt  sein  möchte.  Es 
mag  mir  daher  gestattet  sein,  hier  eine  Modification  des  zweiten  Hesse- 
schen  Beweises  mitzutheilen ,  bei  welcher  von  einer  aus  der  Theorie  der 
Determinanten  sich  ergebenden  Identität  ausgegangen  wird. 

1.   Nennt  man  in  dem  vollständigen  Vierseit  der  Geraden  a,  &,  c,  d  die 
drei  Paare  von  Gegenecken  a:{,  yiy,  zj  derart,  dass 

und  führt  homogene  Dreieckscoordinaten  für  die  Geraden  und  Punkte  ein, 
nämlich  a^a^a^  als  Coordinaten  von  a^  u.  s.  w. ,  so  kann  man  setzen 

=  X3  etc. 

Bezeichnet  man  nun  mit  AjAtA,,  (Hjfitf^s  willkürliche  Grössen  und  zur 
Abkürzung  Ausdrücke  von  der  Form 

A,  a,  +  Ajrtj  +  A,a,,     A^6,  +  A,6,  +  X^b^ . . . 
mit  Aa,  Aft...,  so  verschwindet  identisch  die  Determinante 

Xa    Xb    Xc    Xd 
^a  ft»  ^c   M 

"ti     "b     "C    "d 

fla  l^b  ft«  ft d 

Zerlegt  man  dieselbe  in  bekannter  Weise  in  Punkte  von  Partialdeter- 
minanten ,  so  erhält  man 


bt  b» 

=  »,, 

O,  flr, 
bs  6, 

=  a;,, 

a,  «, 

b,  6, 

2) 


+ 

kakc 

+ 

1»   kc 

=  0. 


Die  erste  dieser  Partialdeterminanten  ist  das  Product  zweier  unvollständi- 
ger Determinanten     « 


Xa   Xb 


A|  A|  Ag 

1^1    f*t    f*8 


WO 


:U,, 


6|   6,  6, 

A,  A, 

f*8  f*i 


=  w,  a:,  +  t/jiXj|  +  MjÄT,  =  Wjp, 


=  «• 


A,  A, 


=  w« 


gesetzt  worden  ist.  Analoges  gilt  für  die  übrigen  Partialdeterminanten,  und 
der  Ausdruck  2)  liefert  schliesslich 


*  Crelle's  Joarnal  Bd.  20  S.  301 ,  dargestellt  von  Dur  ige  a.  a.  O.  S.  74. 
♦♦  Crelle's  Journal  Bd.  36  S.    14 
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3)  l/^.M|  +  w^ .  Mi;  +  M, .  w j  =  0  * 

für  beliebige  Wertbe  der  u  und  die  nach  1)  aus  a,  6,  c,  d  gebildeten  Werthe 
von  x^yyri,  zj. 

2.    Die  Gleichung  eines  Kegelschnittes: 

kann  mau  bekanntlich  symbolisch  so  schreiben: 

(w,  oTi  +  Wt  ^t  +  «8 ^s)*  =  ^,  w,-  mä  Xi  ojä  =  0  oder  ti«ar  =  0. 

i,k  , 

In  jeder  in  Bezug  auf  die  Producte  t/^ujt  linearen  und  homogenen  Identität 
hat  man  dann  diese  Producte  durch  die  Coefficienten  Uik=Uki  zu  ersetzen.        * 
Das  Product  ^^ 

Uxti$  =  ^UiUtXiik  I 

ist  demnach  die  symbolische  Darstellung  der  Form 

und  die  identische  Relation  3)  werden  wir  jetzt  folgendermassen  schreiben 
dürfen: 

d.  h.  wenn  von  den  Ausdrücken 

^**/'(i<),  -sy.r(i?.),  szinti) 

irgend  zwei  verschwinden,  so  verschwindet  auch  der  dritte. 
Es  ist  aber  ^-^ 

die  Bedingung  dafür,  dass  die  Punkte  o^,  £  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
4)  einander  conjugirt  sind  u.  s.  w. 

Wenn  also  zwei  von  den  Punktenpaaren 

in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  einander  conjugirt  sind,  so  gilt  dies  stets 
auch  von  dem  dritten  Paare. 

Breslau,  im  Januar  1872.  Dr.  Robanes. 


*  In  Determinant'enform  würde  dies  lauten 

(uab){ucd)'^(uac){udb)-\-(uad)(u6c)  =  0. 
Diese  Identität  folgt  auch  sofort  aus  dem  dritten  Beispiel  zu  §  3,11  in  Baltzer*s  De- 
terminanten (3.  Aufl.) ,  wenn  man  dort  u  für  a  und  /*,  sodann  a  für  e  schreibt.  Ueber 
ihre  geometrische  Bedeutung  vergl.  desselben  Verfassers  Elemente  der  Mathematik, 
n  (3.  Aufl.) ,  S.  372.  —  Die  oben  befolgte  Herleitung  zeigt  den  Zusammenhang  der 
Relation  mit  den  Plücker'schen  Coordinaten,  wobei  a^biCidi^  o^bfCfdif  aj^s^^i 
als  Coordinaten  von  Punkten  im  Räume  zu  betrachten  sind,  ferner  ^i^iZiSii/i  tt  ^ 
Coordinaten  der  Verbindungslinie  des  zweiten  und  dritten  Punktes  n.  s.  w. 
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VII. 
Ein  Beitrag  zur  höheren  Oeodäsie. 

Von 

A.  Sonderhof 

in  Rohnstedt. 
(Schlags.) 


Cap.  ni. 
Dag  Ellipsoid. 

A.   Das  Sph&roid. 

§1. 
Bezeichnet  man  die  drei  Halbaxen  des  Ellipsoids  mit  a^b^  c  und  fer- 
ner drei  noch  unbekannte  Functionen  von  zwei  Variabelen  mit  /j,  ^g'^^^  /a» 
80  lässt  sich  die  Gleichung  der  gedachten  Fläche  in  folgender  Form  dar- 
stellen : 

Setzt  man  diese  Werthe  von  a:,y,  z  in  die  gewöhnliche  Flächengleichung 

x^      tfl     z^ 

so  erhält  man  eine  Bedingungsgleiichung  für  die  Functionen  f,  nämlich 
»)  '  /i*  +  /i'  +  /3'  =  l. 

Die  Gleichungen  1)  und  3)  hat  man  nun  zu  differentiiren.    Bezeichnet 
man  die  Derivationen  von  Z*^,  /^  und  f^y  welche  partiell  nach  den  beiden 
Variabelen  genommen  worden  sind,   beziehungsweise  mit  97^,  ^^y  <Ps  ^^^ 
tf/j,  -^2,  i|;a,  so  ergiebt  sich  aus  der  partiellen  Differentiation  der  1): 
a:'=ag>i,      yz=b(p^,     zz=cq>^y 

Daraus  lassen  sich  ohne  Weiteres  die  KichtungsgrÖssen  der  Flächennormale 
pqr  entnehmen;  es  kommt 

3a)    a^iP  =  92i;/8— '^srVs»    ^^5^  =  Vs^i  — '^s^Pi»    <^'i'*  =  9i^2  —  *i9'2- 
Nunmehr  differentiirt  man  auch  die  3)  partiell  und  erhält 

ZeilMhrm  f.  Malhenialik  o.  Physik  XVII,  3.  13        C^ r\r\n\o 
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Diese  Gleichungen  löst  man  nach  f  auf,  wodurch  folgende  RelatioDen 
entstehen : 

Vergleicht  man  die  3  a)  und  3  b)  mit  einander,  so  erhält  man  schliesslich 

Damit  sind  also  die  Functionen  f  gegeben.  Substituirt  man  dieselben 
in  die  1) ,  so  folgt  die  Flächengleichung 

x  =  a^tp^ 
4)  y  =  b^tq, 

Als  einzige  Unbekannte  tritt  darin  der  gemeinschaftliche  Factor  /  auf;  fhr 
denselben  ergiebt  sich  aber  aus  der  2)  oder  3)  sofort  der  Ausdruck 

^*^  ^^'aV  +  ^^^'+cV 

Die  Gleichung  4)  stellt  die  Coordinaten  x^  y,  z  als  Functionen  der 
Richtungsgrössen  der  Flächennormalen  dar.  Um  eine  bestimmte  Lage  der 
Normale  anzugeben,  hat  man  zwei  Winkel  nöthig.  Wir  wählen  daza  die 
Länge  X  und  die  Breite  n.  Die  Breite  repräsentirt  den  Winkel  zwischen 
der  Flächennormale  und  der  ^TF*  £bene ;  unter  der  Länge  versteht  man  den- 
jenigen Winkel,  welchen  eine  durch  die  Normale  parallel  zur  2-Axe  gelegte 
Ebene  mit  der  ^Z- Ebene  einschliesst.  —  Dies  vorausgeschickt,  ergeben 
sich  nun  für  p,  ^,  r  folgende  Werthe: 

p  =  cosncosXy     g=^cosnsinXj     z^=sinny 
und  die  Gleichungen  4)  gehen  in  folgende  über: 

Ix=^a^t  .cosncosX^     y  =^  b^t ,  cosnsinXj     z  =  c^t,sw7c^ 
fi = \ . 
a*  cos  n^  cos  X^  +  b^  cos  n^  sin  A*  +  c*  sin  n^ 

Hat  man  es  mit  einem  Rotationsellipsoid  zu  thun,  so  ist  &  =  a;  und 

fl^  — c* 

führt  man  ferner  die  Excentricität  e^  = ; —  ein,  so  resultirt  dieFläcben- 

a 

gleichung 

acosncosX  acosnsinX  _^a(\-^e^)sinn 

^^      ^  "^  j/i^^'slinn^ '      ^""^I-e^^iVT^'       ^""^l-e«  «•«»«" 

§2. 

Wir  betrachten  zuerst  und  hauptsächlich  das  zweiaxige  Ellipsoid  und 
beginnen  damit,  zwei  verschiedene  Punkte  auf  dieser  Fläche  durch  ein 
Linienzweicck  zu  verbinden  und  die  einzelnen  Theile  dieser  Figur  durch 
Grössen  des  Sphäroids  auszudrücken.  Es  müssen  demnach  entwickelt 
werden: 
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a)  Die  Eichtang  der  Pollinie. 

Giebt  man  den  Normalen  Pi^iTj  und  P292^i  die  Werthe 
jOj  =  cosuj^ ,  5'i  =  0 ,  Tj  =s8in7Ci , 

Pg  =  C05  JTj  cos  i  ,       gr^  =  CO*  Ä^  ^^^  ^  i       ''2  ~  ^^'^  ^2 » 

und  bezeichnet  den  Winkel  zwischen  beiden  Richtungen  mit  d,  so  erhält 
man  die  Richtung  Imn  der  Pollinie  durch  die  Ausdrücke , 

—  sin  ny  cos  n^  sin  k  *f »  n^  cos  n^  cos  l  —  cos  n^  sin  n^ 

l  L—i  ffl  ^p  — '  ■ —  , 

sind  '  sind  ' 

cosn2  cos  TU  sink 

n  = r-^ . 

smo 

Fuhrt  man  die  sphärischen  Azimuthe  a^  und  or^  ein,  welche  von  Nord 
nach  West  oder  Ost  gerechnet  werden,  so  lassen  sich  die  vorigen  Formeln 
nach  bekannten  Sätzen  der  Trigonometrie  auf  die  Form  bringen : 
7)  /  =  —  sin  n^  sin  «^ ,     m  =  —  ro5  «^ ,     n  =  cos  n^  sin  a^, 

b)  Die  Länge  der  Axe. 

Für  die  Hauptkrtimmungsradien  des  Sphäroids  hat  man  bekanntlich 
die  Ausdrücke 

Qq  bezeichnet  den  Krümmungsradius  des  Meridians,  q^  hingegen  den 
Radius  des  auf  dieser  Richtung  senkrecht  genommenen  Schnittes.  Der 
Endpunkt  von  ^^  fällt  in  die  Rotationsaxe ;  die  Entfernung  dieses  Punktes 
vom  Fusspunkte  der  d;  -  Goordinate  erhält  man  daher  durch  Projection  des 
gedachten  Radius  auf  die  Axe,  d.  h.  durch  den  Ausdruck  Q^sinn^,  Sub- 
trahirt  man  von  dieser  Grösse  die  Coordinate  z,  so  folgt  die  Entfernung  des 
genannten  Endpunktes  vom  l^ittelpunkte  des  Sphäroids  mittels  des  Aus- 
drucks 

Q^  sin  n^  —  z. 

Derselbe  kann  mit  Berücksichtigung  der  6)  leicht  auf  die  Form  gebracht 

werden:  .  «       - 

q^  stnn^ .  er. 

Für  die  entsprechende  Grösse  des  zweiten  Punktes  erhält  man ,  sobald 
der  betreffende  Krümmungsradius  mit  q^  bezeichnet  wird: 

Q^sin^n^^e^' 
Die  Differenz  beider  Grössen  bildet  die  Länge  /  der  Axe;   es  folgt 
daher  schliesslich : 

9)  /  =  e*  (^j  sin  n^  —  q^  *'"  %)- 

c)  Der  kürzeste  Abstand. 

Man  erhält  diese  Grösse  unmittelbar  aus  der  Gleichung  IX)  des  ersten 
Capitels.  Setzt  man  nämlich  darin  für  /  den  Werth  aus  der  vorigen  Gleich-' 
ung ,  80  kommt 
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10)  Ar  =  c*  cosTf^  sin  a^  (^^  sin  it^  —  pj  sin  n^). 

Um  diesen  Ausdruck  weiter  zu  entwickeln,  substituirt  man  zuerst  f(ir  q^  und 

^2  die  Werthe  aus  der  8),  wodurch  man  erhält 

,  /        sinnt  sinnm        \ 

k^=sa  ,  e^,  cos nx  stna^  (  -= rr:^=i ~r^^    -^^=i_  ) 

Vf/l  — tf*sm»,*      y\—^sinn^J 

Wird  nun  das  erste  Glied  unter  der  Klammer  vorgenommen,  so  kommt 
man  auf  die  Reihe 
5171  ;r, 


I 


^  ,—    =  sinitx  (  1  +  -  sinn^^  +  8  ^  sinn^*  +  y*^  «•  m«,'  +  ...). 


Für  die  Potenzen  der  Sinus  existiren  bekanntlich  die  Ausdrücke 
sinn*=  I  sinn—  J  stVidn, 
5f>}  ju*  =  -g  sm 9S  —  -^^  sinZn  -{•  y'y  5iw 5 w , 
51«  n'  =  f  I  sin  JT  —  §  J  5i;i  3  »  +  yy  *'"  ^  ^  ""  «V  ^^^  "^  ^• 
Setzt  man  diese  oben  ein  und  wendet  folgende  Abkürzungen  an: 

so  geht  die  Reihe  in  folgende  über: 

— =  A  sin  rci  -—  B  sin  3«,  +  C sin  5  w,  —  Z>  sin 7 »i. 

yi  —  c^  sin  n* 

Einen  analogen  Ausdruck  liefert  in  der  Gleichung  für  k  das  zweite 
Glied  unter  der  Klammer,  nämlich 

—  *  =  A  sin  jr,  —  ^ sin^n^  +  C sinbTi^  —  D  sinln^, 
j/i^^  sinnt 

Subtrahirt  man  beide  von  einander,  verbindet  die  zusammengehörigen 
Glieder  und  setzt  dann  den  Ausdruck  oben  ein,  so  kommt  schliesslich 

•  r  >.  .  ^1 — ^«     ^1 1  ^t 

k  =  2.a  e^  cos tt,  stn a,    A stn  -^ cos 


;  TTi  sin  at  1  ^ 


10a)  —BstnZ  ^  coso^-—       - 

+  Cstnb  -— -cosb  -^-^ —    . 

^  2  2      J 

Daraus  ist  zu  ersehen,  dass  Ar  in  Bezug  auf  die  Halbaxe  a  oder  den 
Krümmungsradius  q  unter  allen  Umständen  eine  kleine  Grösse  ist. 

d)  Die  Entfernungen  r,  und  r,  vom  Pole  des  Linienzweiecks 
bis  zu  den  Flächenpunkten. 
In  der  Gleichung  III),  Capitel  I,  hat  man  die  Ausdrücke  für  hi  und  hf^ 
durch  welche  die  Kautenstrecken  vom  Pole  des  Zweiecks  bis  zur  Axe  ge* 


/G0O5      m 
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f  ^^.^^^^X^^^^i^^^VS^^^^^^. 


geben  sind.  Subtrahirt  man  die  absoluten  Werthe  dieser  Grössen  von 
denen  der  Krümmungsradien,  so  erbält  man  die  gesuchten  Grössen  r^und 
r,.    Es  folgen  daher  die  Gleichungen 

k  k 

e)  Die  sphärische  Correction. 

Nunmehr  kann  man  zur  Ermittelung  der  wichtigsten  Grösse  des  Linien- 

zweiecks,  nämlich  der  sphärischen  Correction,  schreiten.    Aus  den  16),  Ca- 

pitel  I ,  folgen  die  Relationen 

r^sind  r.sind 

cotg  tvx  =  ^^. — ,      coig  w,  =  . 

Substituirt  man  für  r  die  Werthe  aus  den  11),  so  kommt 
k  k 


Qi  sin  d  +  k  cotg  «i '  (»j  sin  d  —  k  cotg  a,' 

Es  ist  schon  darauf  hingewiesen  worden ,  dass  k  in  Hinsicht  auf  den 
Krümmungsradius  eine  kleine  Grösse  ist.  Man  kann  daher  die  vorstehen- 
den Ausdrücke  in  schnell  convergirende  Reihen  umwandeln  und  erhält  auf 

diese  Weise 

k  ^  coig  ai      k^  cotg  a^* 

^^l ■"  Q^ind "" p,*  sin d' "*"  ^,« sin  ff^  ' 

/^ «.  ^        .  ^^^otga^      Ar»  coig  a,* 

Das  Vorzeichen  von  k  hängt  von  dem  der  Polhöhendifferenz  tt,  — tti  ab. 
Stellt  man  fest,  dass  in  diesem  Ausdrucke  stets  diejenige  Polhöhe,  für 
welche  die  sphärische  Correction  berechnet  werden  soll,  vornweg  gesetzt 
-wird ,  so  hat  man  in  der  zweiten  der  vorigen  Gleichungen  das  Vorzeichen 
von  k  zu  ändern.  Aendert  man  ebenso  das  Vorzeichen  von  w^  und  deutet 
durch  die  Indices  12)  und  21)  die  Differenzen  7C|— n?,  und  %— »|  an,  so  folgt 
schliesslich 

k  k^  k^ 

^  QfStnd     Qt*  sind*        ^  p,'sin3"        ^   *' 

Damit  sind  die  beiden  Gleichungen  auf  eine  ähnliche  Form  gebracht, 

und  für  beide  Werthe  der  so  ermittelten  sphärischen  Correction  gilt  die 

Relation 

a  —  a  =  w. 

Will  man  die  Formeln  12)  zur  Berechnung  anwenden,  so  hat  man  zuvor 
die  Grösse  k  aus  der  10)  zu  ermitteln  und  dann  hier  einzusetzen.  Man  kann 
diese  Formeln  aber  auch  so  umgestalten,  dass  aus  ihnen  die  sphärische 
Correction  unmittelbar  hervorgeht.  Substituirt  man  nämlich  für  k  den 
Werth  aus  der  1€),  so  folgt 

Digitized  by  LjOOQIC 


iS2  Ein  Beitrag  zur  höheren  Geodäsie« 

kff         f*  cos « tin  a  /p,    . 


g^  sin  C  sin  c 


^Qt  et        ^ 

Q^smd  smö        \p|  pi  / 

Entwickelt  man  die  erste  Gleichung  weiter,  indem  man  fnr  ^|  und  ^ 
die  Ausdrucke  der  8)  einsetzt  und  dann  zur  Reihe  übergeht,  so  erhält  man 

sin  Wi  l/^l  —  e*  sin  nJ 

— y         — «/i»t 

j/i'-e' sinn,* 
==sinni  (l  — --«i»j*  — i  «*ttWÄ,*Hl  +  -«nÄ,*  +  |  ^*Mi3r,*j  —  ^tnae, 

(€*                                          €* 
1 sinjKf*—  le*  sin n^ -J simt^ 

tinn^  sin  »t*  +  f  e*  sin  w,*  I  —  *i>i  «t 

=ssiniti  —  sinnf+  -sinnt  (m «,*  —  #i/i «,*)  +  -*m»i  (n«»»*  — «hä,*) 

+  T  '"*  '"fi*  (*'"  '^l*  —  <»'«»«*) 
4 

1  H —  sin  Tti  (sin  «,  +  *i«  w,) 

+  --  *m  «,  (sin  «I*  +  *i>i  »,*)  (sin  «,  +  # in  »,) 

-|-  —  sin  »1*  (siw  ;j,  +  sin  «,) 

^-  (*i>i  Ä|  —  sin  w,)  I  l  -|-  (5m  «,  +  *i/i «,)  (  —  sin  ;r, 

+  —  sin  Ä,  (3  5i>i «,*  +  sin  jr,')  j 

=  2«/w  -! =  CO*  -^  -     1  +  «w  -^ —  cos    *     -  (  e'  sinnt 

2  2       L  2  2       \  * 

+  -  sinnx  (3  si/J  «i*  +  «njc,*)  j  1. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

2  c*  cos  «1  5tn  er,     .   jri  —  n*        n»  +«• 

'»I«  == r4 ^  sin  -^ ?  CO«    ' 

5iwa  2  2 

,^,  V  2.e*sinaiSin(Xt     .   jr,  — tt,        7i;,  +  ?r, 

13)  <  = r-; stn  -! =  cos  -^ —  , 

i  smX  2  2       ' 

f  •    ^1  +  ^        ^1  —  ^« 

I       n=stn  cos  — -, 

\  2  2' 

80  erhält  man  schllosslich 

— ~-^  =  Wit    1  +  w  (  ß'  sin  ni+  -  sin  tt,  (3  sin  tt,*  +  «n  ;rj*)  )  . 
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Führt  man  diesen  Ausdruck   ein   und  ordnet  die  Glieder  nach  ihrer 
Grösse ,  so  geht  die  12)  in  folgende  Gleichung  über: 
f    tgtDi  =  m,2  —  tn^it  cotg  or,  +  ^* .  «  m,,  ,  sin ttj 

H —  .  n  m„  sin  tt,  (3  sin  ;r,*  +  sin  n^) 
4 

—  2n m'n  .  e* .  sin 7t,  colg cf,  +  m^^^cofg or,*. 
i4)         ^            Durch  Vertauschung  der  Indices  erhält  man  ferner 

tg «;,  =  »1,1  —  m*,i  colg  cf,  +  e* «  w,,  «w  «, 

H —  .  n  m,i  sm  «,  (3  5in  ;r,*  +  sin  tp,*) 
4 

—  2e* .  «w%,  5m;r,  colga^  +  m*„  colga\. 

Der  Maximalwerth  von  m  kann  annähernd  = gesetzt  werden. 

Untersucht  man  damit  die  drei  letzten  Glieder,  so  findet  sich ,  dass  ihr  Be- 
trag im  Allgemeinen  kleiner  als  0,0i''  ist  und  nur  in  dem  besondern  Falle 
bis  zu  dieser  Grösse  heranwachsen  kann,  wenn  das  Azimnth  nahe  =45^  ist. 
Wird  daher  nicht  die  grösbte  Genauigkeit  gefordert,  so  reicht  man  mit  den 
drei  ersten  Gliedern  aus.  Eine  andere  Abkürzung  der  Formeln  ist  die,  dass 
man  die  Tangente  von  w  mit  dem  Bogen  vertauscht.  Der  Fehler,  welcher 
dadurch  entsteht,  beträgt  nur  wenige  Tausendtheile  einer  Secunde. 

§3. 

Es  ist  von  Interesse,  zu  untersuchen,  wie  gsoss  der  Unterschied  zwi- 
schen den  sphärischen  Correctionen  Wi  und  w^  sei.  Aus  dem  Zeichenwech- 
sel, der  im  vorigen  Paragraphen  mit  der  Grösse  w^  vorgenommen  wurde* 
folgt;  dass  man,  um  die  gedachte  Differenz  zu  finden,  die  Gleichungen  14) 
nicht  zu  subtrahiren,  sondern  zu  addiren  hat.  Bezeichnet  man  die  Differenz 
mit  />,  führt  die  Addition  aus  und  vernachlässigt  die  drei  letzten  Glieder, 
so  folgt  die  Gleichung 

D  =  e^nm  (sinni  —  sin tTj)  —  m*  {cotg a,  +  cofga^). 
Die  Summe  S  der  beiden  Cotangenten  ist  nun  besonders  zu  entwickeln. 
Multiplicirt  und  dividirt  man  dieselbe  beziehungsweise  mit  cosiVi  sinai  und 
cos 7tf  sin  Ufj  so  erhält  man  ^ 

S .  cos  n  sin  a  =  cos  jCt  cos  Oi  +  cos  ;r,  cos  a,. 
Nach  bekannten  sphärischen  Formeln  ist  aber 

sin  TT,  —  sin  tt,  cos  d  ♦ 


COSTtiCOStti  = 

cosnfCosa^ 


sin  d  ' 

sin  TT,  —  sin  tt,  cos  d 


sin  d 
Addirt  man  beide  Gleichungen,  so  kommt 


cosni  COS of,  +  cos n^ cos of,  =  {sin iti  +  sin n^  (g  —  =  2,n  ,ig  -. 
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cos 


Setzt  man  dies  ein,  so  geht  die  Gleichnng  für  D  in  folgende  über: 

t      ,v        •         /  .  .X  2».m*         g 

Ds=e^n,m,  (stn  n,  —  sin  nm) : —  ig 

^  '      cosnsma      2 

i  2.6^00871  sina  sin  -^ cos  *  sin  d  -  2m.to-\ 

n.m       I  2  2  2  j 

?  n  sin  a  \  sin  d  J 

2.n,m*    (  .    d        d  d\  2.n.m*      .  a«      3 

= ; —  l  stn-cos--  —  to  -  )  = : — Stn-  ig  — . 

cosnstnaX       2        2  2/  co^n^t/ice       2       2 

Substitnirt  man   für  m  und   n   die  Werthe  aus  den   13),   so  kommt 

schliesslicb 

^    ^           e*  cos  n  sina      .   n^  —  n^       w,  +  «,    .   ,  x    .   ,      .      x.  ^ 

15)  2)  = T-ö .  sin  — —  cos  — ^—  5171  (tt,  — TP,)  «m  («j  +  w,)  (^  -. 

Aus  dieser  Gleichung  erhellt,  dass  die  Differenz  der  sphärischen  Cor- 
rectionen  w^  und  w^  eine  sehr  kleine  Grösse  ist.  Sie  beträgt  z.  B.  bei  einer 
Entfernung  von  200  Meilen  noch  nicht  den  hundertsten  Theil  einer  Secunde. 
Daher  folgt  das  für  die  Praxis  wichtige  Kesultat,  dass  die  Dreiecke  auf  dem 
Erdsphäroid ,  wenn  sie  die  angegebene  Grösse  nicht  überschreiten ,  wie  ge- 
schlossene Dreiecke  behandelt  werden  können.' 


§4. 

Bevor  wir  weiter  gehen,  soll  die  Anwendung  der  entwickelten  For- 
meln an  einem  Beispiele  erläutert  werden.    Es  sei 

«,  =  52"  30'  16,7",     %  =  54°  42'  50,6",     A  =  7°  6'. 
Rechnet  man  nach  den  sphärischen  Formeln 

cos stn 


SO  folgt 


sin ia  -  cos ig  - 

2         ^2  2         ^2 


1"  6' 16,95"  /05r5i«  =  8,2850982  log  cos  =i   9,9999193 


^t — ^f 
2 

^'"'"^^  =  53°  36'  33,65"  log  cos  =  9,7732653              log  sin  =   9,9057908 

-=   3^33'     —  /oflf/^  =  8,7926620                log  ig  =    8,7926620 


—  8,5659273  —    8,1 

log  ig  *^'"""'  =  9,7191709    log  ig  ^^^tf[!  ==  ii,3014660. 
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DaranB  erhält  man  die  Winkel 


2 
2 


=  87«  8' 25,68"/  of,  =  114^  47' 10,7l" 
=  27°  38' 45,03"  \  of,  =   59*  29' 40,65". 


Schreitet  man  nnn  znr  Berechnung  der  sphärischen  Correction  und 
schreibt  die  einzelnen  Glieder  in  der  Reihenfolge ,  wie  sie  die  Formel  14) 
zeigt,  so  kommt 

/0flf2  =  0,3010300 
/o^ö«  =  7,8244104 

TT«  "—  JTj 

Sin    '        ^  =  8,2850982 
2  ' 

co5^^^i^  =  9,7732653 
2 

Äi>i«,  =9,9352963 

sin  g,  =  9,9580274 

""  6,0771276 

«>iX  =  9,0920237 


—  m„  =  6,9851039 
^t>ir=  4,6855749 

n.log  2,2995290  =  —  199,3l" 


m«„  =  3,97021 

6*  =  7,82441 

co/^«,  =9,77024 

mj,  =  6,98510 

—  3.74045 

_  9,99992 

«>il"=  4,68557 

"""0,90579 

n/o^  0,05488—1 

m  TT,  =9,89949 

-0,1134" 

—  4,61471 

«nl"=  4,68557 

n  log  0,92914  —  1 

—  0,8494" 

Ti.iHjt  mjpj  =  4,615           e^n.m^t  sinnt  • 

=  4,615                    m«it  =  0,955 

«•«7,824                                  2 

=  0,301               co/flFa,*  =  9,540 

%  0,63  =  9,799                              Wj, 

=  6,986                            —  0,495 

—  2,238                        cotgtti 

=  9,770                       «ml"  4,686 

^ml"  =  4,686 

—  1,671                                 0,809  —  5 

0,552  —  3                        sin  l"  4,686                            -  0,000064". 

—  0,0035" 

0,985  —  4 

—  0,00096" 

Es  wurden  mit  Absicht  alle  sechs  Glieder  berechnet,  um  daraus  den 

Einflnss  zu  erkennen ,  den  sie  auf  das  Resultat  ausüben.    Man  sieht ,  dass 

die  letzten  derselben  von  geringer  Bedeutung  sind.    Addirt  man  die  vier 

ersten,  so  folgt  ^  j 
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1) 

199,31 

2) 

0,113 

3) 

0,849 

4) 

0,004 

Es  war 


.  w^  =  200^76  =  3  20,276 


ff,  =  5Ö*  29'  40,65" 
^  «;,  =  3'  20,276 

Daher  kommt  a^^  59*  33'   0,926". 

Damit  sind  nnn  anch  zugleich  die  Grössen  w^  und  o,  am  zweiten 
Punkte  gegeben ;  denn  bei  Linien ,  die  nicht  grösser  sind ;  als  die  des  yor- 
liegenden  Falles,  ist  es  gestattet,  die  beiden  sphärischen  Correctionen  ein- 
ander gleich  zn  setzen.  Man  kann  sich  davon  durch  die  Berechnung  der 
Grösse  w^  überzeugen.   Da  mi,  ^  —  m^i  ist,  so  kommt 

«•,  =  199,31"-. 


+     m%,  =3,97021     +     e»Ä.m„ 

=  4,71521 

+ 

e'n 

uiji  sin  «2  : 

=  4,627 

coiö' »1  =  9,66434                sinnt 

=  9,91184 

e«. 

=  7,824 

3,63455 

4,62705 

0,66: 

=  9,826 

sin  1-'  4,68557               sin  V 

=  4,68557 

2,277 

0,94898  —  2 

0,94148- 

1 

51«  l'': 

=  4,686 

0,0889" 

0,8739" 

0.591-3 

o,oor,9". 

Es  folgt  daher 

1) 

199,31 

2) 

0,0889 

3) 

0,8739 

4) 

0,0039 

«;,  =  200,277  =  3  20,277. 
Die  Differenz  ir,  — «?,  beträgt  demnach  nur  0,001";  sie  würde  sich  noch 
geringer  herausgestellt  haben ,  wenn  auch  die  übrigen  Glieder  berücksich- 
tigt worden  wären.    Das  Azimuth  a,  folgt  dann  durch  die  Subtraction 

aj  =  U4«  47' 10,71" 
-  w,  =       —  3'  20,277" 
a,  =  114M3' 50,433". 

§5. 

Centrale  und  Centralschnitt. 

Im  S  8  des  II.  Capitels  wurde  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten 
Grades  in  folgender  Form  dargestellt: 

ax^  +  ßy^+yz*  +  2uyz  +  2vxZ'—2z  =  0. 

Entwickelt  man  ans  dieser  Gleichung  das  eine  Mal  die  Variabele  ^, 
das  andere  Mal  die  y^  so  erhält  man  die  Ausdrücke 
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Jede  der  beiden  Coordinaten  hat  zwei  Werthe,  welche  den  Endpunk- 
ten einer  Sehne  entsprechen.  Addirt  man  diese  Werthe  and  dividirt  darch  2, 
60  erhält  man  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Sehne,  nämlich 

. v.z        u.z 

■"        «  '     '^"^       ß  ' 

Denkt  man  sich  z  variabel,  so  stellen  die  vorigen  Gleichungen  den 
geometrbchen  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Sehnen  vor,  welche  auf  der  z-Axe 
senkrecht  stehen,  oder,  was  dasselbe  heisst,  sie  repräseutiren  die  Gleich- 
ung eines  Durchmessers.  Dividirt  man  dieselben  durch  einander,  so  drückt 
der  Quotient 

die  Tangente  des  Winkels  aus,  welchen  die  Projection  des  Durchmessers 
mit  der  d?-  Aze  bildet.  Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  Formel  38)  in 
Cap.  II,  welche  sich  auf  die  Richtung  der  Centrale  bezieht,  so  findet  man 
zwischen  beiden  vollkommene  Uebereinstimmung.  Es  folgt  daher,  dass  die 
Centrale  der  Flächen  zweiten  Grades  identisch  ist  mit  dem  Durchmesser 
dieser  Flächen.  Differentiirt  man  die  eingangs  des  Paragraphen  aufgestellte 
Flächengleichung  und  setzt  für  x'yz'  die  constante  Tangente  a6c,  so  er- 
hält man 

aax  +  ßby  +  (ub  +  va)  z  =  0, 

*  Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene ,  welche  in  Verbindung  mit  der 
Flächengleichung  eine  einfach  gekrümmte  Curve  repräsentirt.  Substituirt 
man  für  x  und  y  die  Coordinaten  S  und  17  der  Sehnenmittelpunkte ,  so  wird 
die  Gleichung  identisch  =0.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Ebene  der  ge- 
dachten Curve  den  Durchmesser  oder  auch  die  Centrale  der  Fläche  schneidet. 
Wir  wollen  deshalb  diese  Curve  mit  dem  Namen  „Centralschnitt**  be- 
zeichnen und  die  constante  Tangente  abc  die  dirigirende  Tangente  des 
Centralschnitts  nennen.  .  Die  letztere  bildet  die  conjugirte  Tangente  zur 
Richtung  des  Cnrvenelements.  Der  Centralschnitt  ist  eine  Rolllinie,  wie  aus 
der  Ableitung  desselben  hervorgeht. 


§6. 
Winkel  zwischen  der  Centrale  und  Normale  am  Sphäroid. 

Man  hat  die  Richtungen 

^     a*cos7C  ^       .      ersinn 
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sin  B^sj/i  —  cos  6* 

=  -  }/a*  cosn*  +  c^sin n*  —  a*cos »*  —  c*  sin  w*  —  2  a*  c*  < 
(a^  —  c^)  cos 7C  sinn 

Dividirt  man  beide  Oleichnngen  durch  einander,  so  kommt  scbliesslich 
,,.  ,         *e^cosrtsinn 

oder,  wenn  man  diesen  Ansdrnck  in  eine  Reihe  umwandelt: 
15 a)  igz^=ze^  cos n  sin ;r  +  «*  cos n  sin i^  +  e^  cosn  sin  »*. 

§7. 
Winkel  zwischen  dem  Normal-  und  Centralschnitt. 

Bezeichnet  man  die  Azimuthe  des  Normal  •  und  Centralschnitt« ,  sowie 
das  sphärische  Azimuth  beziehungsweise  mit  a,  q>  und  a^  den  Höhenwinkel, 
d.  i.  der  Winkel,  welchen  die  Sehne  mit  der  Tangentialebene  bildet,  mit  9, 
den  Winkel  zwischen  der  Normale  und  Centrale  mit  e,  so  hat  man  in  Be- 
zug auf  das  schon  häufig  angewandte  Coordinatensystem ,  welches  die  Tan- 
gentialebene zur  ^r*  Ebene  und  die  Normale  zur  Z-Axe  hftt,  folgende 
Richtungen : 

1.  der  Tangente  des  Normalschnitts      .     .      cosa 

2.  „         „  „    Centralschnitts      .     .      cos(p 

3.  „  Normale     ^ 0 

4.  „  Centrale sine 

5.  „  Sehne cosacosq   sinacosq    sing-^ 

6.  •  „   Tangente  des  sphärischen  Azimnths      cosa  sina         0; 

7.  „    dirigirenden  Tangente sina  — cosa      0; 

8.  „   Axe cosn  0       ^sin%. 

Man  bestimmt  nun  zuerst  die  Richtung ,  welche  auf  dem  Centralschnitt 

senkrecht  steht.  Es  lässt  sich  dazu  die  Centrale  und  die  Sehne  oder  anch 
die  Centrale  und  die  Tangente  des  Schnitts  verwenden.  Bezeichnet  man 
die  gesuchten  Richtungsgrössen  vorübergehend  mit  Z,  m,  tt,  so  erhält  man 
demnach  die  folgenden  Gleichungen:. 

sin  a  cos  q  cos  s              cos  a  cos  q  cos  b  —  sin  q  sin  b             sin  a  cos  qsins 
l ^ ,     rn  = j ,    »  = ^ , 


sina 

0; 

stn<p 

0; 

0 

1; 

0 

cost 

stnq)cosB  cosg>cos8  .      simpstm 

„ ^ — 
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Daraus  folgt  der  Winkel  €  zwischen  beiden  Linien  durch  die  Gleichung      ] 

a*  cosn*  +  c*  sin  if      a*  ( 1  —  c*  sin  n*) 
COSB== =— i '-. 

Mittels  derselben  kann  man  auch  den  Sinus  von  b  entwickeln: 
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Ans  diesen  Aasdrücken  lässt  sieh  leicht  eine  Relation  zwischen  a  und  9 
ableiten,  denn  man  findet  ohne  Weiteres 

16)  — ^ig<p  = 


m  cosa  — tgq  tgs 

Weiter  entwickelt,  giebt  diese  Gleichung  Folgendes: 

cos q>  sin a  —  sin q>  cos a      sin {a  —  g))      tgq  ige 

cotgq>  —  coiga  = : : = -: : c^  — : , 

sintpsma  stnqfSina    '     stna 

and  schliesslich  kommt 

17)  sin  (g) — «)  =  sin  fptgqtg  c. 

Die  Grösse  £  ist  kleiner  als  — ,  daher  kann  man  in  der  Praxis,  so  lange 

der  Winkel  q  den  Werth  45®  nicht  überschreitet,  den  Sinus  von  q>—a  mit 
dem  Bogen  vertauschen,    l^ach   der  Formel  24),  Cap.  I,  ist  aber  q  nahe 

gleich  -.    Der  angedeutete  Fall  tritt  also  erst  dann  ein,  wenn  die  Länge 

des  Centralschnitts  über  den  Quadranten  hinausgeht. 

Sobald  das  Azimuth  des  Normalschnitts  gegeben  ist,  lässt  sich  q>,—a 
nicht  direct  aus  der  17)  entnehmen.    Man  entwickelt  daher  weiter 
q>  —  fl  =  sin(a  +  9?  — a)  tgq  tge=^  [sina  cos  {q)—a)  +  cosa  sin  {(p-^a)]  tgqtge 

=  [sina  +  cosa  (<p— fl)]  tgq  ig b^ 
und  erhält  schliesslich 

18)  g>  — 'ö  =  sin a  tgq  tgs -•{-  sina  cos aigq^tg^. 

Hat  man  es  nur  mit  einer  Länge  von  10  bis  15  Meilen  zu  thun,  so  kann 
man  das  zweite  Glied  dieser  Formel  schwinden  lassen. 

§8. 
£ine  andere  Ermittelung  der  sphärischen  Correction. 

Im  Gegensatze  zu  der  Entwickelung  des  %2e  leiten  wir  jetzt  die  sphä- 
rische Correction  nicht  aus  den  astronomischen  Coordinaten  beider  Punkte, 
sondern  aus  der  Polhöhe,  dem  Azimuth  und  dem  Höhenwinkel  des  Anfangs- 
punktes ab.  Ihrer  Definition  gemäss  ist  die  zu  ermittelnde  Grösse  durch 
die  Differenz  zwischen  dem  sphärischen  und  geodätischen  Azimuthe,  also 
durch  die  Gleichung  w=a — a  gegeben.  Durch  Einführung  des  Central- 
schnitts lässt  sich  diese  Winkeldifi'erenz  in  die  zwei  folgenden  zerlegen: 

w  =  (a— y)+(qp— fl). 

Die  eine  Grösse,  <p — a,  ist  bereits  im  vorigen  Paragraphen  ermittelt 
worden;  es  bleibt  daher  nur  noch  übrig,  die  andere  zu  bestimmen.  Will 
man  dazu  einen  geschlossenen  Ausdruck  haben,  so  kann  man  sich  der 
Gleichung  12b),  Cap.  II,  nämlich  der  folgenden: 
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bedienen.  Substituirt  man  für  ^  den  Winkel  90— i^  and  führt  das  sphärische 
Azimuth  mittels  der  Belation  a  — 00  =  t//  ein,  so  nimmt  die  12b)  die  Ge- 
stalt an : 

die  man  nochmals  umformen  kann,  wie  folgt: 

19)  igia—rfj^^iga. 

Hat  man  mittels  dieser  Gleichung  den  Winkel  ij  bestimmt,  so  erhält 
man  die  sphärische  Correction  durch 

20)  «>c=of— a=s9— fl+ ly. 

Es  ist  aber  vorzuziehen,  zur  Berechnung  des  Winkels  ti  nicht  die  19) 
anzuwenden,  sondern  sich  dabei  einer  Beihe  zu  bedienen.  Ans  der  Gleich- 
ung 12),  Cap.  II,  hat  man 

dcosasinw 


j/  costp*      sing>* 


Betrachtet  man  den  Winkel  g>  als  das  Azimuth  des  Centralschnitts, 
führt  die  Grösse  17  ein  und  entwickelt  weiter,  so  kommt 

d  C08q>  sin q>  p,  d .  cos q>  sin q> 

—  W«  iy  = -    =  — r 

j/cosq)*      sinq>^     yl-^rQi^cd.cosKp^ 

=  ^,  dcoSfpsinq>{l'-"'' — <:o«g)*+  |pi*ö"d*C05g)M, 

j  .      ^^^   .  > 

stnr^=^  —  (»I  d cos q>  stn qt  -J-  (»|   •—  stn g>  cos qr 

*""  I  ?i*  ^  ö*  sin  g>  cos  9*. 

Es  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden ,  dass  a  und  d  die  Summe, 
resp.  die  Differenz  der  Hauptkrümmungen  vorstellen. 
Führt  man  nun  die  Abkürzungen  ein : 

C^^iQ^'d^a^ 
so  erhält  man  schliesslich 

21)  sin  ri=^--  Ai  sin  (pcosfp-{-  B^  sin  q>  cos  (p*  —  C,  sin  fp  cos  (p\ 

Wenn  nicht  das  Azimuth  des  Centralschnitts,  sondern  das  sphärische 
Azimuth  gegeben  ist,  so  findet  man  durch  eine  ähnliche  Entwickelung ,  die 
aber  übergangen  werden  soll ,  folgende  Gleichung : 

21  a)         sin  ri=^  —  J^cosa  sin  a  +  -P|  cos  a  sin  «•  —  Ci  cos  a  sin  a*. 
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Die  ersten  Glieder,  ^|  simp  cosq>  nnd  A^  sin  a  cos  a^  der  vorigen  Gleich- 

iiogen  haben  den  Maximalwerth  — ;  man  kann  daher  den  Sinus  von  rj  mit 

dem  Bogen  vertanschen. 

Damit  wären  diejenigen  Grössen  bestimmt,  ans  welchen  die  sphärische 
Correction  w  darch  eine  einfache  Addition  hervorgeht.  Wenn  das  geodä- 
tische Azimnth  gegeben  ist,  so  erhält  man  ans  der  18),  20)  nnd  21)  folgende 
Gleichung : 

tv  =  smaigqtgs  +  sin  a  cos  a  tgq*  lg  e* 
^  —  A^  sin  (f  cos  g)  +  jP,  sin  tp  cos  (p^  —  C,  sin  g>  cos  qf. 

Die  ersten  Glieder  geben  den  Werth  von  9,  und  diesen  verwendet  man 
zur  Berechnung  der  übrigen.  —  Sobald  das  sphärische  Azimnth  gegeben  ist, 
folgt  ans  den  17),  20)  und  21  a)  die  Gleichung 
22  a)  «?  =  sin  fpigq  igi  —  A^cosa  sin  «  +  ^j  cos  a  sin  «•  —  Cj  cos  a  sin  «*• 

In  diesem  Falle  hat  man  zuerst  die  drei  letzten  Glieder  zu  berechnen; 
dadurch  ergiebt  sich  der  Winkel  (p  und  dann  das  Uebrige. 

Schliesslich  sollen  noch  die  Coefficienten  Ai ,  ^1  und  Ci  entwickelt 
werden.    Man  hat  erstens: 

^1  _  ^ ""^  sinn*        _  e*  cosn* 


Entwickelt  man  nun  weiter 

p  'd*         ,  A* 

nnd  multiplicirt  den  letzten  Ausdruck  mit  ^~- ,  d.  i.  mit  -^  ,  so  folgt 

^QiC.Qi^d^      e^cosn^      e^cosn^ 

^*""     2     •=(iii?y«+2(i-c7' 

Den  dritten  Coefficienten  (7j  erhält  man  durch  Multiplication  der  Grös- 
sen {qi  dy  und  I  (qi  a)\  Werden  die  höheren  Potenzen  von  e  vernachlässigt, 
so  kommt 

«     ,-    ,  .      j^e^cosn* 

Stellt  man  alle  drei  Grössen  zusammen,  so  folgt  endlich 
^^cosn* 

e^  cosvi^      e^  cos^ 

'""(l-6')*''"2(l-e7' 

Die  Glieder  von  der  Ordnung  (e")  betragen  in  mittleren  und  höheren 
Breiten  ungefähr  0,0l"  und  weniger.  Sie  treten  in  den  Gleichungen  22)  als 
Factoren  der  Ausdrücke  sinq>cosq>*  und  sinfpcosqf"  auf,  deren  Mazimal- 
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werth  sich  annähernd  auf  j- ,  resp.  ^  belauft.  Daraus  ist  zu  ersehen ,  dass 
bei  Berechnung  der  sphärischen  Correction  nur  ein  Fehler  von  einigen  Tau- 
sendtheilen  der  Seeunde  begangen  wird,  wenn  die  Glieder  von  der  Ordnung 
^  unberücksichtigt  bleiben.  Die  drei  Coefficienten  nehmen  deshalb  unter 
diesen  Umständen  die  einfache  Gestalt  an : 

§9. 

Fortgesetzte  Untersuchung  des  Centralschnitts. 

Bezeichnet  man  die  Richtung  der  dirigirenden  Tangente  mit  Imn^  die 
Richtung  der  Flächennormale  des  Anfangspunktes  mitpo^gr^;  eines  zweiten 
Punktes  des  Centralscbnitts  mit  p^r,  den  Winkel  zwischen  beiden  Norma- 
len mit  d,  so  hat  man  die  Gleichungen 

pl'\'qm'\'  rn  =0, 

p«  +  j«   +  r«  =  1. 
Löst  man  dieselben  nach  p,  g,  r  auf  und  setzt 

so  kommt  .a       i     •   o 

p^p^coso  ^l^  sind, 

q=  g^  cosd  —  wi,  sin  9, 
r=r^  cos  d  —  «i  sin  d. 
Die  Grössen  p^,  g^^  r^  und  /,,  m, ,  «j  nehmen  besondere  Wcrthe  an, 
wenn  der  Scheitel  des  Coordinatensystems  in  den  Anfangspunkt  des  Cen- 
tralscbnitts verlegt  wird ,  nämlich 

Po  =  0,  5'o  =  Ö,     ro  =  l, 

/j  E= — m,   i7i|  =  /,     W|  c=  0, 
Setzt  man  diese  Grössen  oben  ein ,  so  folgt 

p=:m  sind^ 
g  =  —  l  sind^ 
r  =  cosd. 

Dies  sind  die  Ausdrücke  für  p,  g,  r,  die  in  der  folgenden  Entwickelung 
gebraucht  werden. 

Wir  nehmen  nun  die  Gleichungen  8),  Cap.  II,  vor,  welche  in  ab- 
gekürzter Form  lauten : 

<,y'=^r  — Cp, 

ttz'^Bp—Ag, 
multipliciren  dieselben  der  Reihe  nach  mit  /,  m,  n  und  addiren  die  Producte. 
Dann  kommt  für  den  Winkel  {;  zwischen  der  dirigirenden  Tangente  und 
dem  Curvenelemente  folgender  Ausdruck: 
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{Cg-'Br)l+{Ar-'Cp)m  

y{Cq  -  Br)'  +  (^y-  Cpy  +  {Bp  -  ^^« 

{Am  —  Bl)  cosd  —  Csind 


j/A^+B*  +(?—  (.4V+  ^</  +  C''r'  +  2  ^Bpq  +  2ACpr  +  2 BCqr) 

Setzt  man  für  A  and  B  die  ursprünglichen  Ausdrücke ,  wekhe  bei  An- 
'wenduDg  des  besondern  Coordinatensystems  durch  die  Gleichungen 

A=salj     B  =  ßm^    C==vl  +  um 
gegeben  sind,  wieder  ein  und  substitnirt  für  p,  g,  r  die  entwickelten  Werthe, 
so  folgt 

cos  f  =  ^         ^-^  -zr= 

/oV  +  |3»m«  -  (a-ß)*  P  m*  sind'+  C^sind^  -2C{a-ß)  t.m.cosd  sind 
Wird  Zähler  und  Nenner  durch 


dividirt  und  ferner 

{a-ß)lm  , 

ya'r  +  ß'm' 
gesetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  die  einfachere  Gestalt  an: 

cos f ,  cosd  —  ^  sin d 
23a)  cosJ;=  ** 


y   ^««?i*  +  (^oÄft  <^ö5^  —  ö7-«««^j 


Geht  man  zur  Cotangente  über,  so  kommt 

^        r,        C  sind 
23  b)  cotg  J  =  cotg  f  j  cos  d  —  ^.—7-77- 

C/  fl  SVl  ^1 

Dividirt  man  Zähler  und  Nenner  der  23a)  durch  sin^^  und  setzt  in 
Hinsicht  auf  die  17),  Cap.  II,  für  Xid^^sin^^  den  Krümmungsradius  q^y  wel- 
cher in  der  Richtung  der  dirigirenden  Tangente  zu  nehmen  ist,  so  folgt 

N                            *.              cotg f ,  cos d  —  Qd'  Csin d 
23  c)  cos  t  = ^-?.L_  y^! — — _ 

j/l  +  (coigii  cosd  —  QdCsindy 

Dieselbe  Substitution  kann  man  auch  bezüglich  der  23b)  vornehmen, 
wodurch  man  erhält 

23  d)  cotg  f  =  coig  f,  cos  d  —  qaC  sin  d. 

Durch  diese  Gleichungen  ist  also  der  Winkel  zwischen  der  dirigiren- 
den Tangente  und  dem  Cnrvcnelement  als  Function  des  Winkels  zwischen 
den  Flächennormalen  des  Centralschnitts  gegeben.  Am  einfachsten  gestal- 
ten sich  die  Formeln,  wenn  der  Anfangspunkt' des  Centralschnitts  mit 
einem  äquatorealfin  Flächenpunkt  zusammenfällt;  denn  aus  der  23b)  folgt 
dann 

24)  cotg  i  =  cotg  f ,  cos  d. 

Zeitschrin  f.  Mathematik  n.  Physik,  XVll,  8.  H  C^ r\r\a\o 
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Anch  für  die  Botationsflächen  zweiten  Grades  läaat  sich  eine  elegante 
Formel  ableiten.  In  diesem  Falle  ist,  wie  bekannt,  tie=o,  und  für  v  erhält 
man  aus  der  31),  Cap.  II,  den  Werth 

t;  =  —  ign»d» 
Setzt  man  diese  Grösse  in  den  Ausdruck  für  Cf  so  kommt 

C^'-dJgn  /, 
oder,  wenn  man  das  sphärische  Azimuth  nttch  $  7  einftihrt: 

C  =  —  d.ign  sinui* 
Ferner  hat  man  aus  der  12  a),  Cap.  11,  für  d'4  die  Gleichung 

^  d  cos  a^  sin  dl 

d  d^= r . 

cosgx 

Dividirt  man  beide  Grössen  durch  einander,  so  folgt  für  den  Quotien- 
ten der  Ausdruck 

C  —  dJg  nx  sin  er,  cos  f, tg  ttj  cotg  f, 

d'^sini       d.cosaxSina^sin^x  cosa^ 

Denselben  substituirt  man  in  die  23  b)  und  erhält 

^  /cosd  cosytiCOsa4^sinitt  sind\ 
25)  cotg  t  ==  cotg  fc  ( ' ). 

'  ''  "       \  COSTCiCOSOt  / 

Die  Winkel  oj ,  jt,  ,  d  gehören  einem  sphärischen  Dreieck  an,  dessen 

übrige  Bestandtheile  mit  n^  und  er«  bezeichnet  werden  sollen.  Mittels  dieser 

Grösse  lässt  sich  die  25)  umformen^  denn  man  findet  auf  leichte  Weise  die 

Relation 

COS  d  cos  TSi  cos  tfi  —  sin  n^  sin  d  =3  —  cosn%  cos  a^ , 

und  demnach  für  {;  den  Ausdruck 

cotg^  cosn^cosa^ 

cotgii  cosni  cosa^ 

Multiplicirt  und  dividirt  man  die  letzte  Gleichung  mit 

cos  ftt  sin  ff|  =  cos  Kt  sin  a^ 

und  setzt  für  i  den  Nebenwinkel  £^,  so  dass  sich  f^  und  ^|  gegenüberstehen, 

wie  die  Winkel  an  einer  Seite  eines  Dreiecks,  so  kommt  schliesslich 

colg^^cotga^^ 
cotg  ix      cotgux 
Dies  ist  eine  Belation  zwischen  den  Winkeln  {;  und  den  sphärischen 
Azimuthen  an  den  beiden  Endpunkten  des  Centralschnitts. 

§10. 

Wir  schreiten  nun  zur  Ermittelung  der  Flächenkrümmnngsradien  des 
Centralschnitts  und  versuchen,  auch  diese  Grössen  als  Functionen  des  Win- 
kels d  darzustellen.  Es  kommen  vorzugsweise  zwei  Systeme  der  Krüm- 
mungsradien in  Betracht.    Die  einen  werden  in  der  Richtung  der  dirigiren- 


Digitized  by  LjOOQIC 


Von  A.  Sonderhof.  195 

den  Tangente  genommen,  die  anderen  gehören  der  Richtung  des  Curven- 
elements  an.  Die  ersteren  sollen  in  den  folgenden  Entwickelungen  mit  q^^ 
die  letzteren  mit  p«  hezeichnet  werden. 

Für  den  Radios  g^  erhält  man  ans  der  Gleichung  3),  Cap.  11,  einen 
Ausdruck,  wenn  man  anstatt  der  unbestimmten  Richtung  xy'z'  die  Rieh- 
tungsgrössen  der  dirigirenden  Tangente  Imn  einführt.  Es  folgt  dann  näm- 
lich die  Gleichung 

27)  —=:aP  +  ßm^  =  —, 
9d  Qdo 

worin  sich    Qi^  auf  den  Anfangspunkt   des  Centralschnitts  bezieht.    Die 

Grösse  /  lassen  wir  einstweilen  unbestimmt  und  gehen  bald  zur  Ermittelung 

des  andern  Krümmungsradius  Qc  über.    Aus  der  20),  Cap  II,  hat  man 

Der  Zähler  dieses  Ausdrucks  enthält  nur  bekannte  Grössen,  der  Nen- 
ner hingegen  bleibt  noch  zu  ermitteln.  Wenn  man  die  25  a)  im  zweiten  Ca- 
pitel  mit  einander  multiplicirt,  so  erhält  man  schliesslich  die  Gleichung 

A=,(«|5-„;«)r«+(ay-«;*)^*  +  (/3y-u^p« 

+  2(mv  — y«;)p^  +  2(MW  —  ßv)pr-\'2  (vw  —  au)  qr. 
Setzt  man  darin  w=0  und  fürp,  q,  r  die  Werthe  aus  dem  vorigen  Paragra- 
phen, so  folgt 

—  ==aß cosd*  +  [y  (a?  +  ßm")  —  C^]  sind* 

28)  Qf^Qi 

+  2  (oftt/— ^  ßvm)  sind  cos()  =  P, 

Diesen  Ausdruck  bezeichnet  man  zur  Abkürzung  mit  P  und  snbstitnirt 

denselben  in  die  Gleichung  für  — .    Dadurch  erhält  man  schliesslich 

Qc 

Es  bleibt  nun  noch  die  Grösse  i  zu  bestimmen.  Nach-der  14),  Cap.  ir, 
hat  man 

—  ^=/>  (ax+vz)  +  q  {ßy+  uz)  +  r  {vx-\- uy  +  y/), 

ferner  nach  der  6),  Cap.  II : 

(ux'+  vz)l  +  (ßy+  uz)m  =  0. 
Verbindet  man  beide  Gleichungen,  so  folgt 

_  f=  {ßy'+  uz')  (-^LZM  +  r  (vx'+  uy  +  yz"). 

Setzt  man  nun  für  x\  y\  z  und  j!>,  ^,  r  die  Werthe  aus  dem  vorigen 
Paragraphen  ein,  so  kommt 
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—  ft^= —  {aßl  co$d  —  Cßm  sind  +  ußm^sind  +  uaP  sind) 

+  {Cf> —  Isind  —  vßm  cosc  +  ua!cosd  —  uCm  sind 
+  yßn^  sind  +  ya^  sind)  cosdy 

(aw/  -  ßvm)  co82d  +  [y (a/»+  /3m«)  —  c/J  -  C*]  ^^ 
«^= ^ ?-  , 

oder  abgekürzt 

^  l/^  +  ß'm'.sint, 

Differentiirt  man  Z'  nacb  d  and  vergleicbt  das  Differential  mit  0,  so 
erbält  man  die  Relation 

dP 

Durch  die  17),  Cap.  II ,  erhält  man 

ds^=QeSinidd. 
Führt  man  den  Werth  für  Qc  aus  der  20)  ein ,  so  kommt 
,_v  ds_      dd 

Wird  diese  Gleichung  mit  der  30)  multiplicirt,  so  erhält  man  in  Rücksicht 

auf  die  31) 

dt_Odd_dP 

7""    P    '~2P 
Daraus  lässt  sich  nun  die  Grösse  /  durch  Integration  bestimmen.  Es  kommt 
ohne  Weiteres 

/o^c//^  =  0    oder    /  =  — -^. 

Um  die  Constante  zu  ermitteln,  setzt  man  9=0.    Es  wird  dann  ^=1, 
P=saß  und  mithin 

1 
c=--=. 
faß 

Dies  eingeführt,  glebt  schliesslich 


33)  t- 


yt 


Die  Grössen  /  und  P  sind,  wie  nebenbei  bemerkt  werden  soll,  einfache 
Functionen  des  Krümmungsmasses.  Bezeichnet  man  das  Erümmungsmass 
am  Anfangs-  und  Endpunkte  des  Centralschnitts  mit  k^^  beziehungsweise 
mit  /r,  so  findet  man  durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  28)  und  33) 
sofort 


34)  P'^k.k,     ^  =  ^». 
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Wird  nun  endlich  der  gefaudene  Werth  von  /  in  die  27)  und  29)  sub- 
stitnirt,  so  erhält  man  für  die  Krümmungsradien  folgende  Gleichungen: 


3ö)  T=9äo  V9^t  P"^' «■«  J* .  =  ^  •  sin  £, .  (^j^, .  P;V.  sin  j*. 

§11. 

Rectification  des  Centralschnitts. 

Nunmehr  sind  wir  im  Stande,  auch  das  Curvenelement  als  Function 
des  Winkels  d  auszudrücken.  Setzt  man  nämlich  den  Werth  von  t  in  die 
31),  so  kommt  die  allgemeine  Gleichung 

Geht  man  zum  zweiaxigen  Ellipsoid  über  und  beachtet  die  25),  so 
folgt  ferner 


ds^ 


/  C0/(7  f  * 

"Va  ß  'J/  !-{ 5 — - — -,  (cos  Tti  cos  a,  cos  d  —  sin  n*  sin  dY 

^       ^      Y  COSTli^COSOi  ' 


Für  P  substituirt  man  den  Ausdruck  der  28) ,  dividirt  denselben  durch 
aß  und  erhält  schliesslich 

/  cota  t  * 

J/  lA 5 — - — ;  (cos  TT»  cosUi  cosd  —  simti  sin  dY 

^     ,                    V           cosn^  cosa} 
38)   ds^ '^ '- ' -7. 

Die  vorstehende  Formel  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  von  dem- 
jenigen Punkte  des  Centralschnitts  ausgeht,  in  welchem  die  Curve  den  Me- 
ridian rechtwinklig  durchschneidet.  Wir  wollen  ihn  den  Scheitelpunkt  des 
Centralschnitts  nennen.  Um  die  Lage  desselben  zu  üuden,  setzt  man  die 
25)  =0.   £8  entsteht  dann  die  Gleichung 

cosn^  costti  cosBqi  =  sin  tp,  sin  d^i 
oder 

39)  tg  ^01  =  coig  ti,  cos  «, . 

In  ebenso  einfacher  Weise  lässt  sich  auch  die  Polhöhe  ermitteln.  Der 
gesuchte  Scheitelpunkt  tCq  bildet  nämlich  mit  dem  gegebenen  Punkte  iti 
und  mit  dem  Pole  des  Sphäroids  ein  rechtwinkliges  Dreieck.  Daher  folgt 
ohne  Weiteres  die  Eelation 

40)  coSffy  =  coÄ7rj  «««j,  ^^  y 

Digitized  by  LjOOQIC 


198  Ein  Beitrag  zar  höheren  Geodäsie. 

Aus  beiden  Formeln  ist  ersichtlich,  dass  sich  der  Uebergang  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  Ceutralschnitts  zum  Scheitelpunkte  desselben  ohne 
Schwierigkeit  bewerkstelligen  lässt,  und  es  kommt  nun  nur  noch  darauf  an, 
in  der  Gleichung  38)  die  Constanten  zu  ermitteln,  welche  dem  letztgedach- 
ten Punkte  entsprechen.  Nimmt  man  zuerst  die  einzelnen  Glieder  des  Zäh- 
lers vor,  so  folgt  aus  den  12)  und  17)  des  zweiten  Capitels 

cos  jtq  cos  Oq  d\  cos  «o  cos  n^  cos  n^ 

_     1-      a  (I  — g*)  (1  — g*si/iO%^  d  —  g«) ^cosn^ 

""  cos  Uq'        a  (1  —  g*  sin  n^)*/*       ~~  cos  »o  (l  —  e*  sin  n^)  "~      1  —  c*  5i>i  n^' 
Der  zweite  Factor  unterem  Wurzelzeichen  wird 

=  sin  tTq  sin  3. 
Der  Zähler  nimmt  daher  folgende  Gestalt  an: 


/ 


,   ,  e^cos n*  stn  n^ .  stn  d*      ,/.  ,  ,    ,   .   ,., 
(1  — e*ÄinV)* 


Im  Nenner  erhält  man  erstens  für  das  Product  (nß^d^  den  Werth  — . 

Unter  der  Klammer  verschwindet,  da  cosa  =  0,  das  letzte  Glied  und  es 
bleibt  daher  nur  der  mittlere  Ausdruck  zu  entwickeln«  Durch  Substitution 
des  Werthes  von  C  bringt  man  denselben  auf  die  Form 

Qiy  —  l  —  (ftg^<ftgn*. 
Sämmtliche  Grössen  dieses  Ausdruckes  sind  bekannt,  mit  Ausnahme 
der  y,  welche  noch  ermittelt  werden  muss.   Bezeichnet  man  die  Strecke,  die 
durch  die  Fläche  auf  der  Flächennormale  abgeschnitten  wird,  mit  z,  so  hat 
man  aus  dem  $8,  Gap.  II,  die  Gleichung 

2 

Die  Coordinaten  der  beiden  Endpunkte  von  z  mögen  mit  x^  und  x^t 
l/i  und  ^t,  Zi  und  2,,  ferner  die  Richtungsgrössen  der  Normalen  mitp,  ^,  r 
bezeichnet  werden;  dann  folgen  die  Gleichungen 

itj  — a?,=p2,    y,  — y,  =  ö'«>    ^t  — m  =  ^«» 
a?,  =ar,"-pz,    yi=y,  — g«,     z,  =z,  — r«. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Flächengleichung 


a^      V*      i' 


so  erhält  man 


oder 


■(?+!:+?)-"(¥+?+¥) 


\a«  ^  «'  "^  cV 
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FUrp,  7,  r  hat  man  die  besonderen  Werthe  cosn^  0,  sin7t\  die  Grössen 
^t»  yai  ^  fi>nd  ans  der  Gleichung  6)  zu  entnehmen.   Daraus  folgt 


2.C« 


und  schliesslich  

_fl  (l  — c*  cosn*)  yi  —  e^  sinn* 
7 --^  • 

Geht  man  nun  mit  dem  so  ermittelten  Werthe  von  y  in  den  obigen 
Ausdruck  zurück,  so  kommt 

1  —  c*  CO«  w*  e*  sin  n* 

^.y_l __ 1  =  -^:^. 

Ffigt  man  dazu  das  letzte  Glied 

^  cosif       ^  cosif       ,     ,  €^cos7t^  sinit^ 


—   l—ßt   •i-.e'mff«    ^  (1  — c*)(l— e«5i>iÄ*)' 

80  erhält  man  schliesslich 

^e*sin7^/         e^cosn*   \ __^ e* «iVi tc*        1— e*      ^    ^ simt* 
"~"  1  — c*   \       i  —  ^ sinn*/        1  — e*   'l  — e*«>JÄ*     1  —  e* si/i tu'* 
Damit  sind  für  sämmtliche  Constanten  der  Gleichung  38)  die  Werthe, 

welche  dem  Scheitelpunkte  des  Centralschnitts  angehören,  bestimmt.   Setzt 

man  dieselben  ein,  so  kommt  endlich 

41)  ds^         g./I+g^ 


L       i  —  e^stnn^  J 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren ,  setzt  man  vorübergehend 

e*  sin  Ä* 
1  —  e*  sin  n^  """     ' 
entwickelt  Zähler  und  Nenner  in  Reihen ,  vernachlässigt  dabei  die  Glieder 
Ton  der  Ordnung  (f)  und  erhält 
ds  =  ^,  (1  +  ^ €*  sind*)  (1  —  }m  sind*  +  V  »»* sind*  -  ^m^  sind^) 

=^  Qt\l-(lm-'^^  sind* +{\^m*-- im. ig^)  sind*- U"^""^^^^^^ 
Führt  man  die  Abkürzungen  ein : 

80  geht  die  letzte  Gleichung  in  folgende  über : 
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d5  =  ^,  (l  -  i^,  sin  d^+B^  sin d^—  C^  sin  ö*)  dd. 
Durch  die  allgemeinen  Relationen 
sin  3'  =  ^  —  ^  C052 ^ , 
sind*  =  l  -'^cos2d  +  ^cos4d, 
sin  d^  =  vV  —  il  cos2d+  i\  cos^d  —  ^^  cosQd 
erhält  man  daraus 

ds  =  Qi  {P+0cos2d  +  2Rcos4d  +  ZScosQd)dd, 
wo  man  für  P,  Q^  R^  S  folgende  Ausdrücke  zu  setzen  hat : 

^  =  iV  ^« "~  /a  ^'« » 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  die  hier  eingeführten  Gros- 
sen P  uud  0  nicht  zu  verwechseln  sind  mit  den  gleichbezeichneten  Grössen 
in  den  §S  10  und  11.  —  Integrirt  man  nun  die  Gleichung,  so  folgt 

(0  R  S  \ 

Damit  ist  der  Bogen  des  Centralschnitts  vom  Scheitelpunkte  n^  bis  zum 
Punkte  7C,  gegeben.    Ein  zweiter  Punkt  tt,  liefert  die  analoge  Gleichung 

(0  R  S  \ 

P^^  +  ^sin2d^^+  -^sin^d^^  ^sin^d^y 

Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander,  so  folgt  schliesslich 
für  die  Entfernung  zwischen  den  beliebigen  Punkten  tt,  und  7t^  der  Aus- 
druck 

^1  -  ^2  =■  Qx  [''(^i  -^.)  +  Q  cos{d,  +  d^)  sin  (a,  -a,) 
42)  +  Ä  C05  2  (a,  +  ög)  sin  2  (d,  —  ?,) 

Die  Winkel  Bqi  und  d^^  haben  gleiche  Vorzeichen,  wenn  der  Scheitel- 
punkt des  Centralschnitts  ausserhalb  der  gesuchten  Bogenstrecke  liegt;  im 
andern  Falle  hat  man  denselben  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  geben. 

§12. 

Wir  wollen  nun  die  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  Aufgabe  um-, 
kehren  und  annehmen,  es  sei  jetzt  ein  Punkt  tTj  des  Centralschnitts  und  die 
Länge  a  des  Bogens  Tt^n^  gegeben  und  der  Winkel  zu  ermitteln,  den  die 
Flächennormalen  an  den  Endpunkten  des  gegebenen  Bogens  mit  einander 
bilden. 

Vor  allen  Dingen  ist  auch  hier  erst  der  Scheitelpunkt  des  Central- 
schnitts mittels  der  Formeln  39)  und  40)  zu  bestimmen.  Dadurch  erhält  mau 
den  Winkel  a, ,   die  Polhöhe  n^  und  mithin  auch  die  Factoren  P,  ö,  Ä,  S 
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und  Qt  der  Gleichung  42).  Als  einzige  Unbekannte  tritt  nur  noch  der  Win- 
kel dt  auf.  Um  denselben  zu  ermitteln ,  dividirt  man  die  42)  durch  ^|  P  und 
Bchreibt  sie  in  der  Form 

Für«  ^2  snbstituirt  man  den  Ausdruck  a^b,  betrachtet  die  a  als  einen 
N&heruugswerth  und  die  b  als  eine  kleine  Grösse  von  der  Ordnung  (e^)  und 
entwickelt  die  vorige  Gleichung  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze.  Setzt 
man  noch  zur  Abkürzung 

a 

80  folgt 

9. =/'(«+6) =/'(«) +6r(«)+|V"  («)+ ^r'(«). 

Giebt  man  nun  in  dieser  Gleichung  der  Grösse  a  einen  bestimmten 
Werth,  so  hat  man  es  nur  noch  mit  der  Unbekannten  b  zu  thnn.  Für  die 
letztere  substituirt  man  wiederum  einen  genäherten  Werth  aj  mittels  der 
Gleichung 

6  =  Ol  +  ft, 

nnd  wählt  denselben  so ,  dass  die  zweite  Grösse  b^  von  keiner  niederen,  als 
der  Ordnung  (e^)  ist.  Die  Entwickelung  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze 
liefert  dann 

+(r(«)+«.r(«)+^r(«»))v 

Diese  Gleichung  ist  linear  in  Bezug  auf  die  Unbekannte  b^  nnd  kann 
sofort  gelöst  werden ,  wenn  die  Näherungswerthe  a  und  «i  gegeben  sind. 
Die  letzteren  entnimmt  man  leicht  aus  den  Gleichungen  42)  und  43).  Denn 
vernachlässigt  man  in  der  42)  die  Glieder  von  der  Ordnung  (ß*)  und  dar- 
über, so  erhält  man  für  den  ersten  genäherten  Werth  a  die  Relation 

und  übergeht  man  in  der  43)  die  Glieder  von  der  Ordnung  (aj*),  d.  i.  (e*), 
und  darüber,  so  erhält  man  für  a^  die  Gleichung 

'    r(«) 

Beide  Ausdrücke  sobstituirt  man  in  die  43)  und  gelangt  so  zur  dritten 
Grösse  61.    Es  kommt 

und,  da  die  Derivationen  f"{a)  und  /""(«)  von  der  Ordnung  («"Lgind: 
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*' — T-7>y 

Die  Summe  dieser  drei  Grössen  giebt  den  gesuchten  Winkel  d,  durch 
die  Gleichung 

44)  e,=.a  +  a,+b,  =  d,-q>  +  -jj^-YY(^y 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  es  nur  noch  darauf  ankommt,   die  Func- 
tionswerthe  /(a),  /^(ß)  und  /^'(a)  zu  ermitteln.    Man  hat  nun 

f  (ao  =  (a^-ao  +  pco^ca^+ao  m  {d,-d,)  +  ^co«2  (a^-a,)  5i>i2(at-^.) 
+|co53(a,+a,)5m3(at-a,), 


^=-(i+|cos2a,+?^cos4a.+yco56a,), 

^^Z"       /2Ö    .      ^    .  8Ä    .      ^    ,  18S   .  ^^\ 
^,==(^-^5i>i2at  +  -^5in4at  +  -^5m6a,j. 


Substituirt  man  in  diesen  Gleichungen  für  d^  den  genäherten  Werth  a 

und  bezeichnet  die  Summe  di+a  mit  rf;,  so  folgt 

0  R  S 

/(a)  =  ai  — a+  -  CO* ij;5f>i 9 +  — CO* 2 tj;  511129  +-p  cos3t(?5in3y, 

^'/  N  /,  .  ö  .   2Ä  .35  \ 

^  (a)=3  — (  l  +  -co52fl+  -p-co*4a+  —cosiSaj^ 

/^   {a)=  -^  8m2a+—stn4a  +  —sm6al 
Entwickelt  man  nun  zuerst  die  Grösse  a^ ,  so  kommt 

P  (ßi—a)  —  (ö  cosil)  sinq}  +  R  cös2^  sin2fp  +  S cosZiff  SinZtp) 

_(>i 

*  —  (P+  Ö  co52a  +  2Ä  C054ö  +  35  co56a) 

=  i-^cosip  sw<p  +  —cos2ilf  stn2g> 

S                      \/       0                2R 
+  ~  co*3'^5m39)  II 1  — —  co«2a -^  cos4a 

+  ^cos2a'l 

0  R  S 

c=:a^  =  -cosilfsinip+-pCOs2'il)sin2fp  +  —  cosZij;  sinZfp 

— -^co*^  stnq>cos2a  — ■^cos2^  sm2q>  cos2a 

2.0Ä  0' 
p—  co$i^9m9)co*4a  +  ~  co*i^5m9)C052a% 

und  bestimmt  man  dadurch  das  letzte  Glied  der  Gleichung  44),   so  folgt 
ferner 
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^  'jr^  =  —  pk cosi^ sintp^ sin2a. 

Durch  einfache  Addition  dieser  Ansdrücke  erhält  man  schliesslich  die 

Gleichang 

0  R  S 

di-~d%  =  9>  —  p  cosif  sing}-—  —  cosZiff  sin2g>  —  -^^cosZiff  sinZq> 

0»  QR 

+  -pj  co«^  sin <pcos2a  +  -^  cos 2'tlf  sin2g>  cos2a 

^)  2QR  jp" 

+  -ß^  cosiff  Äi>i 9  co«4a  —  pg  cos  tjf  sintp  cos2a^ 

0*  .    .      .   . 

Darin  werden  die  zuletzt  eingeführten  Bezeichnungen  g?,  ^  und  a  durch 
folgende  Gleichungen  definirt: 

Die  Formel  45)  enthält  zwar  eine  bedeutende  Anzahl  von  Gliedern, 
darunter  sind  aber  fünf  von  der  Ordnung  (e"),  welche  man  mit  wenigen  De- 
cimalstellen  berechnen  kann.  Sobald  der  Bogen  a  die  gewöhnliche  Seiten- 
länge von  10  bis  15  Meilen  nicht  überschreitet,  wird  man  in  den  meisten 
Fällen  mit  den  folgenden  Gliedern  ausreichen : 

.        r.  Q  ,  R 

dl—dt  ^=  <p -^—costj; stng>  —  -  cos2'^  sm2q> 
46)  ^  ^ 

P«  0» 

+  -ßi  cosiff  sirnp  cos2a  -^^cosilfSinq>cos2a^. 

§13. 

Nunmehr  sollen  noch  die  Coefficienten  Py  Q^  R,  S  entwickelt  werden. 
Nach  S  11  hat  man 

R  =  iV  ^«  ^  Ä  ^t » 

Für  jitt  ^tt  Ct  sind  die  Aasdrttcke  zn  setzen: 
Bt=\^m*-lm.ig^, 
Dadurch  geben  die  vorigen  Gleichnngen  in  die  folgenden  Aber ; 
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Die  Grössen  m  und  (qb  werden  in  Reihen  aufgelöst,  wodurch  man 
erhält 

m  =  ß*  sinn^  +  e*  sin7t^  +  e*  «Vitt*, 
m'  =  e*  5W  TC*  +  2  e*  sin  tc', 

tg^  =  e*sinn*—  {e*—2e^)  sin7t^—2e^simt^y 
migB*  =  €^  sin  it*  —  e®  sin  i^. 
Set^t  man  di^se  Reihen  ohen  ein,  so  folgt 

Ä= (iVff^-ÄO««^+ÄV«^«'>''^i 

5= tIIb^"*""^- 

Berechnet  man  die  Constanten  dieser  Ausdrücke  und  setzt 

%e  =  8,9122052075, 
so  kommt  schliesslich  noch 

/>=  1  —  7,6985044  sinn^  —  5,119253  sirnt^  —  2,8643  sin  tt«, 

Q  =         7,6985044  *m  7t*  +  4,438865  «Vi  tt*  +  1 ,8779  sin  tt*, 

'  R  =  4,71654 1  sin  tc*  +  2,3550  stn  tc*. 

5=  1,8309  «njt«. 

§14. 

Bevor'  wir  weiter  gehen ,  sollen  die  in  den  vorigen  Paragraphen  heban- 
delten  Aufgaben  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden.  Wir  benutzen  dazu 
die  Data  des  S4,  nämlich  die  ursprünglich  gegebenen  Grössen 

jr,  =  52°80'l6,7", 
TT,  =  54°  42' 50,6", 
A  =   7«   6'  -, 
und  die  berechneten 

a,  =;    59®  29' 40,65", 
«,  =  114»  47' 10,71". 
Daraus  wird  nun  zuerst  die  dritte  Seite  des  sphärischen  Dreiecks  er- 
mittelt.   Es  folgt  für  dieselbe  nach  bekannten  Sätzen  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie 

a,8  =  4<>45'l2,8". 

Hierauf  geht  man  mittels  der  Formel  39)  zum  Scheitelpunkt  des  Cen- 
tralschnitts  über  und  erhält 

ao,  =  21<»  16' 41,38". 
Durch' Addition  und  Subtraction  dieser  Winkel  folgt 

ao,  =  16«3l'28,5S", 
ai  +  a»  =  37«48'  9,96", 
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a,  —  a,  =  4^45' 12,8", 

/ofif(a,  —  ag)  =  8,9188960. 

Ferner  berechnet  man  die  Polhöhe  des  Scheitelpunktes  nach  Formel 

40)  und  erhält 

7r^  =  58°22'9,47", 

Nnn  kann  znr  Ermittelang  der  Grössen  P^  Q^  R,  S  geschritten  werden. 
Aas  den  48)  resultiren  die  Werthe 

/o^P=  9,998421675, 
/o^ö  =  7,5589921, 
Zop  Ä  =  4,438536, 
/oötS  =3 1,4118. 
Schliesslich  bleibt  noch  der  Krümmungsradius  Qi  zu  bestimmen.   Setzt 
man  nach  B  e  s  s  e  1 

%a  =  6,5148235837, 

wo   a   den  Halbmesser  des  Aequators  vorstellt,  so  folgt  nach  bekannter 

Formel 

/o^(»,  =6,515876784. 

Bringt  man  nun  die  42)  auf  die  Form 

*,-5,=:^,P{a,-a,)[l  +  (l)+(2)  +  (3)], 

SO  kommt 

(1)  =  0,0028692485, 
(2)=  13635, 

(3)=  -31 

zusammen  0,0028706089. 

Daraus  folgt  weiter 

^og  [i  +  (1)  +  (2)  +  (3)]  =  0,001244904. 

Für  den  ersten  Factor  erhält  man  leicht 

iog  Qi  P  (a,  —  a,)  =  5,433194359. 

Addirt  man  beide  zusammen,  so  kommt  schliesslich 

log  (5,  —  Ä,)  =:loga^  5,434439263. 

Damit  ist  die  Länge  des  Centralschnitts  ermittelt. 

Wir  gehen  nun  zur  zweiten  Aufgabe  über  und  bedienen  uns  dabei  des- 
selben Dreiecks,  wie  vorhin.  Es  sei  gegeben  die  Polböhe  », ,  das  sphä- 
rische Azimuth  a^  und  die  Länge  a  des  Centralschnitts;  gesucht  werde  die 
Lage  des  zweiten  Punktes  tt,. 

Auch  hier  hat  man  zuerst  den  Scheitelpunkt  des  Centralschnitts  zu  be- 
rechnen.   Daraus  folgen  die  Werthe 

ao,=  21^16' 41,38",    . 
7to=  58*22'  9,47". 

Mittels  derselben  bestimmt  man  die  Grössen  P,  Qj  Ry  5,  ^i  und  dann 
die  Hilfsgrösse  9.   Für  die  letztere  kommt 
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log  q>  =  log  ~  =  8,920140904 , 

g)=:  4*^46' 1,92". 
Daraus  erhält  man  ferner 

a=    a,— 9=:|6»30'89,46'', 
1^  =  2a,  —  9  =  37«  4/ 20,84''. 
Bringt  man  nnn  die  45)  anf  die  Form 

a|-^t==9>|l-[(l)+(2)  +  (3)+...+(8)]}, 
so  erhält  man  für  die  einzelnen  Glieder 

(1)  =  +  0,0028697600 ,  (4)  =  —  0,00000874780 , 

(2)  =3  13660,  (3)=  305, 
(7)=  267,  (5)=  416, 
(8)= 14_  (6)= 642 

+  0,002871154,1 ,  —  0,000008761,43. 

-~      8761,4 

zusammen  0,002862393. 
Daraus  folgt  weiter 

log  {l-[(l)+(2)  +  (3)+...  +  (8)]|  =9,998755096. 
Addirt  man  dazu  den  Logarithmus  von  9,  so  kommt  schliesslich 

log  {di  —  a,)  =3  8,918896000. 
Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  entsprechenden  Grösse  der  vorigen 
Aufgabe  überein. 

Hat  man  auf  diese  Weise  den  Winkel  a,  — 3«  berechnet,  so  sind  in  dem 
sphärischen  Dreiecke 

N  TCty  ntj  Pol 

drei  Stücke  bekannt,   und  alle  übrigen  lassen  sioh  nach  den  Regeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  ermitteln. 

§  15. 

Längenunterschied  zwischen  dem  Normal-  und 

Centraischnitt. 

Wenn  man  sich  bei  der  Berechnung  der  Entfernungen  auf  dem  Sphä- 
roid  des  Centralschnitts  bedienen  will,  so  ist  es  von  Interesse,  zu  wissen, 
wie  sich  diese  Curve  zu  anderen,  bereits  bekannten  Linien,  also  zum  Nor- 
malschnitt und  zur  kürzesten  Linie  verhält.  Eine  allgemeine  Untersuchung 
dieser  Frage  würde  auf  sehr  weitläufige  Entwickelungen  führen.  Wir  sehen 
daher  von  einer  solchen  ab  und  beschränken  uns  darauf,  den  Längenunter- 
schied zwischen  dem  Centraischnitt  und  Normalschnitt  für  Linien  von  nur 
massiger  Ausdehnung  zu  ermitteln. 

Da  die  beiden  Curven  verwandte  Eigenschaften,  wodurch  sie  leicht 
mit  einander  verglichen  werden  könnten,  nicht  besitzen,  so  ist  es  vortheil- 
haft ,  eine  Hilfscurve  einzuführen.   Man  wählt  dazu  am  besten  diejenigei  in 
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welcher  die  dirigirende  Tangente  bei  ihrem  .Fortgleiten  die  Ebene  des  Nor- 
malscbnitts  trifft.  Sie  soll  in  der  folgenden  Entwickelung  der  Kürze  halber 
mit  H  bezeichnet  werden.  Um  sich  die  Lage  der  drei  Carven  zn  versinn- 
lichen, kann  man  den  Abstand  zwischen  dem  Centralschnitt  und  der  H  als 
Abscisse  und  den  Abstand  zwischen  der  H  und  dem  Normalschnitt  als  Or- 
dinate betrachten  und  beide  Coordinaten  ermitteln.  Dies  soll  für  den  Fall 
geschehen ,  wo  die  Abscisse  £  ihren  grössten  Werth  hat.  Bezeichnet  man 
den  mittleren  Erdradins  mit  r,  die  Länge  der  Curve  mit  tf,  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Flächennormalen  mit  d,  den  Winkel  zwischen  den 
Tangenten  des  Central-  und  Normalschnitts  mit  (^  —  a),  so  erhält  man 
durch  eine  leichte  Entyrick^ung  den  genäherten  Werth 

^■^        4       ' 
Die  Winkelgrösse  {<p—a)  ist,  wie  die  Gleichung  18)  zeigt,  von  der 
Ordnung  (e*).   Führt  man  dies  ein,  so  folgt 

Die  Ordinate  17,  welche  diesem  Maximal werthe  von  |  entspricht,  ist 
eine  Function  von  g  und  r.  Man  erhält  für  dieselbe  nach  einfachen  Sätzen 
der  Planimetrie 

Setzt  man  nun  z.  B.  d=l^  so  wird  $s=500Fuss,  ij^j^^Fuss.  Der 
Maximalabstand  zwischen  der  Curve  H  und  dem  Normalscbnitt  beträgt  also 
in  diesem  Falle  noch  keine  volle  Linie.  Da  nun  die  Längen differenz  zwi- 
schen beiden  Curven  noch  weit  geringer  ist,  so  folgt,  dass  man  für  kürzere 
Entfernungen  beide  Curven  ohne  Bedenken  mit  einander  vertauschen  kann. 

Es  bleibt  also  nun  die  Aufgabe  zu  erledigen,  den  Längenunterschied 
zwischen  dem  Centralschnitt  und  der  Curve  IT  zu  ermitteln.  Das  Differen- 
tial der  ersteren  Linie  ist  durch  die  Gleichung  37) ,  d.  i.  durch 

gegeben.    Vergleicht  man  damit  die  23),  Cap.  II,  welche  lautet: 

r.dd 

so  ist  ersichtlich,  dass  der  Ausdruck 

j/äß.dd 

ausschliesslich  der  durch  die  dirigirende  Tangente  gebildeten  Cylinder- 
fläche  angehört  und  dasjenige  Linienelement  darstellt,  welches  auf  der 
dirigirenden  Tangente  senkrecht  steht.  Daraus  lässt  sich  sofort  das  Diffe- 
rential der  Curve  B  ableiten,  wenn  man  mit  dem  Sinus  des  Winkels  divi* 
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dirt,  den  sie  mit  der  dirigirenden  Tangente  einschliesst.     Es  kommt  also 
darauf  an,  diesen  Winkel  —  er  mag  f  genannt  werden  —  zu  ermitteln. 

Denkt  man  sich  eine  Fläche  zweiten  Grades,  welche  den  kaum  er- 
wähnten Cylinder  in. der  Curve  U  berührt,  so  kann  man  die  H  als  einen 
Centralschnitt  dieser  fingirten  Fläche  betrachten.  Die  Ebene  der  Cnrve 
fällt  mit  der  Normale  der  Fläche  zusammen ;  deshalb  repräsentirt  der  An- 
fangspunkt der  Linie  einen  äquatorealen  Flächenpunkt.  Da  nun  in  diesem 
Falle  die  Gleichung  24)  stattfindet,  so  ist  damit  auch  schon  der  gesuchte 
Winkel  ^  gegeben.    Es  folgt  nämlich 

cotg  ^  =  coig  J°  cos  d 
oder  • 

sm  f  =    ■ 

yi-\-cotg^cosd^ 

Setzt  man  diesen  Werth  ein,  so  erhält  man  das  Differential  der  Hilfs- 

curve  durch  den  Ausdruck 

_  /tt^.  y\  +  colg  y»  cos a' 

In  Bezug  auf  die  Gleichungen  37)  und  38)  führen  wir*nun  vorüber- 
gehend folgende  Abkürzungen  ein: 

cos  7^  cos  C? 

cosn  cosa  cosd  —  sinn  sind  =a  h  cosd  —  k  sind  =  r, 

/     y  ,       C^\    .   Q8  ,    2.d  igncosa    .    _        . 

(  — --^  —  1 -)smd^'\ stnd  cosd 

\Qd^ciß  aß/  a 

5=  tn  sin  a'  +  2/1  sin d  cos d  =  t/. 
Dadurch  kommt 

Eine  ähnliche  Reihe  erhält  man  für  das  Differential  der  Curve  J7, 
nämlich  die  folgende : 

worin  man  zu  setzen  bat 

q\  =  cotg  ^y     r,  =  cos  ö*. 
Subtrahirt  man  beide  Ausdrücke  von  einander,  so  erhält  man 

«/3e*  (d*,-ds*)  =  (1 -I,,)  (?^^^^:^^^*)  da. 

Die  Grössen  %  q  und  q^  sind  von  der  Ordnung  (ß*),  daher  folgt  für  das 
Product  i^g*  die  Ordnung  (ß^).  Durch  die  Integration  erhält  dasselbe  noch 
den  Factor  d*  und  wird  verschwindend  klein,  wenn  d  ein  kleiner  Winkel  ist. 
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Man  kann  daher,  ohne  einen  merklichen  Fehler  zu  begehen,  das  Glied  |i} 
ganz  vernachlässigen.    Dadurch  kommt 
2 a/5^rfo  (.dSc  -  dsi,)  =  {cj^r"  -  ^, V,«)  dd 

=  (y«Ä«  co^a*  +  q*k*sind*  -^  2^*ä.ä  m^  cosa  •  g/co*a*)  dd 

=  [(?*Ä«  -  g,«)  -  (^«Ä«  -^  ^,«)  a«  +  ^^a«  --  2(/«Ä^a]  ^a , 

nnd  durch  Integration 

Es  sollen  die  Coefficienten  dieser  Reihe  einzeln  bestimmt  werden.  Man  hat 

!Es  ist  aber 

&)  =  00-(a-.g)),     Jo  =  90-(«-.g,)_-(^-a). 

Setzt  man  für  diese  Grössen  aus  den  SS  7  und  8  die  Näherungswerthe 

o 

§i^—fps=s^—^coS7i^cosasina   und    q> — a^=ie^  cosnsinn  sina.tg- 
ein,  so  kommt 

a* 

Das  zweite  Glied  giebt 

coto  So*  ÄiVi  Ä        .         ,   .  .     , 

Q^h  k  =  — ^=^fr  C0S7C  stn n  cosa  stn  «'. 

cosncosa 

Das  dritte  Glied  schwindet,  wenn  man  die  vierten  Potenzen  von  d  ver- 
nachlässigt.   Das  vierte  Glied  giebt 

•  >•      cotgt}sini^       .       _»._».• 

ö»Af»  =  — -^ -=€!*  cos  71^  stn  71^ stn  c^.  • 

cos  TT  cos  er 

Setzt  man  diese  Werthe  ein ,  so  folgt  schliesslich 

Q .  e*  cosn*  Ätn  7t*.  sin  a^  a* 
49)  *c-^A  =  ^ ^^ . 

Daraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Differenz  zwischen  dem  Centralschnitt 
and  Normalschnitt  verschwindend  klein  ist,  sobald  man  es  nur  mit  Linien 
von  massiger  Grösse  zu  thun  hat. 

§16. 
Rectification  des  Normalschnitts. 

Die  Flächengleichung  43),  Gap*  II,  geht  für  das  zweiaxige  Ellip^oid  in 
folgende  über:  •  ,   o    •  ,        »  .  « 

die  man  nach  den  Entwickelungen  des   zweiten  Capitels  auch  schreiben 
kann:  «         i 

Transformirt  man  dieselbe  durch  folgende  Gleichungen: 

Xq=:x  cosa  —  y  sina, 
yo  =  xsina+ycosa, 
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worin  a  das  von  Nord  nach  West  genommene  Azimnth  des  Normalschnitts 

hedentet^  so  kommt 

^fcosa^  .  sina*\  .      ^/sina*  .  cosa*\ 
icM 1 )+y  [ 1 )  —  2xy  smacosa.d 

+  yjr*  — 2d./^jr  (xcosa  —  y  sind)  «— 2«  =  0. 
Setzt  man  ^  =  0,  so   erhält  man  die  Gleichung  des  Normalsehnitts, 
nämlich 

' — [-yz*  —  2.d,igncosa,xz~^2z=0, 
Q 

Führt  man  andere  Variabelen ,  und  zwar  die  Sehne  k  und  den  Höhen- 
winkel q^  durch  die  Gleichungen 

x^=k  cos  q^     z  =  k  sinq 
ein ,  so  folgt 

k^  cos  0* 

-^  +yk^stnq*  —  2dJgncosa,k*  cosq  sinq  ^tk  sinq  ^=.0 

9 

oder 

49  a)  Ä  = = ^ . 


cosq'  ,.•«., 

+  y  stnq*  —  2d  tgn  cosa  cosq  stn q 


Q 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

49b)  digncosa^n^     i y)  =  ^ 

so  geht  die  vorige  Gleichung  in  folgende  über : 

2. sinq 
60)  k  =  - ^ . 

1  sin  q^-^n  sin2q 

0 
Für  das  Differential  des  Bogens  hat  man  die  allgemeine  Gleichung 
ds  =  dqy¥+F\ 
wo  k'  den  nach  q  genommenen  Differentialquotienten  bedeutet   Da  k  undA:' 
Functionen  von  q  sind ,  so  kann  man  auch  setzen 

ds=^dqf{q). 
Entwickelt  man  f{<j)  nach  der  Reihe  von  Mac-L aurin,  so  kommt 

M)  m  =  /-(O)  +  q  r(0)  +  ^f"(0)  +  |V"(0). 

Man  hat  die  Constanten  dieser  Reihe  durch  die  Grössen  k,  k\  k"  etc.  aus- 
zudrücken.    Es  folgt 

fr^kk'+k'k\ 

ß2)  /*/"+/"* = Ä^"+ k'^  +  r» + Uk"\ 

fr+  3/"r = kk'"+zk'k"+  3r  r'+  k'k'"\ 
ff{*)  +  4rr+ ^n = ^^^^^  +  4^'r'+ ar« + sr'« + 4r  jk*) + k'k^\ 

Bezeichnet  man  in  der  60)  Zähler  und  Nenner  vorübergehend  mit  u 
und  V,  so  erhält  man  für  die  Derivationen  U  etc.  folgende  Werthe: 
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k'v  +  kv  =  u\ 
k''v'\'kv'  +  2k'v^u\ 
k"'v  +  k  r'"+  3ri;'+  Zk'v"  =  w'", 
^(*)t;  +  ytt;W  +  4rV+  4äV"+  6AV'=  i/(*), 

Differentiirt  man  nun  die  Grössen  u  und  v  nach  q  und  setzt  dann  ^=0, 
80  kommt  femer 

m'=2,  t?'=  — 2w, 

54)  «"=0,  v"=-2/, 

m(4)  =  0,  -     rW  =  8/, 

M<*)  =  2,  t;W=  — 32w. 

Mit  diesen  Werthen  gebt  man  zurück  in  die  53)  und  bekommt 
Ar„  =  0,  Äro'"=12^»<+48^»««  — 2^, 

Ä:'^  =  2p,         ^/"'=192^»w/  +  384^*«»  — SO^^n, 

^"^  c=  8  ^»fi ,     Aro(5i  =  2(>  —  120^*^  +  240^»^  —  1440^'n»  +  2880  (>*n*/  +  3840  ^«^n^ 
Führt  man  diese  Grössen  in  die  52),  ao  erhält  man  endlich  die  gesuch- 
ten Coefficienten ,  nämlich 

/;  =  2p,  /;,'"  =  —  80ß*n  +  192(»«n/  +384ß*n». 

Wird  nun  die  51)  nach  q  integrirt,  so  kommt  erstens 

*= 9  m-v^f^^) + |V"(o) + ,v  e*r'(o), 

und  substituirt  man  hierauf  die  vorigen  Werthe  für  ^(0),  /'(O)  etc.,  so  folgt 
schliesslich  für  den  Bogen  des  Normalschnitts  der  Ausdruck 

55)  ^„  =  g  +  2^«.y*  +  (^/  +  4(,V)5«-(J^n-4(»'fi/-.8p»««)^*-|9.^9^ 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  diese  Formel  nur  für 
Linien  von  massiger  Ausdehnung  gilt,  weil  die  höheren  Potenzen  von  q 
vernachlässigt  worden  sind. 

In  der  Praxis  kommt  öfters  die  Aufgabe  vor,  den  Winkel  q  zu  ermit- 
teln, wenn  die  Länge  des  Bogens  s  gegeben  ist.  Es  macht  sich  daher  nö- 
thig ,  die  vorige  Gleichung  umzukehren.  Da  wir  bereits  in  §  12  eine  Me- 
thode angegeben  haben ,  nach  welcher  dies  bewerkstelligt  werden  kann ,  so 
sehen  wir  jetzt  von  der  speciellen  Entwickelung  ab  und  führen  nur  das  Re- 
sultat an.   Man  erhält  nämlich,  wenn  —  =  '^  gesetzt  wird: 

2^ 

56)  <?  =  if^  — 29nif;*+(4^*n*  —  ^0  V +  (!?«  + Ö(>*''0'»f'*+ 5?. ^.'»/^^ 
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'^^^./»^W^^W'^* 


Schliesslich  soll  noch  eine  Gleichnng  zwischen  dem  Bogen  nnd  der 
Sehne  entwickelt  werden.   Man  hat  allgemein 

Setzt  man  für  kg,  k\  etc.  die  oben  entwickelten  Werthe  ein,  so  folgt 

Suhirahirt  man  diese  Gleichung  von  der  55),  so  kommt 
odef 


»)  '-'-'-f-i&^'rh 


}I7. 

Wir  kommen  nodimals  auf  die  sphärische  Correction  zurück.  Zur  Er- 
mittelung derselben  bedarf  man,  wie  die  Formel  22)  zeigt,  des  Höhen  win- 
keis q.  Dieser  Winkel  ist  aber  in  der  Praxis  nicht  direct  gegeben,  sondern 
muss  erst  mittels  der  Formel  56)  berechnet  werden«  Hat  man  es  nur  mit 
gewöhnlichen  Dreiecksseiten,  die  nicht  länger,  als  10  bis  15  Meilen  sind,  zu 
thnn,  so  vereinfacht  sich  der  Ausdruck  für  q  derart,  dass  ma^ihn  ohne 
Weiteres  in  die  22)  substituiren  kann.  Es  schwinden  nämlich  in  solchen 
Fällen  sämmtliche  Glieder,  welche  mit  höheren  Potenzen  der  Grösse  ^  be- 
haftet sind,  und  bleibt  nur  das  erste  Glied  zu  berücksichtigen.  Schreibt 
man  dasselbe  in  der  Form 

$        s       s,d        , 
2q      2qi        2 
und  setzt  diesen  Ausdruck  in  die  22),  so  folgt 

s.swa.tge      s    ,      ^        ,         .      e^cosn* 

2^1  2  "^  l  —  ßt         ^       V' 

+  (737)«^*'''^^^*^  • 

Dem  Factor  ig  -^  im  zweiten  Gliede  der  vorigen  Gleichung  kann  man 

eine  andere  Gestalt  geben.     Aus  der  Entwickelung   der  Constanten  der 
Gleichung  38)  in  §  H  geht  hervor,  dass 

Qod.tgn  =  igs, 
Daraus  folgt  durch  Annäherung 

ige,d igt*    tgB^    __tgi     e^  cos  n  sinn  cos  n  ^Igi  ^  cost^ 

2     ~''ZQ^ign      2Qitgn^2Qi'  {i  —  e*  sin7t^)sm7ü~~2(fi    1  — e*' 
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Setzt  man  den  letzten  Ausdruck  in  die  50),  so  kommt  schliesslich 

igt               ,   tgi    e*cos7t^  , 

w^-^-  .s.stna  +  -2—  . ^.s.stnacoscr 

^  rcosTT    ,  ,    ercosTtr   .  , 

Auch  diese  Methode  zur  Berechnung  der  sphärischen  Correction  soll 
durch  ein  Beispiel  erläutert  werden.  Wir  entnehmen  dazu  die  erforder- 
lichen Daten  aus  den  vorhergehenden  numerischen  Berechnungen.  Demnach 
ist  gegeben : 

«  =  52°  30' 16,7", 

a  =  59°33'0,93", 
Zop  *  =  5,4344393. 
Der  Winkel  g  muss  in  diesem  Falle  nach  der  Formel  56)  berechnet  werden, 
weil  das  zweite  Slied  dieser  Gleichung  nicht  vernachlässigt  werden  kann. 
Setzt  man  angenähert 

2pn  =  e'«m2nco$a, 
so  folgt 

<^^  =  8,618140, 

und  bestimmt  man  nun  mittels  der  18)  und  22)  das  Azimuth  des  Central- 

schnitts  I  so  kommt  femer 

/gr$=  8,618140  (56), 

^«  =  7,610126  (15), 

mg  =  9,935557 

hg  (9 — a)  =  6,063823  (18) ,    ((p  —  «)  =  23,89",     q>  =  59^33'  24,82". 

Zur  Ermittelung  der  sphärischen  Correction  kann  man  sich  nunmehr 

der  letzten  Glieder  der  60)  bedienen.    Es  folgt 

^  cos  71^  e^cosir^  ^  ,  ««.«,. 

-y— ^  =  7,396122,  -^——5  =  5,7922,  i  =  - 224,8)4, 

5^9  =  9,935573,  sm  9  =  9,9356,  //=  0,143, 

—  224,171, 

C05y  =  9j047a6  CQ5y'  =  9,1142  g? — «  = 23,89 

7,036481 ,  3,8420  «;=— 200,28 

sinl"     4,685575  4,6856  oder 


2,360856,  0,1664  —  1 

1=  —  224,814",  ii  =  +  0,143",  -  w  =  3' 20,28". 

Das  Resultat  stimmt  also  mit  der  Berechnung  in  S  4. 

§18. 

Zum  Schlüsse  erörtern  wir  noch  die  Aufgabe,  von  einem  gegebenen 
Punkte  aus  Länge ,  Breite  und  Azimuth  auf  ein  grösseres  Dreiecksuetz  zu 
übertragen.  Es  können  dabei  verschiedene  Methoden  zur  Anwendung  kom- 
men.   Entweder  gebraucht  man,  sobald  das  sphärische  Azimuth  am  An- 
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fangspunkte  bestimmt  worden  ist,  die  Gleichung  45)  oder  40),  um  mittels  der 
Bogenlänge  a  zum  nächsten  Punkte  zu  gelangen,  und  setzt  dann  dieses  Ver- 
fahren bis  ans  Ende  des  Netzes  fort,  oder  man  operirt  nach  Art  der  Triangu- 
lation. Sind  nämlich  zwei  benachbarte  Punkte  des  Netzes  bekannt,  so 
wird  die  Vj^rbindungslinie  derselben  als  die  Basis  eines  Dreiecks  betrachtet, 
dessen  Theile  bestimmt  werden  sollen.  Man  berechnet  nun  zuerst  die  sphä- 
rischen Azimuthe  der  anliegenden  Seiten  und  erhalt  dadurch  nicht  allein 
die  beiden  anliegenden  Dreieckswinkel,  sondern  in  Hinsicht  auf  die  Erörte- 
rungen des  S  7,  Cap.  I,  und  §  3,  Cap.  III,  auch  zugleich  den  dritten  dieser 
Winkel.  Die  so  ermittelten  Grossen  sind  mehr  als  ausreichend,  um  auch 
die  übrigen  Theile  des  Dreiecks,  sowie  Län'ge,  Breite  und  Azimuth  des 
dritten  Punktes  berechnen  zu  können.  In  dieser  Weise  kann  man,  ohne 
dass  die  Seitengleichung  45)  znr  Anwendung  kommt,  s^ccessive  weiter 
gehen,  bis  alle  Punkte  bekannt  sind.  Das  ganze  sphärpidische  Netz  wird 
dadurch  in  ein  sphärisches  umgewandelt  und  jeder  sphärischen  Dreiecks- 
seite entspricht  ein  Centralschnitt  auf  dem  Sphäroid. 

B.    Einiges  über  das  dreiaxige  EUipsoid. 

§  19. 
Die  im  vorigen  Abschnitt  entwickelten  allgemeinen  Formeln  nehmen 
ihre  einfachste  Gestalt  an,  sobald  man  sie  auf  einen  äquatorealen  Punkt  der 
Fläche  bezieht.  Deshalb  gehen  wir  bei  der  Discussion  des  Ellipsoids  eben- 
falls von  einem  solchen  Punkte  ans  und  wählen  dazu  namentlich  den  Pol 
der  Z'Axe.  Für  die  beiden  Hauptkrümmungen  an  diesem  Punkte  hat  man 
bekanntlich  die  einfachen  Gleichungen 

1       c        l       c 

*'^  ^-=«"  ir^- 

Die  übrigen  Krümmungen  drücken  wir  durch  die  Länge  k  ans.  Die- 
selbe wird  von  der  Richtung  der  grössten  Krümmung  aus  gerechnet  und 
entspricht  dem  sphärischen  Azimuth  des  Centralschnitts.  Da  nun  die  Tan- 
gente des  sphärischen  Azimuths  senkrechl  auf  der  dirigirenden  Tangente 
Imn  steht,  so  erhält  man  für  die  Richtungsgrössen  der  leteteren  ohne  Wei- 
teres die  Werthe 

l=zsinkj     in  =  —  cosXj     ««=0. 

Diese  Grössen  liefern  in  Verbindung  mit  denen  der  61)  einen  Aus- 
druck für  den  Krümmungsradius  q^.    Es  folgt  nach  bekannter  Formel 

—  =3 --  «n A'  +  — ,  co5r  =  7i  ( 1 5—  cosX^ ). 

Qdo     0*  a'  6'  \  a*  / 

Führt  man  die  Abkürzungen  ein : 


62) 

^=v. 

bo  geht  die 

vorige  Gleichung 

in  folgende  über: 
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t^.^\/v\«s^^^v^ 


es  a)  -L  =  £  (1  -  e^  cos  X')  =  (1  -  e/)  (l  —  ^,«  cos  k*). 

Es  ist  nun  leicht,  auch  für  den  Krümm UDgsr ad ius  des  Ceotralschnitts 
eine  GleichuDg  aufzustellen.  Mao  erhält  nämlich  durch  die  Formel  20), 
Cap.II,  unter  Berücksichtigung  der  63a): 

63  b)  j  ^  Qdo  sin  £,' ^  g  sjn  ^        ^  (1  —  g*)  sin  ^* 

Schliesslich  bleibt  noch  der  Winkel  ^  zwischen  den  conjngirten  Tan- 
genten zu  ermitteln.  Aus  den  beiden  Gleichungen  12  a)  und  17)  des  zweiten 
Capitels  lässt  sich  unmittelbar  die  folgende  ableiten: 

cotg  J^  =  Qd^>d, cos q>  sin <p , 
worin  gp  das  Azimuth  der  dirigirenden  Tangente  vorstellt.    Führt  man  auch 
hier  die  Länge  k  und  die  Ausdrücke  für  Qdo  ^^^  ^  ^1° )  ^^  kommt 


64) 


.f.  .        ,    .   ,  /l       1\     cosXstnk       b^ 

cotg^^—Qa^.d.coskstnk^^cirz, ^) i ^  •  - 

^  ^^  W      ay  {l  —  e^^cosk*)     c 

ichliesslich 

e,'  cos  k  sin  k            ^  eJ  cos  X  sin  k 

coia  Sil  = i ,     cos  £»  = z====^:^=====. , 


1—^1*  cos  X* 


f/l  —  2e»  cosk^  +  e,*  cosk^^ 


§20. 

Wir  nehmen  nun  einen  beliebigen  Punkt  des  Eilipsoids  vor,  verbinden 
ihn  mit  dem  Pole  durch  einen  Centralschnitt  und  entwickeln  die  bezüglichen 
Grössen.  Den  Winkel  zwischen  der  dirigirenden  Tangente  und  dem  Cen- 
tralschnitt erhält  man  durch  die  Gleichung  24),  welche  lautet: 

cotg  f ,  =  cotg  £,  cos  d. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  d  das  Complement  der  Breite;  man  hat  demnach 
.                            ^              ^                    €t  cos  X  sin  k  sin  n 
65)  cotg  &  =  cotg  £,«««  = i^ej'cosk^     ' 

Die  Krümmungsradien  Qc  und  ^a  sind  durch  die  Gleichungen  35)  und 
36),  nämlich  durch  die  folgenden: 

Qd         Qdo  Qc 

gegeben.    Der  Ausdruck  für  P  [siehe  Gleichung  28)]  nimmt  jetzt,  wo  der 
Anfangspunkt  im  Pole  liegt,  die  einfachere  Gestalt  an  : 

Po  =  a/5  cosd^  +  -^  sind^  =  -^  -  { -^  —  aß)  sin  n;*. 
Qdo  Qdo      ^Qdo  / 

Entwickelt  man  die  Constanten   desselben   und  berücksichtigt,    dass 


y  =  -  iat,  80  kommt 
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Setzt  man  diese  Grössen  ein,  so  folgt 

Wird  dieser  Aasdrnek  abgekürzt  durch  die  Bezeichnungen 

^ — eJcosk*   ,     , 

66a)        i-.^,*co*i»s=^x,    1  — :; — rr;:7;it  ^"*  ~  ^«» 

A  *~~  Cj    cos  iL 

so  erhält  man  endlich 


66b)  i>o  =  -     ^     • 

Nnnmebr  sind  noch  die  constanten  Coefficienten  in  den  Gleichnngen 
der  Krümmungsradien  zu  ermitteln.    Es  kommt 

9da  c     b^    *       b 
ab    6«   l         «6» 

Führt  man  diese  Ausdrücke  und  den  für  P^  oben  ein,  so  erhält  man  endlich 
folgende  Werthe: 

67)  ^'^       ^ 

Qc  ist,  wie  bekannt,  der  Krümmungsradius  des  vom  Pole  ausgehenden 
Centralscbnitts ,  ^d  gehört  der  Richtung  der  dirigirenden  Tangente  an. 

§21. 

Schreibt  man   den  Ausdruck  für  einen  beliebigen  Krümmungsradius 
eines  Flächenpunktes  in  der  Form 

Q  cos  <p^  t^Q  sin  cp* 

und  setzt  _ 

j/QCOsg>==Xy     y^  sin  (p  =  y^ 

so  erhält  man  die  Gleichung  einer  Ellipse,  nämlich 

-  +  ^  =  1. 
9o       Qi 

Die  Differentiation  derselben  giebt  für  die  Tangente  der  Ellipse  den  Aus- 
druck 
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Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  der  Radius  vector  und  die  Tan- 
gente mit  der  x^Axe  einschliesaen ,  beziehungsweise  mit  9  und  ^+Si>  ^^ 
folgt 

Diese  Gleichung  ist  identisch^  mit  der  12  b)  in  Cap.  II.  Daraus  er- 
hellt, dass  sich  die  conjugirten  Durchmesser  der  Ellipse  und  die  den  con- 
jugirten  Tangenten  angehörigen  Krümmungsradien  yollkommen  entspre- 
chen.  Man  hat  daher  nach  der  Theorie  der  Ellipse  die  Kelation 

Qe  +  Qd^Qo  +  Qi'^  <^onsL 
nnd  ferner  die  übrigens  schon  auf  anderem  Wege  entwickelte  Gleichung 

QcQd  Sinti*  ^q^Qi. 
Daraus  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Radien  der  Hanptkrümmungen 
ableiten.    Man  erhält  nach  einer  kurzen  Entwickelung 


66) 


^0=  i  (.Qc+Qd)  —  Vi  {Qd—QcY+QdQcCosit^ 
^1  =  4  (Qd+Qc)  +  V\  {^ä—Qcy  +  QdQc  costi*. 

§22. 

Meridian,  Mittagslinie  und  Hanptschnitte. 

Der  vom  Pole  ausgehende  Centralschnitt  hat  mit  dem  Meridian  der 
Rotationsfläche  die  Eigenschaften  gemein ,  dass  er  eine  ebene  Curve  bildet 
und  dass  alle  Punkte  desselben  gleiche  Länge  haben.  Wir  wollen  daher, 
um  keinen  neuen  Ausdruck  einführen  zu  müssen,  diese  Curve  ebenfalls  den 
Meridian  nennen.  Verschieden  davon  ist  die  Mittagslinie ,  die  bekanntlich 
die  Richtung  angiebt,  in  welcher  der  Culminationspunkt  der  Sonne  oder 
eines  Sternes  liegt.  Sie  fällt  in  die  Ebene,  welche  die  Flächennormale  mit 
einer  Parallelen  zur  Rotations-  oder  Z-Axe  verbindet,  und  steht  daher 
senkrecht  zur  dirigirenden  Tangente  des  Meridians.  Der  Unterschied  bei- 
der Richtungen  (Meridian  und  Mittagslinie)  lässt  sich  leicht  ermitteln.  Be- 
zeichnet man  denselben  mit  i/o»  so  hat  man  die  Relation 

und  aus  der  65)  folgt 

^.  —  ^,*  cos  l  sin  l  sin  n 

Wir  gehen  nun  zur  Winkeldifferenz  über,  welche  zwischen  der  Rich- 
tung der  grOssten  Krümmung  und  dem  Meridian  stattfindet.  Bezeichnet 
man  dieselbe  mit  qp^,  so  nimmt  der  Winkel  zwischen  der  dirigirenden  Tan- 
gente und  der  grössten  Krümmung  den  Werth  tp^  —  i^  an.  Beide  Winkel 
lassen  sich  durch  die  Gleichung  12a),  Gap.  II,  verbinden.  Es  kommt 
nämlich 
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cos  ii  — —, = ^ , 

gw2(yo— &)^— ^'(q)o~£,)^  — g(y^  .^  —  Qe 

sin2fpf^cos2ix  —  C082<Pq  sin 2 f,      —  pc 
«w2yo  "^^d  ' 

Daraus  folgt  schliesslich 

70)  /y2g)o  = ^^— . 

C052&  +  ^ 

Es  sollen  nnn  die  einzelnen  Grössen  dieser  Gleichung  entwickelt  werden. 
Durch  die  67)  erhält  man 

Qd      ^*«  •  Jl'/^Jn/^sini^*      b*  Jn  sin it*'^  {i— et* cos l^ cos Tt^—e* sin  7^) sin l;^*' 

Die  65)  giebt,  wenn  nur  die  vierten  Potenzen  von  e^  oder  die  zweiten 

von  co(g^  beibehalten  werden: 

sin  t»* 
sin  fi*  = ; ^ -5  =  sin  £,•  +  cos  fc,'  cos  w*  =  l  —  cos  L*  sin  »*, 

1  —  COSf^  cos  TT 

oder  schliesslich 

sin  f,'  =  l  --  c,*  cosX*  sin  A'  co^tc*. 

Führt  man  diese  Grösse  ein,  so  kommt 
Pc  ^  1  —  2 e,"  cos  A*  +  e^*  cos  il*  — .^,*  +  2  e,'  ^*  co5  X*  +  ^,*  co5  X*  sin  JL'  m  «* 
^d  1  —  e*  51»  TT*  —  e,*  cos  i*  C05  tt* 

_  1  —  g*+  V  (1 —gl*)  —  2eg'  CQ5 A*  (1  —  e,»)  +  e^*  cos  X*  sin X*  sin  w*  +  e^^cosX* 
1  — -  e*  5fn  TT*  —  e,*  C05  i*  cos  »• 

e^*  cos  X*  sin  X*  sinn*      e^  cosX^ 


1  —  ^*       r         •!  — ^1*  *    . 


1  —  e*  '    1  —  c« 

Ct  cosX*  cos  7t* 


^  1  —  e,'  cojr2il  C05A,'  cosTr'l 
^*   1  — e*        1  — ^*«>i7c«     ^J* 


l  —  e*  sinn* 

Zieht  man  die  Glieder  zusammen  und  bezeichnet  den  Ausdruck 
{{--€*)  li-^e^sinTt*, 
den  der  Quotient  q^  •*  Qd  ^ür  das  zweiaxige  Ellipsoid  annehmen  würde,  mit 
u^y  so  kommt  schliesslich 

Qe  __^      ^  ^0  V  CQ^2il  ,    ^0*  e^*  cosX*  cos  yg* 
71)  ^"""^       "T^^"*"  1-e' 

+  e/  cosA*  (1  —  coÄil'  cos  7t*  sinTt^). 
Für  die  übrigen  Grössen  der  Gleichung  70)  entwickelt  man  aus  der  65) 
leicht  folgende  Ausdrücke : 

^       —  2  {i'—e2*cosX*)  e^  cosX  sin X  sinTt 
n)  ^*^^     ~  1  —  2 (?,*  cos X^  +  e^  cos X*  (1  "Sin X* cos t^)  ' 

1  —  2  f.*  COS  X*  +  eJ  cos  X*  (cos  X*  —  sin  X*  sin  t^) 

cos  2  f  1  = ~- ~  - ^! . 

1  —  2  e^*  cos  X*  + 1^  cos  X*  (1 — sin  A«  cos  w*) 
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Socht  man  einen  genaueren  Werth  des  Winkels  q^Q,  so  hat  man  diese 
Ansdrücke,  die  sich  möglicherweise  noch  vereinfachen  lassen,  in  die  70) 
einzuführen.  Kommt  es  aber  nur  darauf  an ,  eine  Formel  zu  gewinnen,  wo- 
durch «sich  in  leichter  Weise  ein  genäherter  Werth  des  Winkels  <Pq  berech- 
nen lässt,  so  kann  man  die  vierten  Potenzen  von  e,  vernachlässigen,  und 
dann  geht  die  Gleichung  70)  in  folgende  über: 
.  _^  —e^*  sin 2k  sinn 

y    Vo      __  ^t  ^^g  21  —  e*  cos  7c*  +  ^,*  cos )}  cos  «*' 

General  Schubert  fand  aus  der  Znsammenstellung  vieler  Gradmes- 
snngen,  dass  der  Aequator  eine  Abplattung  von  ^^ViT'  ^^^^  ®^^^  Excentri- 
tät  von  nahe  7^\y^  habe.  Berechnet  man  damit  beispielsweise  für  A  =  4ö^ 
verschiedene  Werthe  des  Winkels  9>o,  so  kommt: 

für  TT  =  90*  ist  q)^,  =  45^— ',  für  tu  =  40°  ist  g)o=   1°12\ 

>i      „  =  80^    ,f    ,,  =  25  38 ,  ,,      „=30^     ,,    „  =  —  44 , 

„      „  =  70     ,,    „=831,  „     ,,  =  20''     ,,    „  =       26, 

„    „  =  eo*  „  „  =  *'4e',  „    ,,=  10»  „  „=-•12', 

,,      ,,  =  50^     ,,,,«=    2^   1  ,  „      ,,=    0'^      n     >>   ^^"^    0. 

Man  sieht  daraus,  dass  sich  die  Richtung  der  Hauptkrümmung  von 
höheren  nach  niederen  Breiten  hin  der  Richtung  des  Meridians  ziemlich 
rasch  nähert. 

§23. 

Der  Winkel  zwischen  den  conjugirten  Tangenten 

beliebiger  Richtungen. 

Die  Winkel  zwischen  den  conjugirten  Tangenten  sind  sonst  immer 
durch  die  Grössen  der  Hauptkrümmungen  ausgedrückt  worden;  es  ist  aber 
vortheilhafter,  sie  auf  den  Meridian  und  auf  die  dirigirende  Tangente  des- 
selben zu  beziehen,  sobald  man  es  mit  einem  dreiaxigen  Ellipsoid  zu  thun 
hat.  Um  dies  zu  bewerkstelligen,  geht  man  auf  die  in  $  21  entwickelte  El- 
lipsengleichung zurück.  Dieselbe  gilt  ihrer  Form  nach  bekanntlich  auch  für 
schiefwinklige  Coordinaten,  wenn  man  nur  die  Axe  der  letzteren  mit  con- 
jugirten Durchmessern  der  Ellipse  zusammenfallen  lässt.  Legt  man  daher 
diese  Axen  in  die  Richtungen  des  Meridians  und  der  dirigirenden  Tangente, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

—  +^=1. 

Wird  nun  der  Winkel^  den  die  Richtung,  deren  conjngirte  Tangente 
gesucht  werden  soll,  mit  dem  Meridian  bildet,  mit  tf;  und  der  Coordinaten- 
Winkel  mit  £|  bezeichnet,  so  kommt  ferner 

j/gsinji^^ip)  j/^  sin  riß 
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Durch   die  Substitution  dieser  Ausdrücke  folgt  für  einen  beliebigen 
Krümmungsradius  ^,  welcher  der  Kichtung  ^  entspricht,  die  Gleichung 

74  a )  T = • 

^  Qc  Qä  Q 

Die  conjugirte  Tangente  wird  dadurch  gefunden,  dass  man  die  Gleich- 
ung der  Ellipse  differentiirt.    Es  kommt 

^^x  Qc't/i  Qe'       Sinti; 

Bezeichnet  man  nun  den  Winkel  zwischen  den  conjugirten  Tangenten 

mit  f ,  so  folgt  für  den  Winkel  zwischen  der  Axe  q^  und  der  Tangente  -^ 

der  Werth  ^+  i  und  man  erhält  auf  geometrischem  Wege  leicht  die  Re- 
lationen 

.^       dssin{t^  +  fl,+  t)  dssin{^  +  i) 

Daraus  folgt 

dXi_8in(ti  +  ^+f;)_siniiC08{^'{-i)  +  co8itSin{^+i)  ^      Qe        sinijf 

dyi  ""     sin  (if;  -f  t)      ~  sin  (^  +  0  ^      Qd  sin  (it  —  ^)  * 

ferner 


Qd  sin{|;^  —  'if,)sini^ 
,  ^  oder  auch 

'^^^^  f     .  .^  sinl, 

§24. 
Azimuth  des  Centralschnitts  und  sphärisches  Azimuth. 

Im  vorigen  Paragraphen  wurde  der  Winkel  zwischen  dem  Central- 
schnitt  und  dem  Meridian  mit  if'+S  bezeichnet.  Von  der  Richtung  des  Me- 
ridians ist  die  Richtung  der  Mittagslinie,  wie  aus  dem  $22  hervorgeht,  um 
den  kleinen  Winkel  ijo  yerschieden.  Daher  erhält  man  das  Azimuth  tp  des 
Centralschnitts  durch  die  Gleichung 

75)  9^  =  t^  +  J:— i?o- 

Ebenso  findet  sich  für  das  sphärische  Azimuth  a  die  Relation 

76)  «  =  90  +  ^  — i7o- 

Man  kann  in  folgender  Weise  von  der  einen  dieser  beiden  Richtungen 
zur  andern  übergehen.  Sobald  das  sphärische  Azimuth  bekannt  ist,  be- 
stimmt man  durch  die  76)  den  Winkel  if;,  hierauf  durch  die  74)  den  Winkel 
^-|~S  ^^^  schliesslich  nach  der  75)  das  Azimuth  des  Centralschnitts. 

'    Ist  umgekehrt  das  Azimuth  des  Centralschnitts  gegeben,  so  setzt  man 

77)  -^^^g^  +  iyo, 
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führt  diesen  Werth  in  die  74)  und  erhftlt  den  Winkel  ^  +  &     Aas  diesem 
folgt  dann  das  sphärische  Azimuth  dnrch  die  Relation 

78)  «  =  tf'+{;  — 00  — 1^0. 

§25. 

In  einem  der  früher  berechneten  Beispiele  wurde  das  Azimuth  des  Cen- 
tralschnitts  9Si7e,  unter  der  Voraussetzung  eines  zweiaxigen  Ellipsoids  be- 
stimmt. Wir  ermitteln  jetzt  dieselbe  Grösse,  nehmen  aber  an,  dass  das 
Ellipsoid  ein  dreiaxiges  sei ,  der  Aeqnator  die  E:!tcentricitiit  ^ n^v  ^^^^  ^^^ 
dass  der  Punkt  n^  unter  dem  135.  Grade  der  Länge  liege. 

Zählt  man  das  Azimuth  von  Nord  nach  West,  so  entnimmt  man  dem 

S  4  noch  folgende  Data: 

»,  =  520  30' 16,7", 

a  =  360«—  59"29'  40,65". 

Femer  hat  man  ,       , 

/o^e,»  =  6,3070400, 

X  =  135°. 

Mittels  dieser  Grössen  berechnet  man  durch  die  60)  zuerst  den  Winkel 

I/o  und  erhält 

I/o  =  —  V  cos  k  sin  k  sin  »tj  (1  +  e,*  cos  V)  =  20,46". 

Hierauf  bestimmt  man  den  Winkel  '^  durch  die  76) : 

t^  =  a  + 1/^  —  90  =  270*  —  59*20'  20,19", 
fj  -  -^  =,  180^  -  of  —  21/0  =  -  180*  +  59*28' 59,73". 

Die  Formel  71)  giebt  nun  die  Grösse  ^  ,  und  zwar  zuerst 

Qd 

/o^w^  =3  9,9989201, 

dann 

/oö  — =  9,9989403. 
Qä 
Benutzt  man  diese  numerischen  Grössen  zur  Berechnung  der  74)  ^  so 

kommt  endlich  ^    ,         r, 

t  +  5  =  360*  -  59*32' 39,69", 

und  femer  durch  die  75) 

9,  =  3eO*  — 59*33'0,15". 

Beim  zweiaxigen  Ellipsoid  war,  wie  S  17  zeigt: 
y  =  360*  —  59*33' 24,82". 

§26. 
Winkel  zwischen  der  Centrale  und  Normale. 

Man  hat  für  die  Kichtungsgrössen  der  Normale  und  Centrale  be- 
ziehungsweise die  Ausdrücke 

Pj         9,         r, 
a*p        b*q        c^r 
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Daraus  folgt  der  Winkel  zwischen  beiden  Linien  durch  die  Gleichimg 

cos  S  =      ^_      -l^rrz^ 

Es  ist  aber 

p  =  cosn  sin  iL ,     q  =s  cos  n  cos  A ,     r  =  W/i  jt. 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  findet  mau  nach  einer  kurzen  Entwickelnng 

1  —  c'  si«  «•  —  ^,*  cos  A"  cos  «* 


79)   C0Äf  = 


^1  —  2  ^*  sin  «*  +  «;*  5fw  w*  —  2  e,*  cos  A*  co5  jt*  +  c^*  co^il*  co*«** 


§27. 
Der  Winkel   zwischen   dem  Meridian   und  der  Centralebene. 

Man  hat  folgendes  Liniensjstem : 

Normale:  p,  q,  r, 
Centrale:  fj  g^  h^ 
Z- Axe:     0,  0,  h. 
Ein  Perpendikel  zur  Centrale  und  Z-Aze  hat  die  Richtung 
g  f 

Z/^'  +  i^  /r  +  ^ 

Senkrecht   auf  dieser  Linie  steht  die  Tangente  uvw  des  Meridians. 
Man  hat  daher  zur  Ermittelung  dieser  letzteren  die  Qleichungen 

ptt  +  ^o  +  rw  =  0, 
—  gu  +  fv  =0. 

Daraus  entwickeln  sich  die  folgenden  Werthe: 


/         '  t         '  t 

Ferner  hat  man  für  die  Senkrechte  /,  m^  n^  zur  Normale  und  Centrale  die 
Richtungsgrössen 

hq  —  gr  fr  —  hp gp—fg 

«I  =  — ; >     »»I  =  — : »     «1  =  — z • 

*i  'i  *i 

Aus  beiden  Linien  bestimmt  man  den  gesuchten  Winkel  t,  wie  folgt: 

frjhq-'gr)      grifr-^hp)  ,  jfp  +  gq)  {gp  —  fq)  _gp  — fq  __ 
s,m^ IT, ü^ + Jt,  ^-^coSB. 

(a' — 6*)  pqcose (a*— 6')  p  q  cotg  t 

Der  Nenner  nimmt  folgende  Gestalt  an : 

^U'  =  C  {r+g')  r*  +  C  {fp  +  gqy  =  (a*P*  +  ^V)  r'  +  («'/>'  +  ^W? 
=  a*  cosn^  [l  —  2e,*  cosX*  +  e,*  cosA*  (l  —  cosn^  sinl^)]. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  ein,  so  kommt  schliesslich 

.   .  -z-e^^cosksinXcosncoige 


80) 


]^1  —  2  ^ji*  cos  V  +  e^  cos  X*  (1  —  cos  jr*  sin  X*)  - 
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Will  man  nur  eine  angenäherte  Formel  haben,  so  kann  man  auch  hier 
die  vierten  Potenzen  von  e,  hinweglassen.  Dadurch  erhält  die  vorige 
Gleichung  die  einfachere  Gestalt : 

81)  $tnts= =— . 

e*  5f>i  7t 

Für  kleine  Polhöhen  ist  diese  Formel  nicht  zu  gebrauchen ;  sie  giebt 

aber  bald  die  gesuchte  Grösse  mit  der  erwünschten  Genauigkeit,  wenn  man 

zu  höheren  Breiten  übergeht.    Berechnet  man  nach  derselben  für  X=135^ 

verschiedene  Werthe  des  Winkels  t,  so  kommt : 

für  « =5  0    ist   180  —  1  =  90°,  für  «  =  60»  ist  180  —  1  =  1^14', 

»     »» ^  «0^  »>         II        =   2V  9 ,  ,,     ,,  =  70^    „         „       =:  1    8 , 

,.    „=40°.,         „       =  1»<  „    ,,=80»    „         „      ^l"  b'. 

„       9»  ^  50^    „  „  E3     1    24  , 

§28. 

Winkelnnterscbied  zwischen  dem  Central-  und 

Normalschnitt. 

Bezeichnet  man  die  Winkel  zwischen  der  Kichtung  der  grössten  Krüm- 
mung einerseits  und  dem  Centralschnitt,  dem  Nornxalschnitt  und  der  Cen- 
tralebene  andererseits  beziehungsweise  mit  g>x ,  a^  und  tj ,  so  hat  man  fol- 
gendes Liniensjstem : 

die  Tangente  des  Centralschnitts:       costpi^  smq>^y  0, 

„    Sehne:  cosatcosq,     sin a^  cos q^     sinq^ 

„    Centrale :  sin  s  cos t| ,      sin  c  sin  t , ,     cos  c. 

Man  bestimmt  nun  eine  Senkrechte  zur  Ebene  des  Centralschnitts ,  be- 
nutzt dazu,  wie  in  $7,  einmal  die  Tangente  dieser  Curve,  das  andere  Mal 
die  Sehne ,  und  erhält  auf  diese  Art  folgende  Gleichungen : 

l=ssinq  sinssinii  fns=:  cosq  cosscosa^  n  =  ...,    \ 

—  cos  q  cos  s  sin  «i ,  —  sin  q  sin  s  cos  i( , 

/  =  sin  <pi  cos  s ,  m  .=  —  cos  q)^  cos  £ ,  n  =  . . . . 

Dadurch  kommt  ferner 

/ sinq  sin  t  sin  i,  —  cos  q  coss  sina^ sin  a,  —  tgq  igs  sin  i, 

m  *       cos q  cos  e  cos a^  —  sin q  sin  €  cos tj      cos a^  —  tgq  Ige  cos t , ' 

und  schliesslich 

*m(9?,  — at)  =  tgq  ige  sin{<pi  —  i^). 

Zwischen  den  Grössen  t  und  i|  des  vorigen  und  dieses  Paragraphen 
besteht  die  Relation 

«  +  9>o  =  «i» 
und  bezüglich  der  Azimuthe  a  und  q)  und  der  Grössen  Ui  und  ^i  hat  man 
die  Gleichungen 

«  =  «1  —  9o ""  ^0»     9^  =  9i  ""  9>o  ""  Vo* 
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Daraus  folgt 

Vi  —  «1  =  gp  —  a  and  q>^  —  i'i  =  9  — » +  i/o- 
Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich  schliesslich  für  den  gesacbten 
Winkelunterschied  die  Gleichung 

82)  sin{fp--a)  =  Igq  ige  sin{(p^i+7i^). 

§29. 
Die  spärische  Correction. 

Durch  die  Entwickelangen  der  vorigen  Paragraphen  hat  man  nun  anch 
die  sphärische  Correction  erhalten.  Bekanntlich  ist  dieselbe  ans  den  beiden 
Winkeldifferenzen  9)  —  a  und  a^-q>  zusammengesetzt  Die  erstere  kann 
man  mittels  der  Gleichung  82) ,  die  letztere  durch  die  Formeln  des  $  24 
berechnen. 

Es  ist  hier  am  Orte ,  auf  einen  Unterschied  hinzuweisen ,  welcher  zwi- 
schen den  sphärischen  Correctionen  des  zweiaxigen  und  dreiaxigen  Ellip* 
soids  besteht.  Beim  Sphäroid  verschwinden  die  Winkeldifferenzen  {(p-^a) 
und  (a — q>)  beide  in  der  Richtung  der  grössten  Krümmung;  beim  dreiaxi- 
gen  Ellipsoid  hingegen  hat  der  Winkel  q)^a  seinen  Nullpunkt  in  der  Kich- 
tung  der  Centralebene.  Im  ersteren  Falle  gestalten  sich  demnach  die 
sphärischen  Correctionen  symmetrisch  gegen  die  Richtung  der  Hauptkrüm- 
mung;  im  letzteren  Falle  hingegen  wird  die  symmetrische  Lage  derselben 
durch  eine  Linie  angezeigt,  welche  sich  zwischen  dem  Haaptschnitte  and 
der  Centralebene  befindet.  Der  Unterschied  in  der  Richtung  dieser  beiden 
Linien  hängt  von  den  Winkeln  t  und  g  ab  und  ist  in  mittleren  Breiten,  wo 
die  Grösse  des  erstgedachten  Winkels  kaum  1  bis  2°  beträgt,  sehr  gering; 
für  kleine  Winkel  g  kann  er  in  solchen  Fällen  ganz  vernachlässigt  werden. 

Wenn  man  einen  Theil  der  Erdoberfläche  in  innige  Berührung  mit 
einem  Sphäroid  bringt,  so  wird  der  Meridian  des  letztern  nahe  mit  der 
Linie  zusammenfallen,  gegen  welche  die  sphärischen  Correctionen  sym- 
metrisch liegen.  Mit  Bezugnahme  auf  das  eben  Erörterte  folgt  daher,  dass 
bei  kleinen  Flächentheilen  der  Meridian  des  berührenden  Sphäroids  genaa 
die  Richtung  der  Krümmungslinie  der  berührten  Fläche  anzeigt;  bei  grös- 
seren Flächentheilen  hingegen  findet  eine  kleine  Abweichung  nach  der 
Seite  der  Centralebene  statt. 

§30. 

Rectification  des  Centralschnitts  für  kleine  Linien 

von  10  bis  15  Meilen  Länge. 

Die  Gleichung  37)  lautet 
^ Vi  +  (cotgi^cosd  —  gdo  Csindy 
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Gebraucht  man  die  Abkürzungen 

cotg^cosd  —  Qao  0 sind  =  h  cos d  --  k  sind  =  q^ 

{  -^  — 1 -Asxnd'^'  '^ ^^—^sindcosd 

=  m  sind^  +  2n  sind  tos d  =  ri^ 
so  kommt,  wenn  man  sich  mit  den  ersten  Potenzen  von  ri  und  q^  begnügt: 

1  —  ^msind^  —  3n  5m3  co5Ö  H cosd^  H —  «mö* 

£  z 

--hksindcosdjdd. 

Setzt  man  für  sind^  und  co;d*  die  abgekürzten  Beihen  d*  und  i 

und  integrirt  dann  die  vorige  Gleichung,  so  folgt 

83)    aß^^,.s  =  (l  +  !^)d-(lu  +  ^)smd'-lmd>  +  jd'-~d'. 

Wenn  nicht  die   grösste  Schärfe  verlangt  wird,   so  kann  man  noch 
einige  Glieder  schwinden  lassen  und  erhält  dann 


aßQä..s=^(l+^)d--lnsind\ 


Diese  Formel  giebt  nur  noch  den  Fuss  richtig  an ;  kleinere  Theile  lässt  sie 
unbestimmt.  Setzt  man  für  h  und  n  die  ursprünglichen  Ausdrücke  zurück, 
so  kommt  schliesslich 

84)  s  =  Qc sin t .  d  —  ^  {qiU  sina  +  QqV cosa)  Qc sin g*.  d\ 

Auf  diese  Weise  hat  man  eine  Gleichung  erhalten,  welche  unabhängig 
von  der  Grösse  y  ist  und  nur  dem  Flächenelemente  angehört. 

Hiermit  schliessen  wir  die  Discussion  des  dreiaxigen  Ellipsoids.  Es 
kam  nur  darauf  an,  durch  Aufstellung  einer  Riaihe  von  Formeln  Einsicht 
davon  zu  gewinnen,  in  welcher  Weise  eine  etwa  vorhandene  Ellipticität  des 
Aeqnators  sich  bemerkbar  machen  und  wie  sich  die  Berechnung  auf  der  ge- 
nannten Fläche  ungefähr  gestalten  würde.  Ein  specielleres  Eingehen  auf 
diesen  Gegenstand  kann  füglich  unterbleiben,  so  lange  nicht  die  Nothwen- 
digkeit  vorliegt,  ausgedehnte  Operationen  auf  einem  dreiaxigen  Ellipsoid 
vornehmen  zu  müssen. 


Zeitschrift  f.  Mathematik  a.  Physik,  XVII,  3. 
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Cap.  IV. 
Die  Ermittelang  der  FlSche. 

§*• 
Um  die  Lage  der  FlttcheioDormalen  bestimmen  zu  können,  müssen,  wie 
ans  der  Theorie  der  Linienvielecke  hervorgeht,  im  Allgemeinen  sämmtliche 
Längen,  Polhöhen  und  Azijnuthe  und  ausserdem  auch  gewiss«  lineare  Grös- 
sen bekannt  sein.  Die  Ermittelung  der  letzteren  bildet  einen  besondem 
Theil  der  geodätischea  Aufgabe  und  soll  jetzt  kurz  erörtert  werden.  Selbst- 
verständlich kann  man  in  der  Praxis  nur  solche  Linien  wählen,  welche  sich 
unmittelbar  auf  der  Erdoberfläche  messen  lassen,  also  die  Verbinclungslinieii 
der  Stationspunkte.  Denkt  man  sich  sämmtliche  dieser  Linien  zwischen  den 
benachbarten  Punkten  construirt,  so  erhält  man  ein  Dreieckssjstem ,  wel- 
ches im  Wege  der  Triangulation  aufgemessen  und  nach  Kegeln  der  Tri- 
gonometrie berechnet  werden  kann.  Vor  allen  Dingen  ist  aber  zu  unter- 
suchen, welche  Linie  sich  am  vortheilhaftesten  als  Dreiecksseite  behandeln 
lässt.  Eine  solche,  die  ausschliesslich  der  Fläche  angehört,  kann  man  des- 
halb nicht  wählen ,  weil  die  Fläche  noch  unbekannt  ist.  Anders  verhält  es 
sich  mit  der  geraden  Verbindungslinie  der  Punkte;  dieselbe  hängt  gar  nicht 
oder  nur  wenig  von  der  Fläche  ab  und  ist  ihrer  Lage  nach  vollkommen  be- 
stimmt, wenn  die  Höhenwinkel  gegeben  sind.  Will  man  sich  dieser  Linien, 
der  Sehnen,  zur  Bestimmung  des  Netzes  bedienen,  so  hat  man  das  in  $5, 
Cap.  I;  angegebene  Verfahren  zu  beobaishten.  Die  gemessenen  Dreieckswin- 
kel werden  mittels  der  Gleichung  38a)  auf  das  ebene  Sehnendreieck  reducirt, 
ihre  Summe  durch  die  bekannte  Winkelsumme  des  Dreiecks  contr.olirt  und 
hierauf  die  Seiten  nach  den  Sätzen  der  ebenen  Trigonometrie  berechnet«  — 
Diese  Methode  bietet  eine  grössere  Genauigkeit,  als  andere,  und  ist  auch 
weniger  abhängig  von  den  Dimensionen  des  Dreiecks;  dessen  ungeachtet 
pflegt  man  ihr  folgendes  Verfahren  vorzuziehen:  In  §  6,  Cap.  I,  ist  gezeigt 
worden,  dass  kleine  Liniendreiecke,  und  mit  solchen  hat  man  es  hier  haupt- 
sächlich zu  thnn ,  ohne  merklichen  Fehler  als  sphärische  behandelt  werden 
können.  Beachtet  man  nun,  dass  sich  jedes  kleine  sphärische  Dreieck  — 
nach  der  bekannten  Methode  von  Legendre  —  wiederum  wie  ein  ebenes 
berechnen  lässt,  so  stellt  sich  dadurch  ein  Verfahren  heraus,  Vonach  das 
Dreiecksnetz  auf  leichtere  und  einfachere  Weise  ermittelt  werden  kann,  als 
mittels  der  Sehnenmethode.  Man  hat  nur  von  jedem  beobachteten  Drei- 
eckswinkel ^  des  sphärischen  Excesses  abzuziehen  und  von  einer  gegebe- 
nen Standlinie  aus  successive  alle  übrigen  Seiten  des  Netzes  mittels  der  so 
reducirten  Winkel  nach  den  Regeln  der  ebenen  Trigonometrie  zu  berechnen. 
—  Den  sphärischen  Excess  ermittelt  man  nicht  aus  den  gemessenen  Drei- 
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eckswinkeln,  sondern  man  berechnet  denselben  mit  weit  grösserer  Genauig- 
keit aus  der  annähernd  bekannten  Erdoberfläche. 

Das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  Uauptkrtimmnngsradien  eines 
mittleren  Dreieckspunktes  giebt,  wie  die  Formel  43),  Cap.  I,  zeigt,  einen 
genäherten  Werth  des  mittleren  Radius  r^,  und  sobald  dieser  bekannt  ist, 
kann  man  durch  die  40),  Cap.  I,  den  gesuchten  Winkelüberschuss  leicht 
berechnen. 

Es  soll  schliesslich  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Berechnung  des 
Dreiecksnetzes  an  sich  weniger  schwierig  ist,  als  die  Ausgleichung  der  Be« 
obachtungsfehler,  die  ihr  vorangehen  muss.  Ein  specielles  Eingehen  auf 
diesen  Gegenstand  würde  uns  aber  hier  zu  weit  abftihren. 

§2. 

Sobald  das  geodätische  Netz  ausgeglichen  und  berechnet  worden  ist, 
mässte  nun  zur  Ausgleichung  der  astronomischen  Coordinaten  geschritten 
werden.  Eine  solche  kann  aber  nur  dann  vorgenommen  werden,  wenn 
sämmtliche  dieser  Grössen  beobachtet  worden  sind  oder  etwaige  Lücken  in 
den  bezüglichen  Beobachtungen  nur  vereinzelt  auftreten.  Man  ersieht  dies 
aus  der  Theorie  der  Linienvielecke,  wonach  keine  der  astronomischen  Grös- 
sen als  eine  überschüssige  betrachtet  und  mithin  auch  keine  Bedingungs- 
gleichung für  dieselbeil  aufgestellt  werden  kann,  sobald  nicht  ausser  den 
beiden  Polhöhen  ebensowohl  die  beiden  Azimuthe,  als  auch  die  Länge  ge- 
geben sind.  Die  aus  einer  vollständigen  Beobachtung  des  Linienzweiecks 
resultirende  Bedingungsgleicbung  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  den 
Formeln  des  §2,  Cap.  I,  entnehmen,  wenn  die  astronomischen  Punkte  un- 
mittelbar mit  einander  verknüpft  sind.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so 
macht  es  sich  nöthig^  vor  allen  Dingen  erst  die  directe  Verbindung  zwi- 
schen den  gedachten  Punkten  herzustellen.  Man  bedient  sich  dabei  des 
folgenden  Verfahrens:  Durch  frühere  Gradmessungen  hat  man  schon  die 
Elemente  desjenigen  Sphäroids,  welches  mit  der  Erdoberfläche  die  innigste 
Berührung  eingeht,  ziemlich  genau  kennen  gelernt.  Betrachtet  man  nun 
dieses  Sphäroid  als  eine  Hilfsfiäche  und  trägt  mittels  desselben  nach  den 
Regeln  des  vorigen  Capitels  von  einem  Centralpunkte  aus  die  astronomi- 
schen Coordinaten  auf  alle  anderen  Punkte  über,  so  erhält  man  aus  den 
Differenzen  zwischen  den  beobachteten  und  den  übertragenen  Grössen  die- 
jenigen Data,  welche  zur  Aufstellung  der  Bedingungsgleichung  nöthig  sind. 
Man  wird  selbstverständlich  dieses  Verfahren  nicht  gern  auf  solche  Punkte 
ausdehnen ,  deren  Entfernung  vom  Centralpunkte  eine  zu  beträchtliche  ist. 

Stellt  man  nun  die  so  ermittelten  Bedingungsgleichungen  zusammen, 
fügt  denselben  auch  diejenigen  bei ,  welche  ihren  Grund  in  dem  einfachen 
Umstände  haben,  dass  die  Summe  sämmtlicher  Längen  einer  geschlossenen 
Figur  c=0  ist,  und  behandelt  sie  alle  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua« 
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drate,  so  folgen  schliesslich  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  astronomi- 
schen Coordinaten. 

§3. 

Nun  kann  man  endlich  zxir  genauen  Ermittelung  der  Fläche,  d.h.  des- 
jenigen Sphäroids  übergehen ,  welches  sich  der  Erdoberfläche  am  besten 
anschliesst.  Dazu  werden  ebenfalls  die  bereits  im  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Differenzen  zwischen  den  übertragenen  und  beobachteten  Coordi- 
naten  verwandt.  Diese  Grössen  hängen  von  den  Elementen  des  Sphäroids 
ah,  welches  zum  Uebertragen  der  astronomischen  Coordinaten  benutzt  wor- 
den ist;  denn  sobald  eine  andere  Hilfsfläche  substituirt  wird,  ändern  sieb 
auch  die  gedachten  Unterschiede.  Es  kommt  nun  darauf  an^  diejenige 
Fläche  zu  finden,  durch  welche  die  Quadratsumme  sämmtlicher  Unterschiede 
ein  Minimum  wird.  Zu  diesem  Behufe  sind  die  mehrerwähnten  Grössen  als 
Functionen  der  Flächenconstanten  darzustellen.  Jede  Differenz  zwischen 
den  beobachteten  und  übertragenen  Coordinaten  giebt  eine  Bedingangs- 
gleichung  für  diese  Constanten.  Fasst  man  alle  derartigen  Gleichungen 
zusammen  und  behandelt  sie  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  so 
resultiren  schliesnlich  die  Elemente  desjenigen  Sphäroids,  welches  der  Erd- 
oberfläche am  besten  entspricht. 

Allgemeine  Anwendung  kann  dieses  Verfahren  jedoch  nicht  finden,  da 
es  unsicher  und  beschwerlich  wird ,  wenn  ein  grosser  Theil  der  Erdober- 
fläche bestimmt  werden  soll.  In  solchen  Fällen  zerlegt  man  das  Ganze  in 
kleinere  Tbeile,  ermittelt  jeden  dieser  Theile  für  sich  und  verknüpft  sie 
dann  mit  einander  auf  geeignete  Weise. 

§4. 

In  §  9,  Cap.  II,  ist  gezeigt  worden,  wie  ein  Element  der  Erdoberfläche 
bestimmt  werden  kann.  Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  sich  die  dort  er- 
örterte Methode  nicht  auch  auf  grössere  Flächentheile  ausdehnen  lasse. 
Dies  könnte  in  der  That  ohne  Weiteres  geschehen,  wenn  sämmtliche  Punkte 
des  Dreiecksnetzes  astronomisch  bestimmt  worden  wären.  Man  würde  dann 
im  Stande  sein,  alle  diese  Punkte  mit  einem  Centralpunkte  durch  Linien- 
zweiecke  zu  verbinden  und  durch  die  Berechnung  dieser  Figuren  diejenigen 
Data  erhalten,  welche  zur  Ermittelung  der  Fläche  nöthig  sind.  In  der 
Praxis  hat  man  aber  nur  einen  kleinen  Theil  astronomisch  bestimmter 
Punkte,  und  wollte  man  dieselben  über  grössere  Strecken  hinweg  in  der 
Weise  verbinden,  dass  man  die  Coordinaten  mittels  einer  Hilfsfläche  über- 
trägt, so  würde  das  in  §  3  angegebene  Verfahren  der  Flächenermittelnng 
das  einfachere  sein. 

Unter  Umständen  kann  aber  doch  auch  die  in  Rede  stehende  Methode 
benutzt  werden ,  selbst  wenn  nicht  alle  Punkte  astronomisch  bestimmt  wor- 
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den  sind.  Die  mittlere  Lange  einer  Dreiockhseite  beträgt  ungefähr  10  Mei- 
len; dadurch  stellt  sich  für  die  Diagonale  zweier  zusanuneustossender, 
nahezu  gleichseitiger  Dreiecke  die  Länge  von  ungefähr  17  Meilen  heraus. 
Auf  diese  Länge  hin  begeht  man  nur  einen  geringen  Fehler,  wenn  man  das 
Azimuth  unabhängig  von  der  Fläche  nach  den  Regeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie berechnet  und  dadurch  die  beiden  Endpunkte  der  Diagonale  mit 
einander  in  Verbindung  setzt.  Sind  nun  im  Bereich  aller  Diagonalen, 
welche  von  einem  Centralpunkte  ausgehen ,  soviel  astronomisch  bestimmte 
Punkte  vorhanden ,  als  man  zur  Ermittelung  des  Flächentheils  nöthig 
hat,  so  lässt  sich  diese  Ermittelung  ähnlich  wie  die  der  Flächenelemente 
ausführen.  Man  wird  also  auch  hier  damit  beginnen,  sämmtliche  Linien- 
zweiecke  und  mit  ihnen  die  sphärischen  Correctionen ,  sowie  die  Winkel  d 
zwischen  den  Flächennormalen  zu  berechnen.  Die  Entfernungen  s  zwischen 
den  Dreieckspunkten  sind  bereits  bekannt  oder  können  leicht  ermittelt  wer- 
den. Drückt  man  nun  diese  Grössen  durch  die  Elemente  des  Ellipsoids  aus, 
so  folgen  in  Hinsicht  auf  die  22) ,  82)  und  84)  die  Gleichungen 

iv  =  lgq  ige  sin (9 — t  +  tjq)  —  ^,  cf  cos (p  sin (p  +  ^Qi^d^  QiC  sin q>  cos qp', 

s=^  Q  d  sinj^  —  ^  (^1  u  sin  cc-i-  QqV  cos a)  q  sin Ö'  sin  J*. 

Jedes  Linienzweieck  liefert  zwei  solcher  Gleichungen.  Als  Unbekannte 
treten  darin  die  Grössen  cp,  Qq^  Qi,  u  und  v  auf;  s  und  i  sind  Functionen  von 
u  und  V,     Für  die  übrigen  Grössen  sind   theils  genaue,   theils  genäherte 

Werthe  gegeben;  so  hat  man  g:=-  ,  sin^=cosw  und  für  a  das  schon  an- 

nähernd  bekannte  Azimuth  der  Richtung  zu  setzen. 

Um  die  Unbekannten  zu  finden,  werden  aus  den  vorigen  Gleichungen 
die  Differentialgleichungen  entwickelt,  darauf  für  sämmtliche  Grössen  die- 
jenigen Werthe  gesetzt,  welche  dem  BesseT sehen  Sphäroid  entsprechen 
nnd  schliesslich  die  Verbesserungen  derselben  nach  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  ermittelt.  —  Wenn  nicht  bedeutende  locale  Störungen  auf- . 
treten,  so  sind  1,  i/q  und  u  kleine  Grössen,  die  meistentheils  vernachlässigt 
werden  können.  Setzt  man  in  solchen  Fällen  für  e  und  v  die  betreffenden 
Werthe  ans  dem  BesseTschen  Sphäroid,  so  bleiben  blos  die  drei  Un- 
ibekannten ^Qy  Qi  und  q>  zu  ermitteln. 

§5. 

Wenn  sämmtliche  Flächenelemente  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise 
bestimmt  worden  wären,  so  käme  es  nun  darauf  an,  sie  zu  einem  Ganzen 
zu  vereinigen,  d.  h.  den  analytischen  Ausdruck  derj^igen  Fläche  zu 
suchen,  welche  alle  ermittelten  Elemente  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  in 
sich  schliesst.  So  allgemein,  wie  eben  angedeutet,  soll  jedoch  hier  die 
Aufgabe  nicht  behandelt  werden;  in  der  Praxis  begnügt  man  sich  damit, 
sie  auf  die  Ermittelung  desjenigen  dreiaxigen  Ellipsoids  zu  beschränken^ 
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welches  mit  dem  betreffenden  Theile  der  Erdoberfläche  die  innigste  Berah- 
rung  eingeht. 

Seiner  Grösse  nach  ist  dieses  EUipsoid  schon  annähernd  darch  das 
Bessel'sche  Sphäroid  gegeben;  was  jedoch  die  Lage  desselben  —  und 
zwar  insbesondere  die  Lage  der  Azen  des  Aequators,  d.  h.  die  Oröase  des 
Winkels  A  —  betrifft,  so  bleibt  noch  ein  genäherter  Werth  zu  ermitteb. 
Da  man  annehmen  mnss,  dass  im  Falle  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  die 
Z-Axe  desselben  von  der  Kotationsaxe  der  Erde  nur  um  ein  Weniges  ab- 
weicht, 60  kann  man  die  beobachtete  Bichtung  der  Mittagslinie  mit  der 
Richtung  des  Meridians  dieses  Ellipsoids  identificiren.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung ist  durch  die  Ermittelung  des  Flächenelements  auch  der  Winkel 
bekannt  geworden,  welchen  die  Richtung  der  Hauptkrümmung  mit  dem 
Meridian  bildet.  Jedes  Flächenelement  liefert  daher  nach  S22,  Cap.  ÜI, 
eine  Gleichung  yjou  der  Form 

—  ef^sin'ZksinTt 
y   ™ö      —e^cos2\  —  ^  cosn  +  e^  cosk*  cos w** 

Daraus  lassen  sich  die  Länge  X  und  die  Ezcentricität  e^  des  Aeqna- 
tors,  welche  Letztere  übrigens  hierbei  nur  von  untergeordneter  Bedeutung 
iät,  ermitteln. 

Nunmehr  sind  für  sämmtliche  Grössen,  welche  zur  Bestimmung  des 
Ellipsoids  nöthig  sind ,  genäherte  Werthe  gegeben.  Für  die  drei  Axen  des- 
selben liefern  die  zwei  Axen  des  B  es  sei' sehen  Sphäroids  diese  Werthe; 
die  beiden  Winkel,  welche  den  Unterschied  zwischen  der  Richtung  der 
Z-Axe  und  der  Richtung  der  Rotationsaxe  angeben,  werden  als  Differen- 
tialien  betrachtet  und  haben  demnach  den  genäherten  Werth  0,  und  was 
schliesslich  die  Länge  A  betrifft,  so  ist  vorhin  eben  das  Nöthige  erörtert 
worden. 

Zur  genauen  Ermittelung  dieser  sechs  Unbekannten  kann  man  die  ge- 
eignetsten der  Formeln  66),  67),  70),  71)  und  72),  nachdem  sie  auf  eine  Axe 
bezogen  worden  sind ,  deren  Richtung  nur  um  einen  kleinen  Winkel  von 
der  Richtung  der  Z-Axe  verschieden  ist,  in  Anwendung  bringen«  Jedes 
Flächenelement,  von  welchem  die  beiden  Jlauptkrümmungsradien  und  die 
Richtung  der  Hauptschnitte  bestimmt  worden  sind,  liefert  drei  Gleichungen. 
Sämmtliche  dieser  Gleichungen  sind  zusammenzufassen  und  nach  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  zu  behandeln. 

§6. 
Die  Methode,  mittels  der  Fläch eneleraente  oder  wenigstens  mittels 
sehr  kleiner  Fläc^hentheile  die  generelle  Fläche  zu  bestimmen,  hat  manche 
Vorzüge.  Man  kennt  von  vielen  Dreieckspunkten  die  Richtung  der  Haupt- 
schnitte, und  ist  daher  in  den  8tan4  gesetzt,  alle  Krümmungslinien  der 
Fläche  annähernd  genau  zu  construiren.  Diese  Linien  lassen  die  charak- 
teristischen Eigenschaften   der  Fläche  sehr  scharf  hervortreten;   es  wird 

Digitized  by  LjOOQIC 


Von  A.  SoNDERuoF.  23  t 

dadurch  ohne  Weiteres  ersichtlich ,  wo  beträchtliche  locale  Störungen  vor- 
kommen, wo  sich  wellenförmige  Erhöhungen  und  Vertiefungen  zeigen,  und 
man  wird  daher  auch  leicht  beurtheilen  können,  welche  Punkte  bei  der 
Ermittelung  des  generellen  Ellipsoids  heranzuziehen  sind  und  welche  bin- 
wegbleiben  müssen.  —  Die  in  Rede  stehende  Methode  könnte  übrigens 
auch  dann  vortheilhafte  Verwendung  finden,  wenn  man  die  Aufgabe  der 
Plächenermittelung  allgemeiner  auffassen  und  bis  zu  Flächen  dritten  oder 
höheren  Grades  hinaufsteigen  wollte.  Ein  Mittel  zur  Lösung  dieser  Auf- 
gabe wärde  die  in  S  0^  Cap.  II,  erwähnte  RoiHinie  abgeben. 

Auf  diese  Vortheile  wird  man  jedoch  verzichten  müssen,  so  lange  nicht 
die  nöthige  Anzahl  astronomisch  bestimmter  Punkte  vorhanden  ist.  Die 
englische  Oradmessung,  von  d^r  gesagt  wird,  dass  sie  sich  durch  eine  grosse 
Anzahl  solcher  Punkte  auszeichnen  enthält  bei  überhaupt  218  Dreiecks- 
punkten  32  Polhöhen-,  30  Azimuthai-  und  wenige  Längenbestimmnngen. 
Um  aber  die  oben  erörterte  Methode  anwenden  zu  können,  müssten  min- 
destens j-  der  Dreieckspunkte,  also  im  erwähnten  Falle  wenigstens  70  bis 
80  Punkte  nach  Polhöhe ,  Azimuth  und  Länge  bestimmt  worden  sein. 

In  Ermangelung  der  erforderlichen  Anzahl  astronomischer  Beobach- 
tungen ist  man  daher  genöthigt ,  auf  das  im  S  3  erörterte  Verfahren  zurück- 
zugehen. Die  Vereinigung  der  verschiedenen  Flächentheile  kann  jedoch 
immerhin  nach  Angabe  des  vorigen  Paragraphen  bewerkstelligt  werden, 
wenn  man  denselben  nur  eine  massige  Ausdehnung  giebt  und  sie  tief  in- 
einandergreifen lässt. 
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Von 

Dr.  Th,  Kötteritzsch, 

Oberlehrer  zu  Freiberg. 


§1. 

Die  Form  des  aUgemeinsten  Integrals  der  Differeptialgleiobnng 

Bekabntlich  genügt  der  Differentialgleichung 

der  Ausdruck 

1 
A) 


wenn  £i  97,  S  beliebige,  von  x,  y  und  z  unabhängige  Grössen  bezeichnen 
und  wenn  nicht  die  drei  Gleichungen 

zugleich  erfüllt  sind. 

Ist  ferner  f(^^  17,  £)  eine  ganz  beliebige,  immer  endliche  Function  der 
drei  Grössen  §,  r^  und  ^,  also  im  Besondern  unabhängig  von  x  y  y  und  z,  so 
genügt  auch  noch  der  weit  allgemeinere  Ausdruck 

B)  /^(g.lJ)^ 

/(<r-l)'  +  (y-ij> +  (*-£)' 
identisch  der  vorgelegten  Differentialgleichung  1),  wenn  er  für  Fin  diese 
Gleichung  eingesetzt  wird. 

In  gleicher  Weise,  wie  der  Ausdruck  6)  allein,  genügt  aber  auch  eine 
beliebige  Summe  solcher  Ausdrücke,  in  deren  einzelnen  Summanden  die 
Grössen  |,  97,  £  sowohl,  als  auch  die  Function  f{^,  97,  ^)  verschiedene 
Werthe  annehmen  kann.  Das  allgemeinste  Symbol  einer  solchen  Summe  ist 
aber  der  Ausdruck 
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£i   971    £i 

'"   '^   ^  ^_/ 

£o    ^0    So 

Dieser  Ausdruck  C),  in  welchem  die  Integrationsgrenzen  Iq,  |,  ,  t/o,  t/,, 
£,,  f,  sowohl,  als  auch  die  Fnnction  /"(J,  i/,  ^)  ganz  beliebig  gewählt  werden 
können,  wenn  nur  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  der  zu  integrirende 
Ausdruck  selbst  allenthalben  endlich  bleibt,  stellt  nun  aber  in  der  That  die 
allgemeinste  Form  dar^  die  man  der  Function  V  von  x^  y  und  z  zu  geben 
hat,  damit  sie  der  vorgelegten  Differentialgleichung  1)  genüge. 

Die  Aufgaben,  welche,  aus  der  Physik  entnommen,  eine  Integration  der 
Differentialgleichung  l)  oder  auch  der  allgemeineren  mit  nicht  verschwin- 
dender rechter  Seite  erfordern ,  führen  nur  auf  reelle  Werthe  der  in  ihnen 
vorkommenden  Constanten  oder  Variablen.  Wir  können  daher  auch  hier 
sogleich  nicht  nur  von  J,  iy,  5,  go»  I17  ^01  ^n  &>  fi  fordern,  dass  sie  durch- 
aus reelle  Grössen  bedeuten ^  sondern  können  ein  'Gleiches  auch  von 
AI»«?,  5)  verlangen. 

In  dieser  Art  verstanden,  hat  aber  der  Ausdruck  C)  die  Bedeutung 
einer  Potentialfunction ,  die  herkommt  von  einem  durch  die  Integrations- 
grenzen  £07  Id  i?o)  ^d  £0  ^^^  ii  näher  bestimmten  massenerfüllten  Baume, 
in  welchem  im  Punkte  Si?S  di«  Massendichtheit /"(£,?/,  f)  herrscht  und  die 
ausgeübt  wird  auf  den  mit  der  positiven  Masseneinheit  versehenen  Punkt 
xyz.  Wegen  dieser  eben  genannten  Bedeutung  von  fi^^ti^S)  nehmen  wir 
nun  auch  an,  dass  /*(J,  1;,  f)  innerhalb  der  im  Ausdruck  C)  vorkommenden 
Integrationsgrenzen  durchaus  endlich  sei,  eine  Annahme,  die  kaum  als  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  des  Ausdrucks  C)  gedeutet  werden  kann;  als- 
dann aber  genügt  der  Ausdrucke),  statt  Fin  die  Differentialgleichung  l)  ein- 
gesetzt, dieser  Gleichung  solange,  als  nicht  der  Punkt  x^z  selbst  in  dem  mas- 
senerfüllten Räume  gelegen  ist,  über  welchen  sich  die  Integration  erstreckt. 

Liegt  aber  der  Punkt  xy  z  in  diesem  Raun>e  etwa  in  einem  Punkte  ^VS"« 
so  hat  bereits  Poisson  gezeigt,  dass  alsdann  die  rechte  Seite  der  Differen- 
tialgleichung 1)  nicht  zu  Null,  sondern  zu  —An  f{^y  ri\  J)  wird. 

Dem  Ausdruck  C)  kann  man  aber  auch  eine  noch  andere  Form  geben, 
derart,  dass  die  eben  gestellte  Bedingung  tiber  die  Lage  des  Punktes  xyz 
bedeutend  eingeschränkt  wird,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  des  Ausdrucks 
C)  Abbruch  geschieht. 

In  meinem  „Lehrbuch  der  Electrostatik",  das  vor  Kurzem  im  Verlage 
dieser  Zeitschrift  erschienen  ist,  habe  ich  nämlich  nachgewiesen,  dass  es  im- 
mer und  nur  auf  eine  e  i  n  z  i  g  e  Weise  möglich  sei,  statt  eines  massenerfüllten 
Kanmes,  in  welchem  die  Massendichtheit  allenthalben  endlich  ist,  nur  eine 
mit  Masse  überdeckte  ungeschlossene ,  im  Innern  des  massenerfüllten  Rau- 
mes gelegene  Fläche  zu  setzen,  mit  dem  Erfolge,  dass  die  Potentialfunc- 
tionen  der  gegebenen  und  der  zu  substituirenden  Massenvertheihing  sich 
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gleich  bleiben  für  alle  Punkte  ausserhalb  des  gegebenen  massenerfüllteo 
Raumes.  Diese  mit  Masse  überdeckte  Fläche,  die  übrigens  auch  ans  eintel- 
nen  isolirten  Massenpunkten  oder  Massenlinien  bestehen  kann,  habe  ich  am 
angeführten  Orte  Cardinal  fläche  genannt,  ein  Name,  der  auch  hier  fer- 
nerhin häufig  anzuwenden  sein  wird. 

Wenden  wir  diesen  eben  angeführten  Lehrsatz  an,  indem  wir  die  im 
Ausdrucke  C)  vorkommende  Integration  nur  über  die  Cardinalfläcke  er- 
strecken, so  erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

Setzt  man 

2)  F=  ft.         ^(^'*''^)'^^'^^ 

so  ist  die  durch  die  vorstehende  Gleichung  2)  definirte  Func- 
tion V  von  xyz  die  allgemeinste,  welche  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  1)  genügen  kann,  und  sie  genügt  zu- 
gleich dieser  Differentialgleichung  so  lange,  als  nicht  der 
Punkt  xyz  auf  der  Gardinalfläche  selbst  liegt,  über  die  sich 
die  Integration  erstreckt  und  die  durch  die  'Integrations- 
grenzen selbst  mit  bestimmt  ist.  Zugleich  muss  noch  noth- 
wendig  zwischen  den  drei  Coordinaten  $,  17,  i  die  die  geo- 
metrische Gestalt  der  Gardinalfläche  bestimmende  Gleich- 
ung 

als  bestehend  vorausgesetzt  werden. 

Durch  die  Gleichungen  2)  und  3)  ist  die  allgemeinste  Integration  von 
1)  vollbracht. 

§2. 
Einftthnmg  zweckmässiger  Coordinatensysteme. 

Enthält  die  Gardinalfläche  keine  isolirten  Punkte  oder  Linien,  so  ist 
bekannt,  dass  die  Poteutialfunction  V  für  alle  Punkte  des  ganzen  unend- 
lichen Raumes  eine  allenthalben  endliche  und  stetige  Function  des  Ortea 
ist;  enthält  jedoch  die  Gardinalfläche  isolirte  Punkte  und  Linien  mit  nicht 
verschwindender  Massenbelegung,  so  wird  die  Poteutialfunction  für  alle 
Punkte  dieser  ebengenannten  Theile  der  Gardinalfläche  unendlich  gross. 

Ist  nun  a  irgend  ein  constanter  (numerischer)  Werth^  so  ist  weiter  be- 
kannt, dass  die  Gleichung 

1)  r  =  a 

eine  Fläche  bedeutet,  die  allseitig  geschlossen  ist  und  die  man  ihrer  ander- 
weitigen mechanischen  Eigenschaften  wegen  zweckmässig  mit  dem  Namen 
Niveau  fläche  belegt. 

Es  ist  weiter  bekannt,  dass  man  immer  den  absoluten  Werth  von  a 
so  klein  wählen  kann,  dass  die  Niveaufläche  1)  die  zagehörige  Gardinal- 
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fläche  vollstAndig  umschliesst  and  dass  alle  Fankte  der  Niveaufläche  von 
allen  Paukten  der  umschlossenen  Cardinalfläche  am  ein  endliches  Stück  ent- 
fernt bleiben,  oder  mit  anderen  Worten,  man  kann  immer  den  absolaten 
Werth  von  a  so  klein  wählen,  dass  die  Niveanfläche  i)  die  Cardinalfläche 
allseitig  nmschliesst  nnd  nirgends  unendlich  nahe  an  die  zugehörige  Cardi- 
nalfläche herantritt,  voransgesets^t  natürlich,  dass  die  Cardinalfläche  selbst 
nach  keiner  Kichtung  hin  ins  Unendliche  reicht,  eine  Voraussetzung,  die 
wir  fernerhin  immer  machen,  die  aber  für  die  Allgemeinheit  unserer  Unter- 
suchung ohne  Belang 'ist. 

Hat  man  noch  freie  Wahl  über  die  Massendichtheit ,  die  man  über  die 
Cardinalfläche  verbreiten  will,  so  kann  man,  ohne  die  Gestalt  der  Niveau- 
fläche ])  zn  ändern,  der  Constenten  a  jeden  beliebigen  endlichen  Werth 
beilegen. 

In  der  That,  sei  die  Gleichung  1)  der  Niveaufläche 


So   »?« 


!)'+(»-'»)'+ (^-Ö* 


und  werde  verlangt,  dass  er  in  a  tibergehe,  ohne  dass  die  Gestalt  der 
Niveaufläche  sich  ändere,  so  setzen  wir 

und  erhalten  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

y  ^  h'r     u  %3^^  d^dri ^  ^; 

als  Gleichung  derselben  früheren  Niveaufläche  1).  Zugleich  unterscheidet 
sich  die  neue  Massenbelegung  der  Cardinalfläche  von  der  früheren  dadurch, 

dass  allenthalben  das  -  -fache  der  früheren  Massenbelegung  angenommen 

worden  ist. 

Bildet  man  mit  Hilfe  der  vorign  Gleichung  die  successiven  partiellen 

dF   dv  dv  d^v  d^v  a«F    d^v      d^v      d^v 

D,fferent,alqnotieuten-,   -,  -,  — „  ^,  ^,;^^^,  ^-,   j^^ 

u.  s.  w. ,  so  überzeugt  man  sich  leicht  nach  directer  Ausführung  der  Diffe- 
rentiationen unter  dem  Integralzeichen,  was  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  so 
lange  o'  nur  solche  Werthe  besitzt,  die  bewirken,  dass  die  Niveaufläche 
nirgends  unendlich  nahe  an  die  Cardinalfläche  herantritt,  dass  alle  suc- 
cessiven Derivirten  durchaus  endliche  stetige  und  eindeu- 
tige* Functionen  von  x^y  und  z  sind. 


*  Weil  die  Quadratwnrzel  oder  der  Radius  vector  nur  seinem  absoluten  Werthe 
nach  verstanden  werden  sull.  ^-^  , 
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Geben  wir  dem  d  der  vorigen  Gleichung  irgend  zwei  verschiedene  in- 
dividnelle  Wertlie  u^  und  a,,  ohne  dass  die  Massenbelegung  der  Cardinal- 
fläche  dabei  geändert  werde,  und  seien  die  Werthe  von  or,  und  a,  zugleich 
so  gewählt,  dass  die  beiden  Niveauflächen  F=a|  und  F=  or,  nirgends  un- 
endlich nahe  an  die  Cardinalflächo  herantreten,  so  können  die  beiden 
Niveauflächen  V=a^  und  V=a^  sich  nirgends  durchschneiden  oder  be- 
rühren; denn  wenn  dies  irgendwo  stattfände,  so  hätten  sie  mindestens  einen 
Punkt  gemeinsam,  also  miisste  auch  für  diesen  Punkt  a,  =  «,  sein,  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist.  Da  ferner  auch  alle  Ni'veauflachen  F=a  als 
allseitig  geschlossene  Flächen  dia  Cardinalfläche  vollständig  umschliessen, 
so  kommen  wir  zu  dem  Satze: 

Sämmtliche  Niveau  flächen  V=a\  die  nicht  unendlich 
nahe  an  die  Cardinalfläche  herantreten,  umschliessen  ein- 
ander schalenförmig,  indem  der  umschliessenden  Fläche 
V=a  das  kleinere  absolute  a\  der  umschlossenen  das  grös- 
sere absolute  a  angehört;  sie  haben,  wenn  die  Werthe  von  a 
verschieden  sind,  keinen  Punkt  mit  einander  gemein  und 
fallen  daher  auch,  wenn  die  Werthe  der  a  gleich  sind,  voll- 
ständig zusammen. 

Führt  man  in  die  Gleichung  der  Niveauflächenschaar,  nämlich 
£i    Vi 


-JA 

io  Vt 


unter  dem  Wurzelzeichen  gewöhnliche  räumliche  Polarcoordinaten  ein, 
deren  Pol  irgendwo  im  Endlichen  liegt,  so  möge  die  Gleichung  der  Niveau- 
flächenschaar übergehen  in 


j J  ^V '^^h^r^^y 

4o   % 


Lassen  wir  in  dieser  Gleichung  R  ins  Unendliche  wachsen,  so  entsteht 
für  die  zugehörige  Niveaufläche  eine  neue  Gleichung,  welche  in  die  Form 
gebracht  werden  kann: 

Diese  Gleichung  der  neu  entstandenen  Niveaufläche  enthält  keine  Va- 
riablen mehr;  sie  ist  demnach,  weil  R  ins  Unendliche  gewachsen  ist,  die 
Gleichung  einer  Kugelfläche  mit  unendlich  grossem  Radius,  deren  Centrum 
im  Endlichen  gelegen  ist. 
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Zugleich  folgt  ans  der  sich  aus  der  vorigen  ergehenden  Gleichung 


^Z[Jjf.{^^V.^)d^dri^Ra^, 


$0  Vo 

dass  der  Weith  desjenigen  a\  das  der  unendlich  grossen  Kugel  als  Niveau- 
Bache  angehört,   sich  unendlich  der  Null  nähert,  und  zwar  derart,   dass 

ji=QbBa    gleich   wird  der  auf  der  Cardinalfläche  vorhandenen  Gesammt- 

a'=0 

masse. 

Seien  ferner  i?,  und  /?,  die  heiden  Hauptkrümmungsradien  in  irgend 
einem  Punkte  irgend  einer  der  Niveauiiächen  F=a',  die  in  allen  ihren 
Punkten  nicht  unendlich  nahe  an  die  zugehörige  Cardinalfläche  herantre- 
ten, so  findet  man  für  5-  +  ^  den  Ausdruck* 

wenn 


Da  aber  V  der  Differentialgleichung  l),  §  1,  genügt,  so  fällt  das  zweite 
Glied  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichung  ohne  Weiteres  weg  und  man 
erhält,  indem  man  den  Wcrth  von  h  einsetzt: 

\_     \_ 1 (/arya'F  Y^rya^r 

R,    Rt^    /Täry    (dvv    (dvv'f^dx)  dx^'^Kdy)  dy^ 

A  \rx)^\di)^\di) 

'^\dz)  dz^'^^d^  dy  d'xdy'^^dy  dz  dJTz 

,      dVdV    d^V 
+  2  —  —   —       , 

•    dz  dx  dzdx\ 

Nach  Dem,  was  oben  über  die  Derivirten  der  Function  V  bemerkt 
worden,  ist  aber  der  in  Klammern  eingeschlossene  Factor  «ler  rechten  Seite 
der  vorstehenden  Gleichung  ein  durchaus  endlichem,  stetiger  und  eindeu- 
tiger Werth.  Der  andere  Factor,  der  auch  einfach  —  geschrieben  werden 
kann,  lässt  sich  noch  deutlicher  schreiben;  es  ist  nämlich  in  der  That  h 
nichts  Anderes,  als  — ^,  wenn  —  den  Differentialquotienten  von  V  be- 
deutet, den  man  erhält,  wenn  man  die  unendlich  kleine  Aenderung  dF,  die 
V  erleidet,  wenn  man  um  das  unendlich  kleine  Stück  dn  der  Normale  von 


*  Vergl.  Lam6:   Legons  sur  les  coordonnies  airvUignes,  L  Legon  §  XXF  Ko,  11, 
§  yill  No.  9  und  §  ///. 
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der  angenommeneii  Niveanfläche  nach  anssen  hin  fortschreitet,  darch  dn 
dividirt.»   Der  in  Rede  stehende  Factor  kann  daher  anch  geschrieben  wer- 

den     ^rr\»'     ^^  ^^'  °"°  ^^*^°  gesehen  haben,  dass  diejenigen   Nivean- 

(£)  ■    . 

flächen ,  welche  wir  jetzt  allein  näher  betrachten  (die  allenthalben  nm  ein 

endliches  Stück  von  der  zugehörigen  Cardinalfläche  entfernt  sind),   sich 

nirgends  berühren  oder  schneiden,  so  folgt,  dass  auch  für  alle  Punkte  aller 

dV 
dieser  Flächen  V=:a  der  Ausdruck  tt-  einen  immer  von  Null  verschiede- 

dn 

neu  Werth  besitzt;  dann  ist  aber  für  alle  diese  Flächen 

—  1         1 


\dn) 


ein  durchaus  endlicher  Werth.  Somit  lehrt  die  vorige  Gleichung,  dass  der 
Ausdruck 

für  alle  Punkte  aller  der  Flächen  V=a\  um  die  es  sich  hier  nur  handelt, 
durchaus  endlich  sei.  Die  Bedeutung  des  vorstehenden  Ausdrucks  be- 
achtend ,  können  wir  nun  weiter  den  Satz  aussprechen: 

Alle  Flächen  V=a,  die  der  zugehörigen  Cardinalfläche 
in  keinem  ihrerPunkte  unendlich  nahe  kommen,  haben  eine 
allenthalben  endliche  Krümmung  und  besitzen  nirgends 
scharfe  Spitzen  und  Kanten,  gleichgiltig,  ob  diese  ein-  oder 
ausgebogen  wären. 

Fassen  wir  das  bis  jetzt  in  diesem  Paragraphen  Gefundene  und  für  die 
Folg^.  Wichtige  in  wenig  Worte  zusammen,  so  können  wir  sagen: 

Bedeutet  F=o'  eine  Niveaufläche,  welche  mit  keinem 
ihrer  Punkte  unendlich  nahe  an  die  zugehörige  Cardinal- 
fläche herantritt,  so  stellt  die  Gleichung  V=a  auch  ein 
System  von  Flächen  dar,  aus  dem  man  irgend  eine  einzelne 
individuelle  Fläche  erhält,  indem  man  dem  a  einen  indivi- 
duellen numerischen  Werth  beilegt.  Durch  jeden  Punkt  des 
Baumes  ausserhalb  oder  auf  einer  dieser  Niveauflächen 
V=a\  die  zwar  beliebig  nahe,  aber  nicht  unendlich  nahe  an 


*  Da  wir  inimer  die  Richtung  der  Normale  nach  ansäen  als  positiv  nehmen,  so 
ist  offenhar,  weil  der  absolute  Werth  von  F  oder  «'  bei  einem  Fortschreiten  nach  aus- 

Ben  abnimmt ,  der  Diflferentialquotient  ^  ein  negativer  Werth  und  deswegen  wnrde 

dn 

vorhin  ä  =  — ^  gesetzt. 
dn 
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die  zugehörige  Niveauflftche  herantritt,  lässt  sich  eine 
solche  Fläche  r=  o' hiudurchlegen.  Die  einzelnen  Flächen 
F=a'  nmschliessen  einander  schalenförmig,  ohne  sich  zu 
berühren  oder  zu  schneiden,  und  besitzen  nirgends  scharfe 
ein-  oder  ausgebogene  Spitzen  oder  Kanten.  Der  umschlies- 
senden  Fläche  V^=a  gehört  das  kleinere  a,  der  umschlosse- 
nen das  grössere  a  an,  wenn  man  a  nur  seinem  absoluten 
Werthe  nach  versteht.  Das  kleinste  a,  nämlich  0,  gehört  — 
gleichgiltig,  wie  die  zugehörige  Cardinalfläche  beschaffen 
sein  mag  —  einer  Kugel  mit  unendlich  grossem  Radius  72  an, 
deren  Centrum  in  endlicher  Entfernung  von  der  zugehöri- 
gen Cardinalfläche  gelegen  ist;  zugleich  aber  nähert  sich 
dabei    cc  so    der   Null,    dass    der    Grenzwerth    des   Products 

ji=<KRce'  gleich  wird  der  Gesammtmasse,  welche  auf  der  Car- 
0  =  0  . 

dinalfläche  haftet. 

Diese  Eigenthümlichkeiten  der  Niveauflächen  F=  a  lassen  es  zweck- 
mässig erscheinen ,  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  ausserhalb  oder  auf  der 
Niveaufläche,  die  zwar  der  zugehörigen  Cardinalfläche  beliebig  nahe,  aber 
nicht  unendlich  nahe  kommt,  dadurch  seiner  Lage  nach  zu  charakterisiren, 
dass  man  angiebt,  auf  welcher  der  Niveauflächen  V=a  er  gelegen  ist 
Hierzu  aber  ist  Nichts  weiter  nöthig,  als  die  Kenntniss  des  numerischen 
Werthes  desjenigen  a\  das  der  Niveaufläche  angehört,  die  durch  den  zu 
bestimmenden  Raumpunkt  hindurchgelegt  werden  kann.  Mit  kurzen  Wor- 
ten :  wir  können  a  als  Coordinate  eines  Raumpunktes  betrachten. 

Irgend  ein  Punkt  des  Raumes,  für  welchen  a  als  Coordinate  betrach- 
tet werden  kann,  ist  nun  seiner  Lage  nach  vollständig  bestimmt,  wenn  noch 
die  Stelle  der  Fläche  F=a'  bekannt  ist,  auf  der  er  liegt,  oder  auch,  wenn 
noch  zugleich  zwei  andere  Flächen  bekannt  sind,  auf  denen  der  zu  bestim- 
mende Punkt  ebenfalls  liegt.  Für  diese  beiden  Flächen  nehmen  wir  die- 
jenigen, welche  die  successiven  Niveauflächen  re=>  a\  die  man  erhält,  wenn 
sich  a  stetig  ändert,  in  ihren  Krümmungslinien  durchschneiden,  was  nach 
einem  berühmten  Theoreme  Dupin^s  die  beiden  Flächen  ft{x^y,z)=ß 
und  f^{x^y^z)^=y  thun,  welche  sich  selbst  gegenseitig  und  auch  die  Flä- 
chen V=a  normal  durchdringen.  Diese  drei  Flächensysteme  r=a', 
A(^»yi  ^)  ==l^»  /*s(^».V»  ^)  =  y»  welche  sich  gegenseitig  rechtwinklig  in 
ihren  Krümmungslinien  durchdringen ,.  bilden  ein  sogenanntes  Orthogonal- 
flächensy  Stern. 

Man  findet  die  beiden  Flächensysteme /'tC^» 9)2:)  = /}  und  fz{xjyjz)  =  y 
einfach  durch  Integration  des  Systems  partieller  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung: 
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dx  dx'^dy  dy  "^ dz  ~dz  "^    ' 
^  dx  dx^dy   dty   dz   dz         '        - 

dx  dx'^dy  dy"^  dz  dz 

Denkt  man  sich  hieraus  f^  und  /*,  als  Functionen  von  x^  y  und  z  durch 
Integration  ermittelt,  so  stellen  sie,  willkürlichen  Constanten  ß  und  y  gleich 
gesetzt,  in  Verbindung  mit  den  Flächen  V=a  das  gesuchte  Orthogonal- 
flächensystem  dar. 

Die  Constanten  ß  und  y  selbst  aber  bestimmen  sich  durch  die  Be- 
dingung, dass  die  Flächen  ft{Xyy,z)=:ß  und  f^{x^y,z)  =  y  durch  einen 
bestimmten  Punkt  des  Raumes  hindurchgehen  sollen,  und  je  nachdem  man 
diesen  Punkt  xyz  wählt,  je  nachdem  ändern  sich  auch  die  Werthe  der  Con- 
stanten ß  und  y.  Umgekehrt  folgt  hieraus ,  dass  wir  auch  neben  a  ß  iind  y 
als  Coordinaten  eines  Baumpunktes  betrachten  können,  dass  also  o',  ß^  y 
die  gewünschten  zweckmässigen  neuen  Coordinaten  eines  Raumpunktes 
darstellen. 

Schreiben  wir  statt  der  bisher  festgehaltenen  Bezeichnung  a  ferner- 
hin o,  so  sollen  also  von  nun  an  die  Coordinaten  xyz  und  aßy  eines  und 
desselben  Raumpunktes  an  einander  gebunden  Kein  durch  die  Gleichungen 

3)  So    ^70 

wobei   die  Functionen  ft(xyyyz)  und  f^ix^y^z)  bestimmt  sind  durch  das 
System  Differentialgleichungen  2). 

Serret  hat  im  12.  Bande  des  Liou  vil  le'schen  Journals  gelegentlich 
mit  nachgewiesen ,  dass  nicht  zu  jedem  Flächensystem  mit  veränderlichem 
Parameter,  wie  ein  solches  unser  Niveauflächensystem  F=a  darstellt,  ein 
orthogonales  Flächensystem  construirt  werden  könne;  es  entsteht  daher  in 
unserem  Falle  die  Frage,  ob  immer  die  beiden  Flächensysteme  ft{XyyyZ)  =  ß 
und  fz{xyyyz)=y  von  der  verlangten  Eigenschaft  möglich  sind.  Denken 
wir  uns  aber,  von  einem  bestimmten  Punkte  einer  bestimmten  der  Niveau- 
flächen V=a  ausgehend,  die  Normale  nach  aussen  errichtet  und  ihre  Länge 
nur  so  weit  genommen ,  bis  sie  die  unendlich  nahe  liegende  umschliessende 
Niveaufläche  trifft;  denken  wir  uns  weiter  in  diesem  Durchschnittspunkte 
mit  der  umschliessenden,  unendlich  benachbarten  Niveaüfläche  dieselbe 
Normalenconstruction  vorgenommen  und  so  fort,  so  stellen  diese  successi- 
ven  Normalenelemente  in  ihrer  Summe  eine  gewisse  krumme  Linie  dar,  die, 
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'■^^^.^^^^^^^^^^y  f 


^  ^^^iÄ^i^|rf^^.^^^i/•>••^^•>^^^^^^ 


ohne  verknotet  oder  rückläufig  zu  sein,  ins  Unendliche  reicht  und  sich  dem 
Radius  der  unendlich  grossen  Kugel  r=o  =  0  asymptotisch  nähert.  In  den 
Durchdringungspunkten  dieser  eben  construirten  Linie  mit  den  successiveu 
l^iveauflächen  construiren  wir  weiter  die  je  zwei  Erümmungslinien  auf  jeder 
einzelnen  Niveaufläche  und  legen  endlich  durch  diese  gesammten  construir- 
ten Krüramungslinien  zwei  Flächen.  Diese  beiden  Flächen «  welche  wir  so 
construirt  haben ,  welche  sich  rechtwinklig  in  der  zuerst  construirten  Linie 
durchschneiden  und  welche  auch,  da  die  erstere  Linie  durch  einen  beliebi- 
gen Anfangspunkt  auf  irgend  einer  Niveaufläche  construirt  werden  konnte, 
durch  jeden  beliebigen  Punkt  einer  jeden  Niveaufläche  hindurchgelegt  wer- 
den konnten,  sind  aber  gerade  die  beiden,  früher  durch  /*t(^,  y^xijssß  und 
A  (*i  yi  *)  =  y  bezeichneten  Flächen. 
Wir  haben  somit  gesehen : 

Das  durch  die  Gleichungen  8)  neu  eingeführte  Goordinatensystem  der 
a^  ß,  y  ist  im  vorliegenden  Falle  immer  möglich;  zugleich  nähern  sich  die 
Durchschnittsliuien  der  Flächen  /t(^)  y»  ^)=^ß  ^^^  f%{^t  Uy^)  =  Y  asympto- 
tisch den  Badien  einer  ^unendlich  grossen  Kugel,  deren  Centrum  im  End- 
lichen liegt  Diese  letzteren  Flächen  sind  demnach  keine  geschlossenen, 
sondern  sie  nähern  sich  asymptotisch  Eegelflächen ,  deren  Spitze  der  eben- 
genannte Eugelmittelpunkt  ist. 

Die  neu  eingeführten  Coordinaten  «,  ^,  y  können  leicht  mechanisch 
interpretirt  werden. 

Es  bedeutet  näbalich,  wie  man  aus  bekannten  Eigenschaften  der  Po- 
tentialfnnction  oder  des  Potentials  abnehmen  kann,  der  numerische  Werth 
eines  gewissen  a  die  negativ  genommene  Arbeit,  die  die  auf  der  Gardinal- 
fläche  haftenden  und  nach  dem  Newton 'sehen  Gesetze  abstossen  den  Mas- 
sen leisten  mussten,  damit  ein  mit  der  positiven  Masseueinheit  versehener 
Punkt  von  irgend  einer  Stelle  der  unendlich  grossen  Kugelfläche  a=0  auf 
beliebigem  Wege  nach  irgend  einer  Stelle  der  Niveaufläche  r=a  über- 
geführt werde. 

Die  Durchschnittslinie  der  beiden  Flächen  /i  (^»  y>  «)  «=  j5  und 
^,(ar,y,  z)  =  y  giebt  in  jedem  ihrer  Punkte,  d.  i.  für  jedes  a,  durch  ihre 
Richtung  die  Richtung  der  resultirenden  Kraft  an,  die  herkommt  von  den 
anf  der  Cardinalfläche  haftenden  Massen;  man  nennt  diese  Linien  daher 
zweckmässig  Kraftlinien. 


ZelUehiiri  f.  Matheaifttik  u.  Physik.  XVII,  3. 
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Führen  wir  die  abkürzenden  Bezeicbnnngen  ein 


'-/i)Mf-:)"+(H)" 


v^^^m^m 


nnd  setzen  wir  die  drei  Normalenelemente ,  die  auf  den  drei  Flächen  F=a, 
/i(a;,y,  z)=/3,  A(^iy»^)=y  errichtet  werden  können,  der  Reihe  nach 
dfia^  dn^f  driy,  so  ist  (gemäss  Dem,  was  früher  über  die  positive  Richtung 
von  dPa  gesagt  wurde) 

ha 


»)  '"^=  i 


"y 
Sind  weiter  i?«  und  JR^  ^i^  beiden  Hauptkrümmungsradien  an  irgend 
einer  Stelle  der  Fläche  r=  a,  wobei  wir  auch  der  Uebereinstimmung  we^en 
solche  Hauptkrtimmungsradien  als  positiv  rechnen  wollen,  deren  Krüm- 
mungscentrum nach  der  Seite  der  positiven  Normalen  hin  liegt,  so  gilt 
ferner 

oder,  du  nach  der  ersten  der  Gleichungen  5) 


so  entsteht  aus  6) 


welche  Gleichung,  integrirt,  die  beachtenswerthe  Beziehung 

für  die  Krümmung  der  einzelnen  Niveauflächen  F=  a  ergiebt,  in  der  A  die 
Integrationsconstante  bezeichnet. 
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Nun    18t 

weiter 

nach 

einen) 

bekannten  Diffeientiations^ 

;rgebnis8 

und 

nachl),Sl: 

a«a 

.  ^'o 

a'a 

,  ->'W    =0, 

'  dx' 

+v 

4--—  ; 

^hahßhy 

folglich  ittt 

< 

da 

0, 

oder  durch  Integration 

8)  .    r    =  OonsL ,  d.  h.  unabhängig  von  «. 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter  mit  Hilfe  der  Gleichungen  5) 

9)  —  dftR  dtiy  r—  =  Const.  dß  dy. 
'  '        ^  dria 

Die  Bedeutung  der  ConsU  lässt  sich  leicht  bestimmen.  Transponirt  man 
nftmlich  die  auf  der  Cardinalfläche  haftende  Masse,  äquivalent  für  alle 
Funkte  des  Raumes  ausserhalb  der  Niveaufläche  F=  a  auf  diese  Niveau- 
fläche,  80  ist  die  Massendichtheit,  welche  auf  der  Niveaufläche  F=a  ent- 
steht: 

Da  ferner  oflFonbar  dnßdrty  das  Oberflächenelement  der  Niveaufläche 
a=F  darstellt,  so  bedeutet  die  linke  Seite  der  Gleichung  9)  das  47r-fache 
der  auf  dem  Oberflächenelement  der  Fläche  V=a  haftenden  Masse,  wenn 
die  Masse  der  Cardinalfläche  äquivalent  für  äussere  Punkte  auf  diese  Fläche 
transponirt  wird.  Damit  ist  nun  aber  auch  die  Bedeutung  der  ConsL  in  der 
Gleichung  9)  gegeben. 

Bildet  man  auf  der  Niveaufläche  V=a  das  Flächenelement  dn^dtty^ 
construirt  femer  in  jedem  Begrenzungspuukte  dieses  Flächenelements  die 
Kraftlinien,  so  bildet  die  Gesammtheit  dieser  Kraftlinien  einen  unendlich 
dünnen  Canal,  der  alle  Niveauflächen  V=a  durchsetzt  und  aus  jeder  das 
Flächenelement  drißdny  herausschneidet.  Nimmt  man  nun  die  äquivalente 
Transposition  der  Masse  der  Cardinalfläche  auf  alle  diese  Niveauflächen 
successive  vor,  so  sagt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  9),  dass  alle  Elemente 
der  Fläche  r=a,  welche  von  jenem  Canal  begrenzt  werden,  gleichviel 
Masse  erhalten.  Wir  können  dieses  Resultat  in  folgenden  Worten  aus- 
sprechen : 

Bildet  man  durch  je  zwei  der  Flächen  A(^>y»^)==i^  ^^^ 
ft{^^y%^)  =  7  einen  unendlich  dünnen  (^anal,  der  von  jeder 
der  Niveauflächen  r=a  ein  Flächenelement  ausschneidet, 
so  wird  jedes  dieser  Flächenelemente  mit  gleichviel  Masse 
versehen,    wenn    man    die    auf   der    Cardinalfläche    haftende 
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Masse  äquivalent  für  äussere  Punkte  auf  die  einzelnen 
Niveaufläcben  transponirt. 

Es  sei  diejenige  Niveaufläche  construirt,  welche  die  zugehörige  Cardi- 
nalfläche  möglichst  nahe,  aber  nicht  unendlich  nahe  umschliesst,  so  gilt  für 
diese  Fläche  F=o'  der  eben  dagewesene  Satz;  auf  irgend  einen  Punkt 
innerhalb  dieser  Niveanfläche  V^=a  besitze  die  Cardinalfläche  die  Potential- 
function  a\  dann  ist  auch  r=a"  eine  Niveaufläche,  welche  ganz  innerhalb 
der  Niveaufläche  r=a'  liegt,  wenn  der  Punkt,  auf  welchen  die  Potential- 
function  der  Cardinalfläche  a"  betragen  sollte,  von  allen  Punkten  der 
Fläche  F=  et  um  ein  endliches  Stück  entfernt  ist.  Diese  letztere  Nivean- 
fläche V-=ci'  braucht  nicht  die  ganze  Cardinalfläche  zu  umschliessen,  und 
es  ist  daher  auch  möglich,  dass  a"  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  gegen 
d  habe.  Dabei  ist  aber  soviel  sicher  und  ganz  wie  früher  nachweisbar, 
dass  alle  diejenigen  Flächenstücke  dieser  inneren  Niveauflächen  V^a\ 
welche  nicht  unendlich  nahe  an  die  Cardinalfläche  herantreten,  endliche 
Krümmung  besitzen,  dass  man  also  auch  durch  sie  ganz  wie  früher  die 
Flächen  ft{xy'y^z)^ß  und  fi{x,ytZ)  =  Y  hindurchlegen  kann.  Hieraus 
folgt,  dass  überhaupt  durch  die  neuen  Coordinaten  a,  /3,  y  alle  ausserhalb 
der  Cardinalfläche  gelegenen  Punkte  eindeutig  bestimmbar  sind,  und  fassen 
wir  endlich  noch  die  Coordinaten  a^  ß^  y  eines  Punktes  der  Cardinalfläche 
selbst  als  Grenzen  auf,  die  sich  bei  einem  bestimmten,  aus  den  Eigenschaf- 
ten  der  Cardinalfläche  folgenden  Grenzübergänge  ergeben ,  so  können  wir 
sagen:  jeder  beliebige  Punkt  des  Raumes  kann  durch  die 
neuen  Coordinaten  a,  /3,  y  eindeutig  bestimmt  werden. 

Um  die  Untersuchung  nicht  von  vornherein  zu  complicirt  zu  gestalten, 
mögen  zunächst  nur  solche  Cardinalflächen  betrachtet  werden,  deren  Mas- 
senbelegung allenthalben  dasselbe,  wir  wollen  sagen,  das  positive  Vorzei- 
chen besitzt;  alsdann  nämlich  ist  a  immer  eingeschlossen  in  dem  Intervall 
0<a<oo.  Es  werde  ferner  eine  der  Niveauflächen  F=a  festgehalten  und 
die  Lage  irgend  eines  Punktes  auf  ihr  bestimmt  durch  seine  Coordinaten 
Uy  ßy  y.  Irgend  ein  Punkt  ausserhalb  dieser  festgehaltenen  Niveaufläche 
V=a  habe  die  Coordinaten  or«,  ßa^  yat  irgend  ein  Punkt  innerhalb  derselben 
Fläche  die  Coordinaten  a,-,  ßi,  yt. 

(Schlnss  folgt.) 
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XIL    Heber  die  Werthe  von  Jrcsin  {x+iy)  und  Jrccos  (x+iy). 

Die  üblichen,  von  Cauchy  herrührenden  Formeln  für  Aresin  (x+iy) 
nod  Arccos  {x'{-iy)  leiden  an  der  Unbeqnemlichkeit,  dass  sie  sowohl  für 
^=0  und  a^>\^  als  für  a;=0  die  nnbestimmte  Form  ^  annehmen,  die  wie- 
der eine  besondere  Untersuchung  verlangt.  Dieser  Uebelstand  lässt  sich 
durch  die  folgenden  neuen  Formeln  beseitigen. 

L   Bezeichnet  Aresin  (x  -j-  ^y)  irgend  eine  unbekannte  complexe  Va- 
riable u  +  tp,  deren  Sinus  =x  +  iy  ist,  so  hat  man  gleichzeitig 
Aresin  {x  +  iy)  =  m  -j- 1  y , 

x  +  tys=sstn{u  +  tv)=iStnu  . Y-teosu» , 

mithin  durch  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Bestandtheile 

2)  x  = sinuy     y  = cosu, 

J  2  2 

Daraus  ergiebt  sich 

1 + ^* + y'= (^^^^^y + ^^^^y 

und  durch  Hinzunahme  der  Gleichung 

2a;  =:  2 .  — — sinu 

2 

erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

in  denen  die  Wurzelwerthe  positiv  genommen  werden  müssen ,  weil 

J  («•+«—)>!,    si«tt<l, 
mithin  jeder  links  stehende  Anadruck  positiv  ist.   Znr  Abkürzung  sei  nun 

5)  r=4|/(.+a:)'+y'-/(i-^-)*+y'l;  r^^M-. 
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I 


ans  den  Gleichungen  3)  folgt  dann 

Sinti  =  r,  mithin  u  =  Aresin  J, 

-■^-^"=5,  mithin  ©=+  /(S  +  /S»^), 

wobei  jp/iS*  — 1  positiv  zu  nehmen  ist.  Bezeichnet  seine  reelle,  positive  oder 
negative  Einheit,  so  hat  man  nach  Nr  l)  und  vermöge  der  Werthe  von  u 
und  V 

6)  Aresin  {x  +  iy)  =  Aresin  T+iil{S  +  /5*— 1). 

Um  das  Vorzeichen  des  £  zu  bestimmen,  nennen  wir  für  den  Angen- 
blick  a  den  kleinsten,  zum  Sinus  =r  gehörenden  Bogen,  setzen  also 

aresin  T=a^     sintt=  T^     ( —  i w  <  a  <^  +  J tc) ; 
die  Werthe  von  AresinT  sind  dann  in  den  beiden  Formeln  enthalten: 

Aresin  T=^2n7t  +  a  und  Aresin  r=  (2«  +  l)  w  —  o, 
für  welche  n  eine   beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 
Ferner  sei  zur  Abkürzung 

/(5  +  /s*^)=j3    oder    e/»  =  S  +  /S«~l; 

die  Werthe  von  Aresin  {x  -|-  iy)  i^ind  nun  in  folgenden  zwei  Formeln  ent- 
halten : 

Aresin  {x  +  ly)  <=!  2/1  tt  +  a  +  i  £ j3, 
Aresin  {x  +  iy)  =  (2«  +  1)  tc  —  a  +  t£/?, 
deren  Umkehrungen  lauten 

8)  a?  +  fy  =  «Vi(a  +  i£j3),  resp.  x  +  iy  =  sin{a^iBß). 

Wir  nehmen  nun  als  speciellen  Fall  a;=0  und  y  positiv,  worin  keine 
Beschrankung  liegt,  weil  i(— iy)=(— f)iy  ist  und  daher  das  etwaige  negative 
Vorzeichen  von  y  auf  Rechnung  des  i  geschrieben  werden  kann;  die  er- 
wähnten Werthe  geben 

3r=o,    «  =  0,    5=j/i+7,    r/»=^T+?  +  y, 

mithin  nach  Nr.  8)  im  ersten  Falle 

iy  =  sin  {ieß)  =  £  sin  {iß)  =  £  i =  * '  ^j    mithin    £  =  +  I , 

und  im  zweiten  Falle 

fy  =  5i/i(— -i£j8)  =  — £iy,    mithin   «==—1. 
Sämmtliche  Werthe  von  Aresin{x  +  iy)  bestimmen  sich  hiernach  durch 
folgende  zwei  Formeln: 

I  Aresin  {x  +  iy)  ==2n7t  +  ar esin  T+i.l{S  +  VS'  —  l) , 
f  Aresin  {x  +  iy)  =  (2 w  +  1 )  jr  —  aresin  T—i.l{S+  j/S^—l)  i 
worin  y  immer  als  positiv  angesehen  werden  darf. 

Versteht  man  unter  aresin  {x-^-iy)  denjenigen  Werth  von  ^rc5f«(a?+iy), 
dessen  reeller  Theil  am  kleinsten  ist,  nämlich 

1 0)  arvsin  {x  +  iy)  =  aresin  J  +  i . /  (5  +  j/S^—i) , 
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80  bemerkt  man  augenblicklich,  dass  die  bekannten  Formeln 
Aresin  «  =  2  w  tt  +  aresin  z , 
Aresin  z=(2«  +  l)7C  —  aresin  z 
für  complexe  z  richtig  bleiben,  was  die  Theorie  der  zwischen  complexen 
Grenzen  genommenen  bestimmten  Integrale  gleichfalls  zeigt. 
Aus  Nr.  4)  und  Nr.  5)  folgt  für  y=:0  und  a:*<  1 

S =1,     r= ^ =^, 

mithin  aus  Nr.  10)  aresin x  =  aresin x.    Dagegen  ist  für  y=0  und  a^>i 

S  = =  0:,     r= ^ J, 

mithin  

arcsinx  =  ^n  +  i  /  (a?  +  ^a;'— 1),     a?'>l. 

Für  ar=0  und  positive  y  folgt  aus  Nr.  4)  und  Nr.  5) 


mithin 

aresin  {iy)  =  i .  /  (/I+y*  +  y). 

II.    Setzt  man  analog  Nr.  1) 

Arecos  {x + iy)  =  m  + 1  r, 
so  6ndet  man  zunächst  durch  eine  der  vorigen  sehr  ähnliche  Rechnung 
Arccos{x+iy)  =  Arecos  T+  iBl{S  +  j/S^'^). 

Sei  nun 

areeosT=saf     eosa=  T,     (0^ä<ä) 

und  ß  dasselbe,  wie  vorhin,  so  ist 

Arecos  {x  +  iy)  =  2«7r  +  a  +  taj8, 
Arecos{x+iy)  =  2n7t  —  a  +  ieß, 
mithin  umgekehrt 

x  +  iy  =  eos{a+iBß)y  resp.  x  +  iy  =3Cos{a—iBß). 

Die  Specialisirung  x=0,  y>0  giebt  a^^Tty  woraus  hervorgeht,  dass 
im  ersten  Falle  c== — 1,  im  zweiten  £  =  -|-i  genommen  werden  muss. 
Sämmtliche  Werthe  von  Areeos{x+iy)  sind  demnach  in  folgenden  Formeln 

enthalten :  

I  Arecos(x  +  iy)  =  2n7t  +  areeosT'-iJ{S+'/^'-i), 

f  Arecos  {x+iy)  =  2w7C  —  arecos  T+  i.l  (S  +  /S*— l) , 
für  welche  y  immer  als  positiv  gelten  darf. 

Versteht  man  unter  arecos  (x+iy)  den  Ausdruck 
12)  arecos  {x+iy)  =a  arecos  T—iJ  (5  +  /^—  0 . 

so  gilt  die  Relation 

Arecos  z  =  2nn  +  arecos  z 

gleichmässig  für  reelle  und  complexe  z.   Ebenso  ist  auch 

aresin z  +  arecos z  =  aresin  T+  arecos  T  =  \7C, 
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III.    Man  kann  übrigens  den  hier  entwickelten  Formeln  eine  sehr  ele* 

gante  Gestalt  verleihen,  wenn  man  den  sogenannten  hyperbolischen  Cosicos 

mit  cshpvy  und  dem  entsprechend  die  aus  der  Gleichung 

4(e''+r-«')  =  5  oder  cshpv  =  S 

folgende   umgekehrte  Function  mit    v=^ArccshpS  bezeichnet.     Diese  ist 

zweideutig  wegen  , 

t;  =  +  /(S  +  /5'-l). 

Verstehen  wir  nun  unter  arccshpS  ihren  absoluten  Werth,  so  haben  wir 

statt  der  Gleichungen  10)  und  12)  die  folgenden: 

aresin  (rc  +  iy)  =  aresin  r+  i.arecshpS^ 
arceos  {x+  iy)  =  arecos  T—  i.  arc  cshp  S, 

die  sich  durch  Einfachheit  und  Symmetrie  auszeichnen. 

SCHLOMILCQ. 


Xm.    lieber  eine  besondere  Gattung  algebraischer  Functionen. 

Von  O.  SCHLÖMILCH. 

Wenn  die  in  der  Facultät 

.  z{z  +  l){z  +  2)...{z+m^\) 
angedeutete  Multiplication   ausgeführt  und  nachher  2=:a:+yJ^— I  gesetit 
wird,  so  zerfällt  die  entstandene  ganze  Function  in  einen  reellen  und  in 
einen   imaginären  Theil,   wobei    der   erste  mit  <Pm{^iy)i   ^^r  zweite  mit 
1lfm  (jXyy)    bezeichnet   werden  möge.      Hiernach    bedeuten  9>m(^9y)  ^^^ 
^m  (j^iy)  ganze  rationale  Functionen,  welche  durch  die  Gleichung 
{x  +  iy)  {X  +  iy  +  i){x  +  iy  +  2)...  {x  +  iy  +  m--  1) 
=  Vii.(a?,y)  +  f>r„(a:,y) 
vollständig  definirt  sind,  z.  B, 

9>i  (^,  y)  =  ^, 

^i(«.y)  =  y, 

<;ft  (^»  y)  =  a^  +  «*  —  y*, 

g>s  (a?»  y)  =  2a:  +  3  (a?*-y*)  +  x  (a:«^3/), 

^z  (^,  y)  =  2y  +  6^y  +  y  (3a?*-y'), 

94  Gr,  y)  =  6a:  +  11  (a:«-y')  +  6aj  (a:'-3y«)  +  o:*^  6a;*y«  +  y^, 
%  (^»  y)  =  6y  +  22a;y  +  6y  (3d:*— y»)  +  ^xy  {a?'-y»), 
<P6  (^»  y)  =  24«  +  50  (ar'-y*)  +  3ÖX  (a;«-3y«) 

+  10  (x*-6a:*y«+y*;  +  x  (a:*-10a;V+5y*), 
^6  (^'  y)  =  24y  +  100 a:y  +  35y  (3a:«-  y') 

+  4a:y  (a;«-y«) +  y  (5a:*-10a:V +y*) 
u.  s.  w. 

Eine  Haupteigenschaft  dieser  Functionen  ergiebt  sich  unmittelbar  aus 
der  binomischen  Eutwickelung 
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modi  <  1 ; 
für   p  =  .T  +  iy  erhält  man  nämlich  darch  Trennung  der  reellen  und  der 
imaginären  Theile 

(i-0-'.^[y/(ji:-j]=^/+'^^+..., 

oder  fttr  /=1  — c-" 

Diese  Entwickelnngen  gelten  für  alle  reellen  x  und  y,  wenn  der  reelle 
Theil  von  iv  positiv  und  der  imaginäre  Theil  von  w  zwischen  —^n  und 
+  l7t  enthalten  ist. 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  kann  man  neue  Resultate  dadurch  ab- 
leiten, dass  man  beiderseits  mit  einer  beliebigen  Function  von  rv  und  mit 
dw  multiplicirt  und  nachher  zwischen  solchen  Grenzen  integrirt,  welche  in 
den  für  w  angegebenen  Bereich  fallen.    Multiplicirt  man  z.  B.  die  Gleich- 

dm 

und  integrirt  von  n^=0  bis  n;=oo,  so  erhält  man 

Ze^y-^er-^y     2y      *'     x  +  l    "*"  '  '  (a:+l)  (a?+2)  "*"'"' 
wobei  X  und  y  beliebig  bleiben.    Einfacher  ist  für  a;=0 

2  •  ijari/ _  e-.«jr      2y       *T"*"*  '  1.2"*"*  *    1.2.3    "*"**   1.2  3.4 

24y~35y«  +  y^  120y-225y«+ löy'^ 

"*"*'        1.2.3.4.5        "*"*•  1.2.3.4.5.6 

720y  — 1624 y'  + 175 y^~y^  , 
"*■♦•  1.2.3.4.5.6.7  "*"•••*. 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  jedes  reelle  y,  während  die  gewöhnliche 
Entwickelung  nach  Potenzen  von  y  an  die  Bedingung  y*  ^  1  gebunden  ist. 
Der  vorige  Gedanke  lässt  sich  allgemein  auf  folgende  Weise  ausfüh- 
ren: Wenn  die  Function  f{y)  innerhalb  des  reellen  Intervalles  y=a  bis 
y=b  endlich,  stetig  und  eindeutig  bleibt,  so  ist  bekanntlich 

f(y)=i—  j  cosyw  dw  1  f{ß)cosfvd  dd. 
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Man  snbstitnire  hier  aus  Nr.  1)  den  Werth 

und  integrire  die  einzelnen  Saminanden;  dies  giebfc  ein  Kesnitat  von  der 
Form 

worin  sich  die  Coefficienten  A  dnrcb  die  Formel 

An=-   rr-''^(\'-er-''Y'dTü  IfiBjcoswddB 


-   /r-'» (1  - e-*)» dw  jf(ß) i 


bestimmen.    Für  Jx=l  kann  man  einfacher  schreiben 

4)  An  =  ^^  zf«  jer-'^  dw  jf{ß)  cosfvd  dB. 

0  a 

Nimmt  man  x>0,  so  lässt  sich  die  Reihenfolge  der  Integrationen  am- 
kehren  und  es  wird' 

..  =  'Jr.)_-..y£fl?)  .,  .>. 


Aus  der  Formel 


00  «^ 

/•(y)  =  —    /  sinyw  dw  j  f{ß)  sinwQ  dB 

0  a 

erhält  man  die  analoge  Entwickelung 

wobei  die  Coefficienten  B^  mittels  der  Formel 

7)  Bn=--~^^P'  Te-'^^dw  jf{e)sinwBdB 

0  a 

bestimmt  werden,  welche  für  x>0  übergeht  in 

a 
Die  hier  gezeigten  Eutwickelungen  von  f(y)  besitzen  eine  Eigen- 
thümlichkeit,  welche  bei  den  bisher  bekannten  verschiedenen  Entwicke- 
lungen  einer  Function  noch  nicht  vorgekommen  ist  und  welche  darin  be- 
steht, dass  die  Reihe  ausser  dem  gegebenen  Argumente  y  noch  eine 
willkürliche  Grösse  x  enthält.    Für  manche  Zwecke  der  Analjsis  kann  es 
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nni'  ein  Vortheil  sein,  eine  Grösse  iu  der  Rechnnng  zu  haben,  über  welche 
man  willkürlich  disponiren  darf. 

Aus  den  Sitzangäberichten  der  k.  s.  Gesellsch.  d.  Wissensch. 


XIV.    lieber  die  Abbildung  eines  Kreisbogenzweieoks. 

I.  Stellt  man  in  der  üblichen  Gauss' sehen  Weise  dhe  complexe  Zahl 
r  =  p-\'qi  durch  den  Punkt  p^  der  Ebene  pq  dar,  ebenso  ii;  =  K  +  t;i  durch 
den  Punkt  uv  der  Ebene  uv,  so  orhftlt  man  bekanntlich  durch  jede  Gleich- 
ung von  der  Form  w  =  f(r)  eine  Verwandtschaft  zwischen  den  Punkten 
jener  beiden  Ebenen  oder  eine  Abbildung  von  Figuren  der  einen  Ebene  auf 
die  andere.  Im  Folgenden  mögen  jene  Ebenen  kurz  die  r- Ebene  und  die 
;9- Ebene  heissen,  und  es  soll  der  specielle  Fall 

1)  n?  =  M  +  t?i  =  tatigr  =  taug  (p  +  q i) 

betrachtet  werden. 
Hier  ist  nun 

_2_sin2p^  ^t9P[l  +  tf{giy] 

^  e'^^  +  2cos2p+'e-'^9       i  — (g^p  tg*{qi)  ' 

^  e29  +  CO« 2p  +  ß-29  1  —  ig*p  tg^(qi)     ' 

Nimmt  man  p  constant  und  g  variabel  von  —  oo  bis  +  ^j  so  durchläuft 
der  Punkt  r=/?  +  ^i  eine  Parallele  zur  Ordinatenaxe  der  q.  Die  Gleich- 
ung der  entsprechenden  Curve  in  der  n;- Ebene  ergiebt  sich  durch  Elimina- 
tion vop  q  und  lautet 

(u  +  cot2py  +  »•  =  cosec^2p. 

Diese  Gleichung  stellt  für  jeden  festen  Werth  von  p  einen  Kreis  vor, 
dessen  Radius  =cosec2p  ist;  der  Mittelpunkt  liegt  in  der  Abscissenaxe,  und 
zwar  ist  seine  Abscisse  = — coig2p.  Wenn  der  Werth  von  p  sich  nach  und 
nach  verändert,  so  verändert  sich  auch  der  Kreis;  aber  er  geht  beständig 
durch  zwei  bestimmte  Punkte,  welche  auf  der  Ordinatenaxe  liegen.  Ihre 
Ordinaten  sind  +1  und  —1;  denn  es  ist 

coig'2p  +  l  =  cose<^2p. 

Die  beiden  festen  Punkte  werden  durch  die  imaginären  Zahlen  «;=+f 
und  w= — I  dargestellt. 

Indess  entspricht  der  Geraden,  welche  r  durchläuft',  nicht  der  ganze 
Kreis,  sondern  nur  derjenige  von  den  Punkten  + 1  begrenzte  Bogen,  wel- 
cher die  Abscissenaxe  im  Punkte  ig  p  überschreitet.  Dem  Werthe  ^  =  0, 
d.  h.  dem  Punkte,  in  welchem  die  Gerade  die  Abscissenaxe  der  r* Ebene 
überschreitet,  entsprechen  nämlich  die  Werthe 
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Dies  sind  aber  die  Coordinaten  des  Punktes  igp  in  der  Abscissenaxe  der 
n;- Ebene.    Wenn  nun  q  von  OhiB  +<x>  variirt,  so  wird  zuletzt  nach  2) 

ig(^qt)  =  iy  mithin  w  =  0,  r  =  l, 
d.  b,  der  Punkt  rv  gebt  auf  dem  Kreise  vom  Punkte  w  =  igp  bis  zum  Punkte 
it;=af.    Wenn  endlich  q  von  0  bis  —  oo  variirt,  so  wird  zuletzt  nach  2) 

ig[qt):=^  —  I,  mithin  t/  =  0,  »  =  — 1, 
d.h.  der  Punkt  w  geht  auf  dem  Kreise  vom  Punkte  w=tgp  bis  zum  Punkte 
fv  =  —  i. 

II.  Es  sollen  jetzt  die  Veränderungen  verfolgt  werden,  welche  der 
Kreisbogen  erfährt,  wenn  die  in  der  r* Ebene  zur  Ordinatenaxe  gezogene 
Parallele  verschiedene  Lagen  einnimmt. 

Für  ps=0  erhält  man  die  Ordinatenaxe  selbst  und  als  Abbildung  in  der 
fi'- Ebene  die  geradlinige  Strecke  auf  der  »-Axe  von  — f  bis  +i.  Wächst 
die  Grösse p,  so  wächst  auch  tgp]  erreicht  p  den  Werth  ^n;,  so  wird  tgp=:\. 
Bewegt  sich  also  die  Gerade  parallel  zur  ^-Axe  voa  der  letzteren  aus  bis 
in  die  Lage  p^^^n,  so  entsprechen  ihr  die  Kreisbogen,  welche  man  nach 
und  nach  zwischen  der  obigen  geradlinigen  Strecke  und  den  durch  den 
Punkt  -|-  1  hindurchgehenden  Halbkreis  einschalten  kann.  Wächst  die 
Grösse  p  weiter  von  ^n  bis  ^tt,  so  wächst  igp  von  1  bis  +oo,  d.  h.  bewegt 
sich  die  Parallele  von  der  Lage  p  =  ^n  m  die  Lage  p=  Jtt,  so  wächst  der 
Kreisbogen,  welcher  durch  die  festen  Punkte  +f  geht,  immer  mehr  und 
mehr,  bis  er  endlich  in  der  M-Aze  erst  im  Unendlichen  schwindet.  Der 
Bogen  artet  also  zuletzt  in  denjenigen  Theil  der  u-Axq  aus,  welcher  nach 
Ausscheidung  der  Strecke  (— i,  +i)  zurückbleibt.  Die  beiden  unbegrenzten 
Strecken,  aus  welchen  der  zurückgebliebene  Theil  besteht,  hängen  im  Un- 
endlichen zusammen. 

Dieselbe  Betrachtung  kann  man  durchführen,  wenn  p  von  0  bis  — |ff 
abnimmt.   Die  Kreisbogen  liegen  dann  links  von  der  f- Axe.' 

Für  />==  — ^Ä  erhält  man  wieder  einen  Halbkreis.  Für  p  =  — ^»  er- 
hält man  dieselbe  Abbildung,  wie  für  p  =  +  4^« 

Während  also  in  der  r- Ebene  die  Parallele  zur  q-Axe  die  Lagen  von 
p  =  — 4^  bis  p=3-|-^7r  nach  und  nach  einnimmt,  durchläuft  der  Kreis- 
bogen in  der  w- Ebene  mit  Festhaltung  der  beiden  Endpunkte  alle  Lagen, 
welche  überhaupt  möglich  sind,  indem  der  Schnittpunkt  mit  der  t/-Aze  von 
—  00  bis  +  00  variirt. 

Die  Werthe  von  p  weiter  zu  verfolgen,  ist  unnöthig;  denn  von  p  —  4^ 
bis  |7r,  ebenso  von  p=  |7C  bis  |7r  u.  s,  w.  wiederholen  sich  alle  Erschei- 
nungen, desgleichen  von/>=:  —  |7r  bis  — ^n  u.  s.  w*  wegen  der  Periodici* 
tat  der  Function  (gr. 

Jetzt  seien  Po, pi  zwei  bestimmte  Werthe  vonp,  und  zwarpi<Poi  aber 
beide  zwischen  — ^jt  und  +^7t  gelegen,  so  dass 

—  l^<Pi<Po<  +  l^'  '^  , 
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-  Die  Gleichungen  p=i>o»P  =  Pi  stellen  dann  in  der  r- Ebene  zwei  Pa- 
rallelen znr  q-Axe  dar;  die  erste  ist  rechts  von  der  zweiten  gelegen. 
Durchläuft  der  Punkt  r  die  erste  von  dem  unteren,  unendlich  fernen  Ende 
bis  zum  oberen,  geht  dann  nach  dem  oberen,  unendlich  fernen  Punkte  der 
zweiten  hinüber  und  durchläuft  die  zweite  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach, 
80  bewegt  sich  der  Punkt  w  vom  Punkte  — i  bis  zum  Punkte  +t  auf  einem 
Kreisbogen,  welcher  die  ti-Aze  im  Punkte  igp^,  überschreitet,  dann  vom 
Punkte  +1  nach  dem  Punkte  —  i  zurück  auf  einem  Kreisbogen,  welcher 
die  ti-Axe  im  Punkte  igpo  überschreitet.  Da  tgP\^tgPo  ist,  so  liegt  der 
Punkt  igpx  links  von  tgp^.  Der  Punkt  rv  durchläuft  also  die  Begrenzung 
eines  Kreisbogenzweiecks  in  positiver  Richtung,  d.  h.  so,  dass  die  innere 
Fläche  zur  Linken  bleibt. 

Für  den  speciellenFall  Po=j7r,  p,  =— j.«  hat  man  /^p^,=  l,  igPi== — i\ 
daher  wird  in  diesem  Falle  aus  dem  Bogenzweieck  ein  Kreis,  welcher  das 
Centrum  im  Anfangspunkte  derCoordinaten  und  zum  Radius  die  Einheit  hat. 

Ist  von  den  Werthen  Po,Pi  einer  gleich  Null,  so  wird  aus  dem  Bogen- 
zweieck ein  Kreissegment.  Ist  Po  =  i^)  so  erhält  man  die  unendliche 
Fläche  rechts  von  derr-Axe,  in  welcher  das  geradlinige  Begrenzungsstück 
Ton  --t  bis  -|-t  durch  einen  Kreisbogen  ersetzt  ist.  Aehnliches  gilt  für  den 
Fallp,=-4:r. 

ni.  Wir  führen  nunmehr  noch  eine  dritte  Ebene  ein ,  deren  Punkte 
durch  die  complexe  Variable 

repräsentirt  werden. sollen.   Setzt  man 

4)  r='-^^  +  2t''-^, 

80  wird  «nach  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  ^ 

5)  p^—r'^^^~ir~'^ 

Die  Werthe  S=|^^i5  =  — y^c  stellen  Parallelen  zur  i/>Axe  dar.  Ver- 
möge der  Beziehung  4)  entsprechen  diesen  Geraden  in  der  r  Ebene  nach 
5)  die  beiden  Parallelen  zur  r- Axe: 

p  =  p^  und    p=;?,. 
Den    letzteren   entspricht  vermöge  der  Beziehung  1)  in  der  w- Ebene  ein 
Kreisbogenzweieck.     Mithin    entspricht    den    beiden    Parallelen   |  =  j-7r, 
I  =  —  j  TT  in  der  ^  Ebene  durch  die  aus  1)  und  4)  zusammengesetzte  Be- 
ziehung 

6)  tv=^Uing\^—^  +  2i—^j 

ein  Kreisbogenzweieck  in  der  w- Ebene.  Die  beiden  Geraden  muss  man 
sich  aber  vom  Punkte  f  so  durchlaufen  denken,  wie  es  in  II  beschrieben 
worden  ist« 
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Stellt  endlich  die  complexe  Variable 

z  =  ar  +  yi 
die  Punkte  einer  vierten  Ebene  dar,  und  setzt  man 

7)  z  =  tang^, 

80  kann  man  auf  die  Beziehung  7)  die  Betrachtungen  anwenden,  welche  in 
II  angestellt  sind.  Den  beiden  Parallelen  |  =  ^«,S  =  — J«in  der  f-Ebene 
entspricht  der  Kreis  in  der  2:- Ebene,  dessen  Centrum  der  Coordioateo- 
aufangspunkt,  dessen  Halbmesser  die  Einheit  ist. 

Durch  Zusammensetzung  der  beiden  Kelationen  6)  nnd  7)  zu  eioem 
Systeme : 

aus  welchem  man  i  eliminiren  kann ,  gelangt  man  zu  einer  Beziehung  zwi- 
schen z  und  rvj  welche  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt.  Durchläuft  näm- 
lich z  die  Peripherie  eines  bestimmten  Kreises  in  positiver  Richtung,  so 
durchläuft  fv  die  Begrenzung  eines  Kreisbogenzweiecks  ebenfalls  in  positiver 
Richtung.  Die  Veränderliche  rv  ist  eine  monogene  Function  der  Veränder- 
lichen z:  ^ 

8)  „  =  tg(^^'+2P'-^'arctgzy 

Jedem  Pnnkte  im  Innern  des  Kreises  entspricht  vermöge  8)  ein  Punkt 
im  Innern  des  Bogenzweiecks,  und  umgekehrt.  Die  Ableitung  von  ip  wird 
für  die  Punkte  z  im  Innern  des  Kreises  weder  0,  noch  oo.  Mithin  sind  alle 
Erfordernisse  der  conformen  Abbildung  vorhanden.* 

Wenn  in  der  w- Ebene  ein  beliebiges  Kreisbogenzweieck  gegeben  ist, 
welches  auf  eine  Kreisfläche  abgebildet  werden  soll,  so  legt  man  die  Ordi- 
natenaxe  durch  die  beiden  Ecken  des  Zweiecks  und  den  Anfangspunkt  ia 
die  Mitte  zwischen  beiden  Ecken,  sodann  wählt  man  die  Längeneinheit 
gleich  der  halben  Entfernung  dieser  Punkte.  Bei  einer  solchen  Wahl  des 
Coordinatensystems  fallen  die  Punkte  +  i  in  jene  beiden  Endpunkte.  Die 
beiden  Bogen  durchschneiden  die  Abscissenaxe  in  zwei  Punkten  t/g,  «i, 
und  zwar  sei  u^  rechts  von  w,  gelegen,  M|<Mo-  Dann  hat  man  Uf^=^tgp^ 
Wj  =  (gp^  zu  setzen  und  für  Poi  Pi  die  Werthe  zwischen  —  ^n  und  +  J«  zu 
wählen. 

Einige  specielle  Fälle  möchten  noch  Interesse  bieten.  Setzt  man 
Pi  =  0,  80  findet  man,  dass  die  Function 

TV^tg(^+2^arclgz^ 

die  Abbildung  eines  Kreissegments  vermittelt.  Setzt  man  Pi=0  und  PQ=\^^ 
80  erlangt  man  die  Abbildung  eines  Halbkreises  durch  die  Function 


^  =  (g(^+l<^rctgz\ 


•  Vergl.  Durege,  Theorie  der  Functionen  einer  coroplexeii  Grösse,  §7. 
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Setzt  man  p,  =  —  Jyr,  so  wird 

Dadurch  leistet  man  die  Abbildung  einer  Halbebene,  an  welche  ein  Kreis- 
segment angefügt  oder  von  welcher  ein  Kreissegment  abgeschnitten  ist,  je 
nachdem  p^  positiv  oder  negativ  ist.    Ist  />j  :=  —  ^n;  und  ausserdem  /?o  =  0, 

/     TT    .  \       «— 1 

Hierdurch  wird  die  Halbebene  links  von  der  v-Äxe  auf  eine  Kreisfläche 
abgebildet,  wie  dies  bereits  von  Herrn  Schwarz*  angegeben  worden  ist. 
Wien,  im  Februar  1872.  Dr.  B.  Igel. 


so  wird 

tv 


XV.   lieber  die  Kngelzone. 

Das  Bestreben,  die  Formeln  für  die  Oberflächen  und  Cubikinhalte  der 
Körper  in  Dimensionen  auszudrücken,  die  sich  an  dem  Körper  unmittelbar 
abmessen  lassen,  und  dann  die  erhaltenen  Ke^sultate  auf  die  Flächen-  und 
Cubikinhalte  einfacher  Gebilde  so  zurückzuführen,  dass  sie  sich  in  anschau- 
licher Weise  dem  Gedächtniss  einprägen  und  daraus  sofort  wieder  abzulei- 
ten sind,  hat  mich  zu  nachfolgendem  Satze  über  die  Mantelfläche  der  Ku- 
gelzone geführt,  der  meines  Wissens  noch  nicht  bekannt  ist. 

Denkt  man  sich  einen  Axenschnitt  der  Kugelzone  und  von  den  End- 
punkten des  Durchmessers  eines  Grundkreises  Sehnen  nach  dem  einen  End- 
punkte des  Durchmessers  des  andern  Grundkreises  gezogen,  so  ist  die  Man- 
telfläche der  Kugelzone  gleich  dem  Flächeninhalte  einer  Ellipse,  deren 
Halbaxen  gleich  den  erwähnten  Sehnen  sind. 

Bezeichnet  nämlich  M  die  Mantelfläche  der  Kngelzone,  r  den  Kngel- 
radius,  a  den  Abstand  der  Grundkreise,  /  den  Radius  des  einen,  r"  den 
des  andern  Grundkreises,  x  den  Abstand  des  /  vom  Kugelmittelpunkt,  und 
wird  angenommen,  dass  x  positiv,  Null  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der 
Kugelmittelpunkt  auf  einer  Seite  von  r  und  r"  oder  auf  r ,  oder  zwischen  r 
und  r'  liegt,  so  erhält  man  zunächst  M  =  2rna  und  in  allen  drei  möglichen 
Fällen  zur  Bestimmung  von  r  die  Gleichungen 

1)  r«==r'»+a:S 

2)  r^c=r"^  +  {x+ay. 
Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 


2a 
und  nun  mit  Hilfe  von  1) 


♦  Borchardt's  Journal,  Bd.  70  S.  112. 
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2a  '^  •   ^  ' 

Der  Radicand  dieser  Wurzel  giebt  reducirt 

r*  +  2a«r'*  +  ö*  —  2r'«r"«  +  2aV"«  +  r"* 
und  kann  nach  einander  gleich  gesetzt  werden 

r'^  +  2r'»r '^  +  /'*  +  2a«r'*  +  2aV"«  +  d*  -  4r  V"* 
=  (Z'+Z'^+a«)*  --  4r''r"«  =  [(/+/')•  +  «»]  .  [(r'-r")«  +  «*]• 
Es  wird  daher 

r : 
und 


.  ia  ^[(/+r")«  +  «']  [(r -O'  +  «^ 


il/  =  2r«a  =  jr  ^[(r'+r")*  +  «•]  [(r -  r")«  +  a«]. 

In  jedem  Falle  ist  aber,  wie  in  der  bei- 
gesetzten Figur,  j/(/+  r")»  +  a»  =5  p  -s=  der 
einen    der   oben    bestimmten   Sehnen    and 


y{T  —  /')'  +  fl*  s=  g  s=  der  andern   Sehne^ 
daher  M  =  pqns=  dem  Inhalte  der  Ellipse, 
dessen  eine  Halbaxe  p  und  dessen  andere 
Halbaxe  g  ist 
Umgekehrt  lässt  sich  mit  Hilfe  des  leicht  merkbaren  Resultats  M=pqn 

sofort  wieder  

M^n /[(/+  r'J  +  ri«]  [/- r'J  +  a*] 
anschreiben. 

Für  die  Kug6lmütze  zieht  sich  der  eine  Kreis,  etwa  der  mit  r\  auf 
einen  Punkt  zusammen  und  wird  psa^,  also  M:=p*n^  d.  h.  der  Mantel  gleich 
dem  Flächeninhalt  eines  Kreises,  dessen  Radius  der  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  zu  den  Katheten  r  und  a  entspricht. 

Für  die  Kugel  werden  beide  Grundkreise  Punkte  und  p^=q  =  2r  oder 
M  =apqns=  4r'7t. 

Anmerkung.  Der  obige  Satz  kann  für  die  Mantelfl&che  der  Kugelzone 
dieselbe  Rolle  übernehmen^  wie  der  andere  Satz  für  den  Oubikinhalt 
der  Zone  bei  gleichen  gegebenen  Stücken,  dass  nämlich  dieser  Ca- 
bikinhalt  gleich  ist  der  Summe  der  Cubikinhalte  zweier  Cjlinder, 
welche  zu  Grundflächen  die  beiden  Grundkreise  und  zu  Höhen  die 
halben  Abstände  dieser  Kreise  haben,  plus  dem  Cubikinhalte  einer 
Kugel  mit  diesem  ganzen  Abstände  als  Durchmesser.  Der  lotste 
Satz  liefert  das  bekannte  Resultat 

ir=ir'»«a  +  4r"«7rö  +  i«»«  =  ^a«(3r'«  +  3/''  +  a*). 

Nürnberg.  Prof.  Dr.  Bibhringeb. 
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IX. 
Beitrag  zur  Fotentialtheorie. 

Von 

Dr.    Th.    KÖTTEEITZSCH, 
Oberlehrer  zu  Freiberg, 

(Schluss.) 


§3. 

Dantellong  der  Ennctioii  F=--  in  den  neuen  Coordinaten  aßy  und 

Anwendung  anf  die  punktförmige  Cardinalfläche. 

Wie  schon  <ler  Ausdruck  A),  S  1,  zeigt,  ist  die  wichtigste  Function  der 
ganzen  Potentialtheorie   die  reciproke  Entfernung  irgend    zweier  Ranm- 

punkte;  diese  Function  ist  es,  welche  wir  mit  ^=^  bezeichnen  wollen  und 

welche  jetzt,  dargestellt  in  den  neuen  Coordinaten  der  aßyy  n&her  unter- 
sucht werden  soll. 

Die  beiden  Punkte,  deren  reciproke  Entfernung  betrachtet  werden 
soll,  seien  die  Paukte  aßy  und  daßafa  oder  x^y^z^  und  xyz.  Dann  genügt 
nach  S  1  F  identisch  der  Differentialgleichung 

d^F     d^F     d^F_ 

oder,  wenn  diese  Gleichung  auf  bekannte  Weise  für  die  neuen  Coordinaten 
transformirt  wird ,  der  Gleichung 

)j^a^»  t   hß,      dFl         \    hy,     dF{  ' 

\hßahy,  dccgl    ^      \hy^ha,  d ßj   ^       \ha,hß,  ^y-^=0. 
doa  dßa  dya 

Nach  8),  S  2,  kann  aber  diese  Gleichung  einfacher  geschrieben  werden 
in  der  Form 
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Wir  beuützten  ferner  als  Definitionsgleicbnng 

Transponiren  wir  aber  jetzt  die  auf  der  Cardinalfläche  haftende  Masse 

äquivalent  für  alle  Pankte  aaf  und  ausserhalb  der  Niveaufläcbe  F=  a  auf 

diese  Niveaufläcbe,  so  erhält  nach  S  2  das  Oberflächenelement  dn^^  dn^  die 

Massendicbtbeit  _ 

l    da 

während  gleichzeitig  bei  Einführung  der  neuen  Coordinaten 

wird. 

Die  vorige  Deßnitionsgleichnng  giebt  daher  jetzt,  wenn  sie  bezogen 
wird  auf  den  Punkt  c« /?«/«: 
ft   Yi 

K  Yo 

Diese  Gleichung,  in  welcher  die  Integrationsgrenzen  ßojßt^  /oi  /i  ^^ 
zu  wählen  sind,  dass  sich  die  Integration  über  die  ganze  Niveaufläche  V=a 
erstreckt,  gilt  identisch,  wie  auch  a«,  ßa^  /«  gewählt  werden  möge,  wenn 
nur  or«<a  ist. 

Nun  ist  nach  9),  $2: 

wenn 

__Jl 1       da        l      hg 

einen  von  a  unabhängigen  Werth  bezeichnet,  der  aber  noch  von  ßnndy 
abhängen  kann. 

Hiernach  wird  die  vorige  Gleichung  zu 

8)  IJ  ^(«a,  ßa,  ya,<^,ß.y)9dßdy  =  flf«. 

'    Po  70  • 

Giebt  man  anstatt  der  bisherigen  Massenbelegung  der  Cardinalfläche 
dieser  Fläche  die  2) -fache  {D  ein  constanter  Werth)  Massenbelegung,  so 
entsteht  nothwendig  aus  der  Gleichung  3),  weil  dadurch  g  in  Dg^  a  in  Da 
und  et'  lu  Daa  übergeht: 
ßi^  Yi^ 
Jj  F{D  a^,  ß^,  y«,  />«,  ß,  y)  Dg  dß  dy  =  />«.; 
<^o  Vo 
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denn  dass  durch  die  vorgenommene  Aendernng  in  der  Massenbelegung  der 
Cardinalfläche  sieb  die  Coordinaten  j?«,  y«,  ß  und  /  nicht  ändern  könueiii 
folgt  ohne  Weiteres  aus  den  die  /3  und  y  bestimmenden  Differentialgleich- 
nngen  2),  S2,  für  welche  der  Factor  D  ganz  aus  der  Rechnung^hinausfällt, 
und  aus  der  Art,  wie  die  ß  und  y  nach  der  Integration  der  genannten 
Gleichungen  bestimmt'werden  sollten,  indem  auch  die  Gestalt  der  festgehal- 
tenen, früher  durch  r=  a  bezeichneten  Niveanfläche  unverändert  geblie- 
ben ist.   Aus  der  vorigen  Gleichung  ergiebt  sich  weiter 

jj  F{Daa,ßa,  yu.  Da,  ß,  y)  gdßdy  =  a^. 
ßo  Yo 
Diese  Gleichung,  zusammengehalten  mit  der  3),  ergiebt  sofort,  dass 
J^(a« ,  ßa,  ya,  « ,  ft  y)  =  F{J)üt^,  ß^y  ya.  Da,  ß,  y) , 
gleicbgiltig,  welchen  Werth  der  constante  Factor  D  habe. 
Ist  weiter 

Da  =  z,  also  />=^  -, 
a 

so  entsteht  auch  aus  der  vorigen  Gleichung 

FiCuyßayya,  « i  ßi  Y)  "=  ^(^  ^  *  ßa^Y^j  «»  ßy  YJ  * 

und  jetzt  bedeutet  das  Argument  s  der  rechten  Seite  eine  ganz  willkürliche 
Constante,  deren  Werth  nur  abhängt  von  der  Gesammtmasse,  die  sich  auf 
der  Cardinalfläche  oder  auf  der  Niveaufläche  rs=  or  befindet.  Setzen  «wir 
etwa  z=l,  so  ist  auch 

und  jetzt  ist  das  Argument  -^  der  rechten  Seite  sicher  immer  in  den  Gren- 
zen 0^~^l  eingeschlossen,  weil  der  Punkt  aaßaY«  ^^^  äusserer  sein 
sollte,  folglich  a^<a  sein  muss. 

Dieses  Resultat  über  den  Werth  des  Arguments  —  lässt  den  Versuch 
gerechtfertigt  erscheinen,  die  Function  Fnach  aufsteigenden  Potenzen  von 
-^  zu  entwickeln.  Wir  machen  diesen  Versuch  an  der  einfachsten  der  mög- 
lichen Cardinalflächen ,  nämlich  der  punktförmigen. 

Ist  die  Cardinalfläche  ein  Punkt  mit  der  Masse  Af,  so  ergiebt  die  erste 
der  Gleichungen  3),  S  2,  für  die  Schaar  der  Niveauflächen  die  Gleichung 

_       M_ 
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also  coDcentrische  Kugeln,  dereD  gemeinsames  Centrum  die  Cardinalfl&che 

und  deren  Radius  —  ist. 
M 

Für  dif^jenige  Niveaufläche  V= — =  g,  welche  wir  festhal- 

/a?»  +  y«  +  z« 

ten  wollen ,  können  wir  eine  jede  wählen ,  welche  nicht  unendlich  nahe  an 

die  Cardinalfläche  herantritt,  d.  h.  jede  endlich  grosse  KugelflSche. 

Die  Orthogonalflächen,  welche  durch  Integration  der  Gleichungen  2), 
S2,  erhalten  werden,  sind  im  jetzigen  Falle  Kreiskegel  mit  variabler  Oeff- 
nung,  deren  gemeinsame  Spitze  in  der  Cardinalfläche  liegt  und  deren  Axe 
eine  und  dieselbe  a  priori  unbestimmte,  durch  die  Cardinalfläche  hindurch- 
gehende Gerade  ist,  und  Ebenen,  die  unter  verschiedener  Neigung  durch 
dieselbe  Gerade  hindurchgehen. 

Für  das  System  Gleichungen  3),  $2,  erhalten  wir  daher  im  jetzigen 
Falle 


a: 

M 

a:  = 

-^cosß. 

/^ 

+  y'  +  *'' 

COSß: 

X 

y  = 

-  stnßcosY, 

V^ 

+y*  +  s*' 

tgy- 

2  = 

—  stnßsmy. 

Hierinit 

wird  ans 

den  Gleichungen 

4),S2 

- 

ha 

*/»=i. 

A,= 

'  Msinß' 

Die  Gleichung  6),  §2,  ergiebt,  wie  zu  erwarten  war: 

das  negative  Vorzeichen  der  rechten  Seite  erklärt  sich  dadurch ,  dass  die- 
jenigen Krümmungsradien   als   positiv   von  uns  gerechnet  wurden,   deren 
Krümmungscentrum  nach  der  Seite  der  positiven  Normalenrichtung  lag. 
Da  ferner  aus  der  ersten  der  Gleichungen  5),  S  2,  folgt 


so  ergiebt  7) ,  S  2 : 
folglich  ist 


d  a  id  €t 


und  nach  neuer  ausgeführter  Integration 

der  Kraftlii 
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Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung,  unter  A  und  B  Integrationsconstan- 
ten  yerstafiden,  ist  leicht  ersichtlich. 

Anstatt  der  Gleichung  8),  S  2,  erhält  man  jetzt  bestätigend 

hßhy 

und  damit  ist  nach  der  Gleichung  2) 

Alt 
Ist  ferner  der  Punkt  a:,  y,  z,  ausgedrückt  in  den  neuen  Coordinaten 
ot  ß  y^  der  ausserhalb  der   Niveaufläche   F=a  gelegene  Punkt  xyz  aber 

Oaßayaj  80  ist 

1 

j/i-)  +(-)  "^'a l^osßaCosß  +  sinßaSinßcosiya'-Yy] 

Setzen  wir  in  dem  zweiten  Ausdruck  für  F,   wie  nach   dem   Vorher- 
gehenden erlaubt  ist: 

statt  aa  aaD,  statt  a  a/>, 
und  machen  nachher 

ctg  • 
aZ>  =  z,  also  a^Z>=~2:, 
a 
so  entsteht 


F= 


^n  / /—\+('\-'2—lcosßaCosß  +  sinß„sinßcos{Ya-'Y)] 


-  x/l  +  (jj-  2  .  ^  [C05/3«  co5f5  +  ««/5,  sinßco8{ya-'y)\ 
Die  Entwickelung  dieser  Function  F  nach  ,aufsteigenden  Potenzen  von 
~  ist  aber  schon  längst  bekannt;  sie  ergiebt 

^" lä  5"  (?)"^'  ^^  ^" '^'" ""'  ^™  ^""'^'^  ^"•'  '''"'^^ '"'""  ^''""''^ • 

—      o  — n 

wenn  

o»(ii)  /   >        _    _       (n—m){n—m  —  \)     _    _    , 
5pL">  (x)  =  rr"—  -  A ^^^^^_^^ '-  .x»-"-2 

(n-w)(yi-m-l)(n-OT— 2)(n-w-3)_^^_^_^ 

2.4.(2«- l)t2«-3)  ror,aIr> 
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(„)_  [1.3.5. ..(2/1-1)]« 
"•  "    JT(«  +  m)n(n-m)" 

Für  die  eben  gefundene  Entwickelang  von  F  schreiben  wir  »weck- 
mässiger 

p„ = i  2*"  ^~  '^'"  ""^  ^"^  ^'""''"^  ^"'  ^'"'^^  """  ^''•~''^" 

—  n 

Von  dieser  Entwickelung  von  F  weiss  man,  dass  sie  immer  conver- 
gire,  so  lange  0<Ca«<C<yi  und  dass  sie  auch  noch  in  dem  Falle  convergent 
bleibe,  wenn  ««=«»  wenn  nur  nicht  gleichzeitig  ßa=ßt  /«=)'  i»^- 

Mau  weiss  ferner,  dasn  die  Entwickelungscoefficienten  Pn  durchaus 
eindeutige  endliche  und  stetige  Functionen  von  ßa^  ya^  ß  und  y  sind. 

Ruckt  der  Punkt  aaßaYa  »Q  unendliche  Entfernung  von  der  Cardinal- 

fiäche,  d.  h.  wird  er«  unendlich  klein,  so  ergiebt  die  vorige  Entwickelung 

vonF,  da/>o=l: 

Ltm  £  _  _f_ 

oder  weil  aD  =  2,  also  «  =  77  gesetzt  wurde: 

Lim  ?[f_^ 
Ofa=0  i?»       />• 

Hierin  liegt  die  Bestätigung  des  Satzes  in  S2: 
Lim 


£0  *7o 


denn  da  nach  der  Annahme  aD  =  z  die  Gleichung  unserer  festgehaltenen 
NiveauflHche  lautet  mg 

-.^=^— t=aZ/   oder  =«, 


j/x^  +  y^  +  zt  ya^  +  yt+zf 

Jtf 

so  ist  die  auf  der  Cardinalfläche  haftende  Gesammtmasse  in  der  That  ---. 

Setzt  man,  wie  es  erlaubt  ist,  in  der  Entwickelung  von  F  z  =  i  und 
macht  ebenso  j:=^ij  so  entsteht 

o  o 

eine  Entwickelung,  die  sich  von  der  gewöhnlich  gebräuchlichen  nur  da- 
durch unterscheidet,  dass  statt  des  reciproken  Radius  vector  er«  oder  a  ge- 
setzt  ist. 
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„^„  +  ,^sinß  +  ^^^[sinß'^]+^L  Lf.^.0, 


Setzt  man  die  eben  für  F  gefundene  Entwickelung  in  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung ein,  die  Anfangs  dieses  Paragraphen  erwähnt  wurde, 
und  bedenkt  man,  dass  die  entstehende  Gleichung  erfüllt  sein  muss,  gleich- 
giltig,  welchen  Werth  a«  besitzt,  wenn  nur  0:^a«*>of,  so  ergiebt  sich  leicht, 
dass  jene  Differentialgleichung  sich  vereinfacht  zu 

Iß   df 
der  nun  jeder  der  Entwickelnngscoefficientcn  zu  genügen  hat. 

Die  bisher  gewonnene  Entwickelung  von  F  galt,  so  lange  der  Punkt 
^aßafa  ausscrhalb  oder  auf  der  Niveaufläche  r=a,  welche  festgehalten 
wurde,  lag;  es  fragt  sich  nun,  in  welcher  Art  diese  eben  gewonnene  Ent- 
wickelung von  F  abzuändern  ist,  wenn  der  anstatt  UaßaYa  angenommene 
Punkt  irgendwo  innerhalb  der  festgehaltenen  Niveaufläche  V=^a  liegt.  Sei 
«f/^/yi  irgend  ein  solcher,  innerhalb  der  Niveaufläche  r= «  gelegener 
Punkt;  dann  gilt  für  die  durch  a,|5,y,-  gelegte  Niveaufläche  F=a,-  der  auf 
der  festgehaltenen  Niveaufläche  V=^cc  gelegene  Punkt  cc  ß  y  als  äusserer 
Punkt,  folglich  muss  die  frühere  Entwickelung  für  den  jetzigen  Fall  über- 
gehen in 


•  n) 


.=i^-c^ 


l)m  ain)  f(n)  (^cosß)  /«;)  (cosßi)  cosm  (y^y,) , 


o 


aiJ)  =  Zy     aD=  -  z. 

Allein  jetzt  ist  a/  als  variable  Grösse  anzusehen ,  die  sich  ändert  mit 
der  Niveaufläche  K=aj-,  auf  der  gerade  der  Punkt  a,fty<  gelegen  ist.  Da 
nun  die  Niveaufläche  r=a  und  natürlich  auch  ihre  Massenbelegung  fest- 
gehalten werden  soll,   so  muss  D  ein  constanter  Werth  sein,  und  da  die 

Gleichung  aiD  =  z  bestehen  soll,   so  muss  auch  -=D  constant  sein  und 

demnach  auch  —  z.    Hieraus  folgt  aber  umgekehrt,  dass  die  früher  als  con- 
stant angenommene  Grösse  z  jetzt  als  variabel  zu  betrachten  ist,  und  zwar 

derart,  dass  .         j.  , 

*  dz  =  Ddai, 

Hierdurch  unterscheidet  sich  die  neue  Entwickelung  von  F  wesentlich 
von  der  früheren. 

Wir  können  für  die  neue  Entwickelung  schreiben 
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oder  noch  einfacher 

/»„ = ^  2""  ^~  *^'" ""'  ^"''  ^''"^^^  ''■"*  ^""^^'^  *^*'*"*  ^''"'''^  * 

—  n 

wodurch  man  wieder  auf  die  Form  der  ersten  Entwickelung  zarückgekom- 
men  ist. 

Für  «4  =  00  entsteht  F=  ^  «,   der   reciproke  Radias  der  Kngelfläcbe 

Ja 

r=a,  deren  punktförmige  Cardinalfläche  die  Masse  —  besitzt. 

§4. 
Allgemeiner  Beweis  für  die  Entwickelbarkeit  der  Fanotioxi  F  nach 

aufsteigenden  Potenzen  von  -^  z. 

Da  die  Function  F  entwickelt  werden  soll  nach  den  aufsteigendeD  Po- 
tenzen des  einen  ihrer  Argumente,  so  ist  diese  Entwickelung  der  Form 
nach  immer  möglich  mit  Hilfe  des  Taylor' sehen  Lehrsatzes,  indem  man 
erhält 

.(^.,,.„...,,.,)=^.,4i[(^]....,. 

Da  ferner   diese  Entwickelung  gelten   soll   auch   für  den   Fall,   dass 

—  2  =  0,   SO  folgt,  dass  es  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist,  /'nach 

aufsteigenden  Potenzen  von  —  «   zu  entwickeln,   vorausgesetzt,   dass  die 

et 

Entwickelung  überhaupt    möglich  ist  und  dass  jede  andere  Entwickelung 

der  Function  Fnach  aufsteigenden  Potenzen  von  ~  z,  die  etwa  aufgestellt 

werden  könnte,  sich  von  der  ebengenannten  Entwickelung  nach  Taylor 
höchstens  in  der  Form  der  Entwickelungscoefficienten ,  nicht  aber  deren 
Werthe  nach  unterscheiden  kann. 

Da  also  die  eine  Form  der  Entwicklung  von  F  bereits  gefunden  ist, 
so  reducirt  sich  die  Frage  nach  der  Möglichkeit  der  Entwickelung  nur  noch 
darauf,  dass  die  Bedingungen  anfgestellt  werden  müssen,  unter  welchen  die 
Entwickelung  convergirt. 

Wenn   wir  nun  eine  zweite  Entwickelung  von  F  nach  Potenzen  von 

—  z  aufstellen  können,  für  welche  die  Convergenzbedingungen  leicht  er- 

€t 

kannt  werden  können ,  so  können  wir,  wegen  der  nothwcndig  vorhandenen 
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Uebereinstimmang  dieser  neuen  Eniwickelung  mit  der  gesuchten,  daraus 
umgekehrt  folgern,  dass  die  Entwickelung  von  /'nach  Taylor  denselben 
Convergenzbedingungen  unterliege  und  dass  auch  die  Entwickelungscoeffi- 
cienten  dieselbe  Art  der  Stetigkeit,  Endlichkeit  und  Eindeutigkeit  besitzen, 
wie  die  E^twickelungscoefficienten  der  neu  aufgestellten  Entwickelung  von' 

F  nach  Potenzen  von  —  z, 
a 

Es  seien  nun  die  beiden  Punkte,  deren  reciproke  Entfernung  ent- 
wickelt werden  soll,  aßy  und  aaßaYaj  geradlinig  verbunden  gedacht  und 
man  bestimme  nun  irgendwo  im  Kaume  die  Lage  eines  Massenpunktes  mit 

der  Masse  —  derart,  dass  die  Potentialfunction  dieses  Massenpunktes  auf 
den  Punkt  aßy  a,  auf  den  Piinkt  Uaßaya  «a  betrage.  Nennen  wir  r  die 
Entfernung  des  Massenpuuktes  —  vom  Punkte  aßy^  q  die  Entfernung  des- 
selben Massenpunktes  vom  Punkte  aaßayay  so  ist  der  Massenpunkt  —  durch 

die  angegebenen  Bedingungen  nur  insoweit  bestimmt,  als  er  den  beiden 
Gleichuagen 

MM 

'^  Tr^"^     TT"' 

ZU  genügen  hat 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Division 

Nennen  wir  nun  <p  den  Winkel,  der  seinen  Scheitel  im  Punkte  aßy 
hat  und  dessen  Schenkel  die  von  aßy  nach  dem  Punkte  a^ßaya  und  dem 

Massenpunkte  ■=-■  gezogenen  Geraden  sind,  so  ist 

^  =  j/r*  +  Ä*  — 2rÄcos(p, 
wenn  noch  R  bedeutet  die  geradlinige  Entfernung  des  Punktes  Oaßaya  vom 
Punkte  aßy. 

Aus  der  vorigen  Gleichung  folgt  somit 

r  aa 


j/r*  +  R^''2rRcos<p        « 
und  hieraus  ergiebt  sich 


Da  der  Punkt  —  für  die  festgehaltene  Niveaufläche  F=«  ein  äusserer 
sein  soll,  so  ist  —^1  und  folglich  der  Werth  von  r  immer  reell ,  welchen 
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Werth  auch  q)  habe;  da  aber  weiter  für  r  nur  positive  Werthe  Sinn  haben 
können  und 


}/l-(^y  sin*  q,^'^  cos  V, 


so  folgt ,  dass  wir  vor  der  Wurzol  nnr  das  positive  Vorzeichen  gebrauchen 
können,  dass  also 


2)1 


Dieser  Wertb  von  r  ist  immer  bestimmt  und  endlich,  gleichgiltig,  wel- 
chen Werth  (p  habe;  nur  in  dem  einen  Falle,  wenn  —  =1  wird,  tritt  an- 
scheinend eine  Unbestimmtheit  ein,  die  sich  aber  sofort  nach  der  bekannten 
Kegel  durch  DiiTerentiation  hebt  und  ergiebt 

R 

'  2cos<p 

und  zum  Endlichbleiben  von  r  nnr  die  leicht  erfüllbare  Bedingung  stellt, 

dass  der  Massenpunkt  jr  nicht  auf  der   durch   den  Punkt  aßy  gelegten 

Senkrechten  zur  geraden  Verbindungslinie  des  auf  derselben  Niveaufläche 
mit  aßy  gelegenen  Punktes  ctaßaya  Hege. 

Die'  Gleichung  2)  giebt  weiter  für  die  Lage  des  Massenpunktes  jr, 

wenn  sie  bezogen  wird  auf  ein  ebenes  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  xyy  dessen  Anfang  im  Punkte  aßy  liegt  und  dessen  X-  Axe  mit  der 
Kichtung  von  R  zusammenfällt: 

(-)■     (-)■ 


'-(?)  •-(?)' 


Der  Punkt  -=-  kann  also  irgendwo  auf  der  Peripherie  des  Kreises  mit 

(5)" 

dtfm  Radius  ^.p t — rpp  ^^^   ^®™  Centrum   auf  der  geraden  Verbin- 

dungslinie  der  Punkte  daßaya  und  aßy  in  der  Eütfernung  R -z — -j  von 


(5)* 


«a 


a 


letzterem ,  Ä  +  Ä  - —  ; — -;  von  ersterem ,  liegen.  ^^  , 
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Bedenkt  man  weiter,  dass  auch  die  Ebene,  in  welcher  der  Radius  vec- 

tor  r  des  Massenpanktes  -—  liegen  kann,  eine  solche  ist,  die  nur  immer  durch 

die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte  aßy  nnd  aaßaY»  hindurchzugehen 

braucht,  so  kann  man  weiter  folgern:    Der  Massenpunkt  —  kann   irgend 

eine  Lage  auf  der  Kugel  einnehmen,  die  durch  Rotation  des  vorhin  näher 
bestimmten  Kreises  um  die  Verbindungslinie  R  als  Axe  entsteht. 

Hat  man  nun  irgend  eine  dieser  Lagen  gewählt,  so  bestimmen  die 
Gleichungen  l)  den  Werth  von  My  wodurch  dann  auch  die  Masse  des  ge- 
suchten Punktes  gegeben  ist.  Es  ist  beachtenswerth,  dass  der  Werth  von 
M  üich  ändert  mit  der  Lage  des  Massenpunktes  auf  der  ebengenannten 
Kugel  und  nur  derselbe  bleibt,  so  lange  die  Lage  des  Massenpunktes  immer 
auf  dem  Kreise  sich  findet,  dessen  Ebene  senkrecht  steht  auf  der  Verbin- 
dungsgeraden R. 

Nach  dem  eben  Besprochenen  ist  es  also  immer  möglich,  die  Lage  des 

JLf 

Massenpunktes  jr  so  zu  bestimmen,  dass  die  beiden  um  ihn  als  Centrum 

gelegten  Kugeln,  welche  durch  die  Punkte  a^ßofa  Q^^  f*ßy  gehen,  so  lie- 
gen ,  dass  die  durch  OaßaYa  gelegte  concentrisch  die  durch  aßy  gelegte  um- 
scbliesst;  dann  aber  kann  man  auch  die  reciproke  Entfernung  der  beiden 
Punkte  aaßafa  und  ^ßy^  ^i®  ^^^  vori;^e  Paragraph  zeigte,  in  eine  Reihe 

nach  aufsteigenden  Potenzen  von  —  z  entwickeln. 

a 

Aendert  sich  nun  die  Lage  des  Punktes  ^aßaYa  unendlich  wenig,  indem 
dieser  Punkt  etwa  auf  seiner  Kraftlinie  nach  der  Niveaufläche  F=a  hin- 
rückt, so  ändert  sich  auch,  wie  die  Gleichungen  l),  2)  und  3)  zeigen,  der 

Radius  der  Kugel,  auf  der  der  Massenpunkt  — -  liegen  soll,  unendlich  wenig, 

und  damit  auch  M  unendlich  wenig.  Hieraus  folgt:  Durchläuft  der  äussere 
Punkt  UttßaYm  stetig  eine  gewisse  Linie,  so  kann  man  gleichzeitig  den  Mas- 
senpunkt jr  eine  gewisse  Linie  stetig  durchlaufen  lassen  mit  dem  Erfolge, 
dass  sich  immer  die  reciproke  Entfernung  der  beiden  Punkte  ccaßaya  ud<^ 

otßy  in  eine  nach  Potenzen  von  — e  aufsteigende  convergente  Reihe  ent- 

o 

wickeln  lässt,  nur  wird  im  Allgemeinen  mit  der  Lagenänderung  des  Punk- 
tes  j-  zugleich  auch  eine,  aber  immer  stetig  erfolgende  Massenänderung 
stattfinden  müssen. 

■JLK 

Von  den  unendlich  vielen  Wegen,  welche  der  Maesenpunkt  ■—  durch- 
laufen  kann,  wenn  der  Punkt  a^ßaya  sich  mehr  und  mehr  der  Niveanfläche  , 
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F=a  nähert,  wird  man  immer  einen  solchen  herauswählen  können,  dass 
für  den  Fall  ««=«,  d.  li.  wenn  der  äussere  Punkt  OaßaYa  ^^^  ^^^  Niveau- 
flache  V=a  selbst  liegt,  die  Gleichung  2*)  für  coscp'^O  stattfindet. 

•  Von  den  unendlich  vielen  Wegen,  die  der  Punkt  ctaßaya  hei  seiner 
Annäherung  an  die  Niveaufläche  F=a  durchlaufen  kann,  sei  nnn  irgend 
einer  herausgewählt  und  ebenso  einer  der  unendlich  vielen  möglichen  und 

M 
statthaften,  die  der  Massenpunkt  -j-  dabei  durchlaufen  muss,  wenn  immer 

die  Gleichungen  1)  gelten  sollen. 

Es  durchlaufe  nun  der  Punkt  aaßaya  seine  Bahn  mit  einer  Geschwin- 
digkeit, die  durch  irgend  ein  bestimmt  angenommenes  Gesetz  gegeben  sei 
und  folge  aus  der  Gleichung 

4)  W=  0. 

Af 
Dann  muss  auch  der  Massenpunkt  y-,  wenn  immer  die  Gleichungen  i)  statt 

finden  sollen ,  seine  Bahn  mit  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  durchlau- 
fen und  seine  Masse  ändern  nach  einem  gewissen  Gesetze ,  das  gegeben  sei 
durch  die  Gleichung 

5)  *      -,(,  =  0. 

Dann  ist  für  jede  beliebige  Lage  des  Punktes  ccaßaYa  &uf  oder  ausserhalb 
der  Niveaufläche  V=a  für  die  reciproke  Entfernung  der  beiden  Punkte 
Oa  ßa  7a   uud    cc  ß  y   eine  Entwickelung   nach   aufsteigenden   Potenzen  von 

-  2  möglich  und  diese  Entwickelung  convergirt,  so  lange. 0<ff«<a  und 

wenn  im  Falle  ««  =  «  nicht  zugleich  auch  ß=ßai  y  =  Y«  '***•  ^^®  Entwicke- 
lungscoefficicnten  z^ind  dabei  durchaus  endliche  and  stetige  Functionen. 

Hieimit  haben  wir  gesehen,  dass  eine  solche,  am  Anfange  dieses  Pa- 
ragraphen erwartete  Entwickelung  der  reciprokcn  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (XaßaYa  und  aßy  immer  vorhanden  ist  und  wir  gelangen  so  zu  dem 
wichtigen  Batze: 

Die  Entwickelung  der  reciproken  Entfernung  zweier 
Punkte  cCaßaYa  und  a/3y,  von  denen  der  eine,  cLaßafa^  «uf  oder 
ausserhalb  der  Niveau  fläche  F=  a  liegt,  nämlich  die  Ent- 
wickelung von 

in  eine  Reihe  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  -^  z    ist    im- 

a 

mer  möglich,  die  Entwickelung  convergirt,  so  lange 

0  <  a«  <  « 

und  wenn  im  Falle  ««  =  a  nicht  zugleich  ßa  =  ß  und  ya='y  ißt. 

Die  Entwickelungscoefficienten  sind  durchaus  endliche  und 

stetige  Functionen  von  ßa^  ya^  «i  ß  und  y. 
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§5. 
Ausführung  der  Bntwiokelnng  von  F  näoh  anftteigenden  Potenzen 

von  —2. 

CK 

Die  einfachste  und  zunächstliegende  Methode,  ^(  ~  «,  /5ai  yai  *i  /^»  y) 
in  eine  Reihe  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  —  z  zu  verwandeln,  be- 
steht offenbar  in  der  Anwendung  des  M  ac-Laurin'schen  Lehrsatzes, 
indem  mau  nach  dem  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  dabei  noch  den 
Vortheil  hat,  dass  man  ganz  von  den  lästigen  Convergenzuntersuchnngen 
befreit  ist. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

so  entsteht 

V 

Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  Oa  nnd  lassen  darauf  a«  ver- 
schwindend klein  werden,  so  verschwinden  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung,  da  die  Entwickelungscoefficienten  durchaus  endliche  Werthe 
haben  und  u  zugleich  mit  a^  unendlich  klein  wird,  alle  Glieder  bis  auf  die 
ersten  beiden  und  es  entsteht  die  Gleichung 


Lim 

ora=0 


H?''^"^'^'  ^'  y)_  [F(..^,.y,...fry)],^o 


Nach  S2  ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ein  endlicher  Werth;  sie 
drückt  nämlich  aus  die  reciproke  Gesammtmasse,  welche  auf  der  Cardinal- 
fläche  haftet.  Denselben  Werth  muss  also 'auch  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  haben  oder  es  muss,  weil  «a  verschwindend  klein  werden  soll, 
auch  F{u,ßatyat^yß^y)]u=o  verschwindeud  klein  sein,  weil  das  zweite 
Glied  der  rechten  Seite  vorstehender  Gleichung  ein  offenbar  endlicher 
Werth  ist.  Hieraus  folgt,  dass  das  erste  Glied  der  Entwickelung  1)  ver- 
schwindet und  dass  die  vorstehende  Gleichung  dann  übergeht  in 


Lim 

aa=0 


oder  wenn  G  die  Gesammtmasse  bezeichnet,  welche  auf  der  Cardinalfläche 
haftet,  in 
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^=«-^^("'^-^•'^'^'4=0 


Nun  war  nach  S8  aD=z^  folglich  i»t  —=D  gleich  einem  willkürlich 

cc 

wählbaren  numerischen  Factor,  und  wenn  wir  uns  die  Gesammtmasse  der 

Cardinalfläche   äquivalent   für  äussere  Punkte  auf  die  fest  angenommene 

Niveaufläche  transponirt  denken ,  so  ist  nach  S  3 

G='JJgdßdy. 

Po  U 
Aas  dnn  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich  demnach 

njfgdßdy 

ßo  Vi 
und  die  Entwickelang  1)  hat  die  Form 


^(«.,^..y-,«./J,y)=^-(^'z)"'^'i'.(/S.,y..r,^,y), 

[^'•+^  "I  1 


p  =  

^fjgäßdy 

ßo  Yo 

Nachdem  so  die  allgemeine  Form  der  Entwickelang  von  F  bestimmt 
ist,  sollen  in  diesem  Paragraphen  noch  verschiedene  Methoden  angegeben 
werden,  vermittelst  deren  man  im  Stande  ist,  theils  unter  allen  Umständen 
die  Entwickelungscoefficienten  F»  bequem  aufzufinden,  theils  auch  ihnen, 
unter  sonst  günstigen  Umständen ,  eine  bequeme  Form  zu  verschaffen. 

In  der  überwiegenden  Anzahl  der  Fälle  wird  die  Function 

1 


F=^ 


umgesetzt  in  die  neuen  Goordinaten  der  aßy^  die  Form  haben: 

wo  nun  Z  sowohl,  als  auch  Ffür  sich  leicht  in  eine  Reihe  nach  aufsteigen- 

den  Potenzen  von  »  =  — z  entwickelt   werden  kann.     Wir  nehmen  diese 
a 

Keihen  als  bekannt  an  und  setzen  in  Rücksicht  darauf,  dass  F  für  ui=0 

verschwinden  muss: 
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Ist  alsdann  ans  dieser  letzteren  Reihe  für  F  etwa  abgeleitet 

so  ist  der  Entwickelungscoefficient  P«  der  Entwickeliing  3)  nothwendig  der 
Coefficient  von  w"+^  in  dem  Producte  der  beiden  Reihen  für  Z  und  — ;=, 
d.  h.  es  ist 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  5)  sind  jetzt  nur  noch  die  C 
unbekannt.  Um  sie  zu  ermitteln,  benützen  wir  folgende,  aus  der  Theorie 
der  höheren  Differentialquotienten  bekannte  Gleichung: 

a"7-"%^  1  1 3.5...?Mn  t   (n),     .,^a"r    W,j,^,,,a"r 

a«"  2»       12.3...n       )       3  a«»"^    6  du* 

7  ^  :  au«  ±  ••  +  ^  *^  2«+i^  au«  r 

in  welcher  die  Zeichen  (n)i,  (n)^,  (n),...  die  sovielten  Binomialcoefficien- 
ten  von  n  bezeichnen ,  als  der  angehängte  Index  besagt.    Da  aber  für  uns 

^  ^     )  nothwendig  ist  und  (7L=o=li   so  verein- 

facht  sich  für  uns  vorstehende  Gleichung  sofort  zur  folgenden : 

/a^MÄX         ^l    1.3.5...2M^ra"    i      {n\  (n),^,    -  ^^^' F«   t 

\^    au«    >=o^2»*      1.2.3...n      Lau»)       3  6  7  —  "• 

Behandelt  man  nun  die  unter  4)  angegebene  Entwickelung  von  Y 
als  Binomen,  dessen  einer  Theil  1  ist,  während  der  andere  Theil,  den  wir 
kurz  mit  A'  bezeichnen,  der  gesammte  Übrige  Rest  der  Entwickelung  von  F 
Ist,  so  ist  allgemein 

Yr^i  +  {r\X+{r),X'+(r),X'  +  ,..  +  {r)rX^ 
und  die  in  den  Klammern  {  {  eingeschlossene  Grösse  der  vorigen  Gleichung 
kann  in  folgender  Form  geschrieben  werden ,  worin  man  noch  den  vor  die- 
ser Klammer  stehenden  Factor  (2n-f~0  ™i^  i°  ^i^  Klammer  hineingebracht 
denkt: 

^{-H{i)/"3+*  +  W.(2).?^*-(«).{3).?^'±..+H)"W.Hg^^ 
+^{  H(2).?^-(«).(3).?^^±...+(-i)»(,0,(«),£-+-;] 

+  ^'[  -(«).(3).'^'±...  +  (-l)-(n).H^J] 

+  ^'[  W(«)«('').g$i]. 
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Es  hat  demnach  allgemein  hierin  X^  den  Coefficienten 

(-1)»  [•(")»  w»  ,^  -  («)»+.  (m+i)»  ,^; + . . 
...+(-i)-"(«)»(«v^-^] 

=(-ir(«)«(.«+i)[^-^,-^3 

(n— m)  (n— m— 1)        1       

=  (—  1)«  (w)m  (2w  +  1)  /ic2«  (l— a:«)«-«»da:. 

0 
Setzt  man  in  diesem  Integrale  x  =  8inO  nnd  henützt  die  bekannte  In- 
tegralformel  1 

n  ff  I 

2n  +  iJ 
0  0 

mehrmals  hinter  einander,  so  nimmt  der  Coefficient  von  X^  die  Form  an: 

N     /  X     /        -     N    2(n  — m)    2(n— w)  — 2    2(w— m)  — 4 


2 


. . . z —    /  siri^"* 6  cosB  dB 

2m  +  3t/ 


=(-i)'".2""'" rr^«; — ^^^^^ 

l  .£.6  . .  »tn 
^jj  1.2.3.4... (n-m) 


^(—Ijmjn-m 


(2m+3)(2>n+6)  ...  (2«  +  l)    2m +1 
n (w— !)(>!— 2). . .  (m  +  l) 


(2m+l)  (2m  +  3)(2m+5)...(2n— 1)* 
Wir  erbalten  somit 

\      0m"     /i«=0 

_(-!)■  1.3.5. ..  (2>.- 1) r  a«  I  n 

2»  1.2.3...«        U«»)  2n-l' 

2«.(«-l)_  _         3n(«-l)(n-2) 

^    (2n— d)(2«-l)  (2n  — I)(2«-3)(2n— 5)  —  •" 

•••  +  ^     »'  •(2«-l)(2«-3)...5.3^(J.=,- 
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Ist  ferner  allgemein 

80  hat  ti^  auf  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichung  hei  sich  den  Coeffi- 
cienten 

2^-1     "         ^'  (2w-3)(2n-l)     " 

(2n-l)  (2n-3)  (2n-5)     «         — 

...  +  (-.1)— i2"-i, w(^-0->2 ^^,^ 

"^       '  (2n— 1)(2«  — 3)...5.3     " 

Dieser  Coefficient  aber,  noch  multiplicirt  mit 

(-1)»  1.8.5...  (2«-l)     • 

V-— r.2:3:::.— ^•^•^-"' 

ist  gerade  der  Werth,  der  sich  bei  Ausführung  der  Differentiation  auf  der 
rechten  Seite  und  bei  nachheriger  Annullirung  von  u  ergiebt. 

Da  ferner  die  C  der  Gleichung  5)  dadurch  bestimmt  werden,  dass  all- 
gemein 

so  folgt,  dass 

(-1)-  «■3.5...(2n-l)  U„_,    .JL_^,«-. 
"  2"  1.2.8. .,n        j    »  2n  — 1     " 

7^        +2« ^''"-^ JV(«-2)-2» «(>l-l)(>»-2) ^(„-3)+... 

'^        ^*   (2w-8)(2«-l)     "  (2«-l)(2n-3)(2»-5)     «         — 


•••■TV     iJ         -5         (2fi-l)..    5.3     «) 


Hiermit  ist  die  Bestimmung  der  Coefficienten  Cn  zurückgeführt  auf  die 
Bestimmung  der  Coefficienten  N. 

Um  die  Goefficienten  N  zu  bestimmen ,  benutzen  wir  ein  Verfahren, 
das  bereits  Euler  in  seinen  InsL  edle.  diff.  angegeben  hat.  Es  folgt  näm- 
lich aus  den  Gleichungen  4)  und  6) 

indem  offenbar 

Differentiirt  man  die  vorige  Gleichung  logarithmisch  und  entfernt  die 
dabei  sich  ergebenden  Nenner  durch  Multiplication ,  so  entsteht  die  iden- 
tische Gleichung 

{r  ^/«•->  +  (r+l)  JV(-|,«'  +  (r+2)  iV<''}.jU'+'  + . . . } 

jr  ff,  +  2r  5,M  +  3r^,M»  +  4r5^«i«  +  ...}. 

Zeluehrifl  r.  Mathemaük  a.  Physik,  XVU,  4.  ,  19        ^  i 
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Setzt  man  endlich  die  beiderseits  sich  ergebenden  Coefficienten  glei- 
cher Potenzeu  von  u  einander  gleich,  so  entsteht  das  System  Gleichungen 

8)        2B,  ;VCq.j=  (r-1)  B,  N^^l^  +  irB.B,-, 

3^.  ATIs  =  ('•-2) «.  ^''U  +  (2'—  0  B*  K%  +  a»-  «4^?.'" 


aus  welchem  man  die  Coefficienten  iV  leicht  bestimmen  kann;  ibt  aber  diese 
Bestimmung  geschehen,  so  sind  vermittelst  der  Gleichung  7)  auch  die  Cy 
und  dann  vermittelst  4)  und  5)  die  Entwickelnngscoefficienten  P»  der  Func- 
tion F  selbst  bekannt. 

Es  ist  noch  leicht,  die  N  independent,  aber  in  der  Form  von  Deter- 
minanten zu  erhalten     Schreibt  man  nämlich  für  die  Gleichungen  8) 


so  findet  sich  leicht  durch  Auflösung  dieses  Systems  Gleichungen,  da  die 
Determinante  =1  ist,  allgemein 


0 
I 


1— r  By 

1  — 2r  B^         2— r  ßj 
3       Bi         ~3"  >, 


r+ni 
0 

0 


0 
0 


rB^  B,^^ 
rB^  By^'^ 

rB^  ^/-^ 


l-m-lr^TO   2"m"2r  j?,n-i   3-m-3ri?,„_2        m-l-r  B^ 


m 


»i  ■■ 


B^  m         B^ 

Hierfür  kann  man  eleganter  schreiben 

0 
2  5, 


^J 


rB^t  B.r-i 


B^  B, 

3^4  (l-2r)5,       (2-r)5, 

4^5  (l-3r)i?,      (2-2r)P, 


ml 
0 
0 
ZB, 

{Z-r)B, 


0 

0 

0 

4^1 


0 
0 
0 
0 


m^m+i  (l-m-lr)5„  (2-w-2r)5„.t  (3-iw-3r)5^.2  (4-m-4r)i?„.3...(m-l-r)ß, 

Eine  zweite  Methode  zur  Ermittelung  der  Entwickelungscoefficienten 
Pn  besteht  in  der  Verwendung  des  Integrals 
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i    /*     ^y 1_ 

in  welchem  a  eine  positive  Grösse  bezeichnet  und  h  entweder  reell  und 
kleiner  als  a  oder  rein  imaginär  ist.  Die  rechte  Seite  ist  dabei  nur  im  ab- 
soluten Sinne  zu  verstehen.* 

Von  der  Richtigkeit  des  vorstehenden  Integrals  kann  man  sich  leicht 
auf  folgende  Weise  tiberzeugen : 


über  in 


Setzt  man  ig  —  s=zz^    so   geht  die   linke  Seite  der  vorigen  Gleichung 


QO 

l     /*  2  dz 


nj  a  +  b  +  {a 
0 


^        1  r     2dz 


und  ist  weiter  

/a-b 

so  wird  dieses  Integral  zu 

7c{a  +  b)f^    fl-^y    l+w'      7tj/{a+b){a-b)\)  -*      /^^H^* 

0 
Führt  man  ferner  statt  (p  in  obiges  Integral  die  Differenz  g)  —  ii;  ein, 
so  ist  immer  noch 


l_     r dq> ^        I 

7t  J  a  +  bcos (9  — ^) ~/a*  —  6* ' 


0 
oder  es  ist  auch ,  wenn  zugleich  das  Integrationsintervall  verdoppelt  wird : 

1_     r d^ __      "2 

n  J  ü'^'b  cos  ff;  cos  qp  +  6  sin  tf;  sin  q>      r/a« 5«' 

0 

Setzt  man  nun 

,  ,  a  s=  ^ ,     6  cos  tf;  =  5,     &  «Vi  ib  =:Cj 

also  auch 

so  entsteht 

29r 

dg>  __  2;g 


/ 


^  +  ^co«y  +  Csinq>       j/jf^ß^^c* 


•   Jacobi,    Crelle'8  Journal  Bd.  XXXVI  S.  81  ;    Liouville,  Journal  T.  X 
p.2?9;  Qiamale  Arcadico  Tomo  XCFllly  Roma  1844. 
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Hierbei  ist  voransgesetzt ,  dass  j^—B^—C?  eine  positive  Grösse  sei 
und  dass  B  nnd  C  zugleich  reell  oder  rein  imaginär  seien;  die  rechte  Seite 
femer  ist  nnr  in  absolutem  Sinne  zu  verstehen  Setzt  man  also  von  den 
Coordinaten  zweier  Raumpunkte  xyz  und  x^y^z^ 

x^x^  =  A,     i{y^y^)=:Bj     i(r— z,)  =  (?, 
so  entsteht 

l 


F= 


1  r d^ 

2»    /  a:  — j:,  +t(y— y,)  cosg>  +  i(^z  —  Zi)  sintp* 


0 

so  dass  man  jetzt  in  dem  Integrale  rechter  Hand  nur  noch  die  nenen  Co- 
ordinaten aßy  einzuführen  braucht,  indem  man  beachtet,  dass  der  för 
X — Xf  zu  substituirende  Werth  positiv  sein  muss,  und  dann  den  Integran- 

den  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  -^  z  zu  entwickeln,  um  die  Entwicke- 

a 

lungscoefficienten  P«  selbst  zu  erlangen. 

Eine  dritte  Methode  zur  Bestimmung  der  Entwickelungscoefficienten 
Pn  ergiebt  sich  weiter  aus  der  Benutzung  der  bekannten  bestimmten  In- 
tegrale 


»*.'  «w  #— — 

f^coshu  ,  jsinbu,        7/ w 


welche  vereinigt  in  die  Formel  zusammengezogen  werden  können: 

0 

Hieraus  folgt  nämlich 


1  1  /*ß<*«  , 


0 
und  wenn  wir 

setzen,  indem  xyz  und  Xif/^Zi  die  Coordinaten  zweier  Punkte  des  Raumes 
bedeuten,  so  ergiebt  sich 

F=z - /  e«'[(*-'i)'+(»-»i)'+(«-*i)']«*-^" 


^Z'  y' 


^      0 


Führt  man  nun  wiederum  rechter  Hand  statt  a;yz  und  x^y^z^  die  Co- 
ordinaten ttßy  und  ccaßaya  ein,  so  ist  nnr  noch  nöthig,  die  Exponential- 
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grosse  unter  dem  iDtegralzeichen  in  eine  nach  Potenzen  von  —  z  aufstei- 
gende Reihe  zu  entwickeln  nnd  dann  die  Integration  nach  u  über  die  ein 
zelnen  Glieder  der  Entwickelang  zn  erstrecken ,  nm  sofort  zar  Kenntniss 
der  Entwickelung'scoefficienten  Pn  zu  gelangen. 

Für  die  hierbei  nöthig  werdende  Entwickelang  der  Exponentialgrösse 
möge  hier  noch  an  die  schon  von  Eni  er  in  seineu  InsL  calc.  diff,  angegebene 
Methode  erinnert  werden. 

gegeben  and  es  werde  verlangt,  dass  s  in  die  Form 

Ä  =  1  +  ^,  a;  +  ^,  a;'  +  ^3  X«  +  ^4  aj*  + . . . 
gebracht  werde,  so  findet  man,  indem  man  die  erste  Darstellung  von  s  lo*- 
garithmiach  differentiirt: 

—  =  s(a^  +  2fl,a?  +  Sflrjx'  -^Aa^x^  +  ...)> 

und  indem  man  die  zweite  Darstellung  von  s  einfach  differentiirt: 

~  =  ^1  +  2^,J?  +  3^,«*+  4^40;*  + . . .. 

Aus  diesen  beiden  Werthen  von  ;r-  zieht  man  die  identische  Gleichung 

dx 

\\-^A^x  +  A^x*  +  A^x^  +  A^x^  + . . . }  {a,  +  20,0?  +  3a, a;*  +  \a^ix^  + . . . } 

=  ^,  +  2^,0?  +  3  .^ja^  +  4^40:»  +  . . ., 
welche   durch  Vergleichung  der  gleichen  Potenzen  von  x^  nachdem  man 
noch  auf  der  linken  Seite  ausmultiplicirt  und  nach  Potenzen  von  x  geordnet 
hat ,  leicht  auf  die  Kenntniss  der  Entwickelungscoeflicienten  A  führt. 

Wir  gelangen  endlich  zur  letzten  Methode  für  die  Ermittelung  der  Ent- 
wickelungscoefficienten  Pn,  nämlich  zu  der,  die  P„  zu  bestimmen  vermittelst 
Differentialgleichungen,  denen  diese  Entwickelungscoefficienten  genügen 
müssen. 

In  S  3, 1)  ist  bereits  eine  Differentialgleichung  aufgeführt,  der  die  Func- 
tion F  immer  genügen  muss;  nehmen  wir  an,  dass  auch  noch  die  Entwicke- 

lung  von  Fnach  aufsteigenden  Potenzen  von  -^s  ihr  genüge  (was  bekannt- 

lieh  nicht  ohne  Weiteres  wahr  ist ,  da  der  Differentialquotient  einer  unend- 
lichen Reihe  nicht  gleich  zu  sein  braucht  dem  Differenlialquotienten  ihrer 
Summe),  so  erhalten  wir  aus  der  genannten  Gleichung 

dp. 

d_ 
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Da  aber  diese  Gleichung  in  jedem  einzelnen  Glieds  der  linken  Seite 
wiedernm  unendlich  viele  Glieder  enthält,  so  ist  ihr  Natzen  zur  Beschaf- 
fung der  Entwickelangscoefficienten  P^  im  Allgemeinen  von  geringem 
Werthe;  man  verschafft  sich  daher  besser  Differentialgleichungen,  denen 
die  Pn  zu  genügen  haben,  auf  anderem  Wege  und  kann  hi'erzu  etwa  folgen- 
des Verfahren  einschlagen.    Man  stelle  zunächst  F  dar  in  der  Form 


^(7^i/5a,y«,2,/?,y), 


bilde  ferner  die  Differentialquotienten 

dF       dF       d'F 

und  erhalte  so  eine  Anzahl  Gleichungen,  die  man  nun  benützt,  um  —  z  zu 

eliminiren;  die  entstehende  Gleichung  ist  sodann  eine  Differentialgleich- 
ung, die  für  jedes  beliebige  Ua  gelten  muss,  diese  Variable  selbst  aber  nicht 
enthält.  Durch  Einsetzen  der  vorausgesetzten  Entwickelung  von  F  in  die 
erhaltene  Differentialgleichung  ergiebt  sich  eine  neue  Differentialgleichung, 
welche  sich  nur  auf  die  Entwickelungscoefficienten  Pn  bezieht. 

Weitere  Angaben  über  die  Ausführung  dieser  meist  eleganten  und  vor- 
züglichen Methode  lassen  sich  nur  machen,  wenn  man  voraussetzt,  dass  die 
Cardinalfläche  gewisse  Bedingungen  erfülle,  die  man  der  weiteren  Rech- 
nung zu  Grunde  legen  kann.  Derartige  Untersuchungen  gehören  aber  in 
ein  ganz  anderes  Gebiet,  nämlich  in  das  Über  den  Zusammenhang  zwischen 
der  Cardinalfläche  und  der  ihr  zugehörigen  Niveauflächenform,  ein  Gebiet, 
zu  dem  wir  uns  an  anderer  Stelle  wenden  werden. 

§6- 
Merkwürdige  Bigensohaften  der  Entwiokelungsooeffleienten  Pn» 

Es  ist  bisher  die  Gesammtmasse,  welche  auf  der  Cardinalfläche  haften 
sollte,  willkürlich  gelassen  worden,  indem  ein  gewisser  Factor  Z^  eingeführt 
wurde,  der  so  zu  sagen  auch  die  vermittelnde  Rolle  spielte  zwischen  dem 
Massstabe,  nach  welchem  wir  die  Einheit  der  abstossenden  Masse  auf  der 
Cardinalflächo  oder,  was  ebenfalls  darauf  hinauskommt,  die  Einheit  der 
Massendichtheit  auf  der  Cardinalfläche  massen  und  zwischen  dem  Mass- 
stabe, nach  welchem  wir  die  von  dieser  Masse  geleistete  Arbeit,  d.  h.  im 
vorliegenden  Falle  die  Grösse  der  Coordinate  a  massen. 

Um  die  Begriffe  zu  flxiren,  stellen  wir  von  nun  an  Folgendes  fest.  Es 
bedeute  die  einfach  mit  a  bezeichnete  Coordinate  Das,  was  die  erste  der 
Definitionsgleichungen  3),  §2,  ergiebt,  wenn  die  gesammte  auf  der  Cardi- 
nalfläche haftende  Masse  =4'1* 

Denken  wir  uns  die  Function  /'(Jji?,  ?),  welche  die  Massendichtheit 
auf  der  Cardinalfläche  nun  angiebt  für  den  Fall,  dass  die  Gesammtmasse 
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der  Cardinalfiäche  =+!>  t^^^  irgend  einem  numerischen  Factor,  etwa  dem 
obigen  D  maltiplicirt,  so  werde  dieser  Factor  entweder  einfach  Dichtheits- 
factor  oder  da,  wo  es  zur  Vermeidaug  von  Zweideutigkeit  des  Ausdrucks 
nöthig  ist,  Dichtheitsfactor  der  Cardinalfiäche  genannt;  consequent  soll 
dann  aber  auch  das  obige  a  durch  die  ßezeichnuug  aD  ersetzt  werden.  Es 
ist  bierbei  von  selbst  einleuchtend,  dass  der  numerische  Werth  aJ)  auf  dop- 
pelte Weise  entstehen  kann ,  nämlich  einmal  dadurch ,  dass  er  einer  Cardi- 
nalfiäche mit  dem  Dichtheitsfactor  1),  oder  dadurch,  dass  er  einer  Cardinal- 
fiäche mit  dem  Dichtheitsfactor  D  angehört;  zugleich  aber  ist  ersichtlich, 
dass,  wenn  Z>^],  in  den  beiden  genannten  Fällen  die  Niveaufläche  V=aD 
nicht  ein  und  dieselbe  Niveaufiäche  bezeichnen  kann. 

Nach  diesen  Festsetzungen  gehen  wir  über  zur  eigentlichen  Aufgabe 
dieses  Paragraphen  und  setzen  zunächst  die  in  3),  §5,  angegebene  Ent- 
Wickelung  der  Function  F  ein  in  die  Gleichung  3),  S  3.    Es  ergiebt  sich 

Die  letzte  der  Gleichungen  3),  §5,  kann  nun,  weil,  wie  wir  gesehen 
haben,  Poißa^ya^  2,  j5,  y)  und  />  von  ß  und  y  unabhängig  ist,  auf  die  Form 
gebracht  werden: 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  er«  und  setzen  in  ihr  für  D  seinen 
Werth,  nämlich  ^ 

so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

2)  jCg~Po{ßa.ya,^.ß.y)dßdy^aa. 

Ziehen  wir  diese  Gleichung  2)  von  der  Gleichung  1)  ab ,  so  kommt 

ß\  yi 

^^      5"  (^0""*"'  fr ''"  ^^"^  '^''''''  ^'  ^^  "^^  ^^  ~  ^' 

Diese  Gleichung  3)  muss  bestehen,  welchen  Werth  auch  Ua  habe,  wenn 
nur  a><Va^O.    Hieraus  folgt  aber  ohne  Weitere^,  dass 

Jj^^n  {ßa.  Ya.Z.ß,  y)  dßdy=^0, 

ft  yo 

so  lange  «>0. 
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Um  auch  das  ans  der  Gleichang  2)  sich  ergebende  Resultat  mit  su  um- 
fassen ,  schreiben  wir  hierfür 

l  (X,  wenn  «>0, 


«'   //.(. 


,y.,^.fty)c/My  =  j^^^,^^„_^o; 


Po    Yo 

Die  Integrationsgrenzen  auf  der  linken  Seite  sind,  ebenso  wie  die 
früher  durch  gleiche  Bezeichnung  angedeuteten  Integrationsgrenzen ,  so  zu 
verstehen ,  dass  sich  die  Integration  erstreckt  über  die  ganze  Niveanfiäche 

Setzt  man  in  der  Gleichung  4)  />=1 ,  also  auch  -  =  1,  2  =  a,  so  dehnt 

die  Gleichung  4)  bekannte  Eigenschaften  der  trigonometrischen  und  Kugel- 
functionen  auf  eine  unabsehbar  umfangreiche  Classe  anderer  Functionen  P« 
aus,  die  man  wohl  katexochen  Potentialfunctionen  nennen  könnte. 

Es  sei  nun  tp  (/3,  y)  irgend  eine  Function  der  beiden  Argumente  ß  und  y> 
die ,  so  lange  ß  und  y  innerhalb  des  Integrationsintervalles  von  ß^  bis  ß^  und 
von  yo  ^18  y\  bleibt,  nirgends  unendlich  werde,  sonst  aber  sich  innerhalb 
des  angegebenen  Intervalles  auch  unstetig  verhalten  kann.  Wir  betrachten 
dann  fp  (|3,  y)  als  Dichtheit  im  Punkte  aßy  von  einer  Massenschicht,  die  in 
unendlich  dUnner  Lage  die  Niveauflftche  r=a  überdeckt.  Wir  können  nun 
von  der  gegebenen  Massenschicht  die  Potentialfunctionen  auf  einen  ausser- 
halb der  Niveaufläche  Fö«  gelegenen  Punkt  und  ebenso  auf  einen  inner- 
halb der  Niveaufläche  gelegenen  bilden.  Es  heisse  die  erstere  Potential- 
function  kurz  die  äussere  Potcntialfunction  und  sie  werde  mit  F«  bezeich- 
net; die  letztere  Potcntialfunction  heisse  die  innere  Potentialfunction,  sie 
werde  mit  Vi  bezeichnet. 

Ist  der  Dichtheitsfactor  der  Cardinalfläche  />,  ferner  der  äussere 
Punkt,  auf  den  sich  Va  bezieht,  der  Punkt  aaßaya^  der  innere  Punkt,  auf 
den  sich  Vi  bezieht,  cußiyiy  so  ist 

K  =  l  I  <p{ßy  y)  ^(««,  ßa.ya,  cc,ß,y)  dnß  dy, 


^  Yo 


ßiYi 

Vi  ^jj^  (ß^  y)^(»^  ß*  y»  «.• » ßi .  n)  ^"/j  ^»y. 

ßo  Yo 
wenn  die  Integrationen  sich  erstrecken  über  die  ganze  Niveaufläche  V=a 
und  wenn  dn^dtty  das  Element  dieser  Niveaufläche  bezeichnet,  auf  dem 
die  Massendichtheit  (p  (|3,  y)  stattfindet. 

Führen   wir  die  Entwickelungen  3) ,  S5,  in  die  vorstehenden  beiden 
Gleichungen  ein,  so  werden  diese  weiter  zu 
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Pi  Vi 

6)      Vi  =^n  I   I    [^J     (p  (|8,  y)  P„  (j3,  y,  2 ,  /3, ,  yO  d«^  driy, 

Zwischen  diesen  beiden  Potentialfanctionen  Va  und  F^  nnd  der  ge- 
gebenen Function  g>  (/?,  y)  besteht  aber  nach  einem  bekannten  Satze  der 
Potentialtheorie  die  Relation 

Hierin  bedeutet  die  linke  Seite  Nichts  weiter,  als  die  Aenderung, 
welche  die  nach  der  Normale  zur  Niveaufläche  genommene  erste  Derivirte 
der  von  der  auf  der  Niveaufläche  V==a  befindlichen  Massenschicht  mit  der 
Dichtheit  g:(ß,y)  im  Punkte  ßy  herkommenden  Potentialfunction  erleidet, 
wenn  der  Punkt,  auf  den  sich  diese  Potentialfunction  bezieht,  in  der 
Richtung  der  Notmale  durch  die  Niveanfläche  sich  hindurchbewegt.  Ge- 
schieht dies  im  Punkte  ß'y\  so  sagt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  7),  dass 

die  in  jenem  Punkte  ß^y  befindliche  Massendichtheit  das fache  der 

Aenderung  der  ebengenannten  Derivirten  betrage. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  7)  hat  so  lange  einen  ganz  bestimmten 
Sinn,  als  die  Function  q>  (ß^y)  stetig  und  endlich  ist;  wird  aber  diese  Func- 
tion an  einer  bestimmten  Stelle  der  Niveanfläche  F=:a,  etwa  im  Punkte  ^*y" 
unstetig,  so  zeigt  die  Art  der  Auffindung  der  Gleichung  7)*,  dass  deren 
linke,  durch  —4»  dividirte  Seite  den  Mittelwerth  der  Dichtheit  im  Punkte 
ß"y'  ergiebt,  d.  h.  den  Werth,  den  man  erhält,  wenn  man  in  dem  Integrale 


^^  l9{ßjY)dnßdny 


die  Integration  erstreckt  Über  einen  unendlich  kleinen  Kreis  vom  Radius  r, 
der  auf  der  Niveaufläche  V=a  um  den  Unstetigkeitspunkt  ß"y'  als  Mittel- 
punkt hernmgelegt  ist. 

Um  die  verlangten  Werthe  aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  in  die 
Gleichung  7)  einsetzen  zu  können ,  benützen  wir  die  Gleichungen  5) ,  §  2, 
nach  welchen 


*  Man  vergl.  z.  B.  des  Verfassers  ,, Lehrbuch  der  ElcktroBtatik**,  Cnp.  1  §  6, 
oder  auch  Cap.  I  §  3.  r^  i 
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^==?il«^=-_Ä     ^        aFf  _dVi  dz     daf    ^^^    dy\ 
dria      c  tta   ön  ^doa'     —Orta^dz    daf-^dn^  **•'  3«  ' 

und  diß'erentiiren ,  wie  es  erlaubt  ist,  in  den  Gleichnngen  5)  und  6)  ohne 
Weiteres  unter  den  Integralzeichen;  gehen  wir  sodann  zur  Grenze  für 
0g=^a  und  or,-  =  a  übery  so  erscheint  unter  den  Integralzeichen  der  Factor 
ha  dtiß  dtiy^  welcher  nach  den  Gleichungen  5),  S2,  auch  geschrieben  werden 
kann 

oder  nach  2)^  $3: 

Ang  dß  dy. 

Dividiren  wir  nun  endlich  noch  den  constanten  Factor —4 sc  hinweg, 
so  entsteht,  wenn  noch 

ßa  =  ßt  —  ß^,     Ya^Yi  =  Y 
gemacht  wird : 

ß.  Yi 


8) 


V  (/»',  /)  =  ^  15^'"  C«  ^)*  (^+0  ff<p  (|5,  y)  Pn  (^,  /, «  ^.  ß.  y)  ff  <^ß  ^y 

K  Yo 

-^n  {aDY-^^jU  iß,  y)  ^  [P„  (ß,  y,  2,  ^,  /)].=«/,  g  dß  ef  yj. 

K  Yo 
Geben  wir  nun  noch  dem  Dichtheitsfactor  />  einen  solchen  Werth,  dass 


machen  wir  also 

so  wird  aus  der  Gleichung  8) 

'ft.  Yj 


Po  Yo 
ft   Y 


Po  yo 

In  den  Gleichungen  8)  und  9)  haben  sich  die  Integrationen  über  die 
ganze  Niveaufläche  F=a  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  über  alle 
die  Theile  der  Niveaufläche  V=a  zu  erstrecken,  für  welche  g>  {ß,  y)  nicht 
verschwindet. 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  enthalten  den  wichtigen  Lehrsatz:  Jede 
Function  zweier  Argumente  ß  und  y,  die  innerhalb  der  In- 
tervalle ßQ^ß<ßx  für  ß  und  yo<y  <yi  für  y  nicht  unendlich 
wird,  sonst  aber  beliebig  stetig  oder  unstetig  verlaufen 
kann,    Iftsst  sich   in  eine   Doppelreihe   entwickeln,   die  fort- 
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schreitet  nach  hestimmten,  durch  Integration  «ua  den  Ent- 
wickelnngscoefficientenPn  sich  ergehenden  Functionen  von 
ß  und  Y'  An  den  ünstetigkeitsstellen  der  entwickelten  Func- 
tion ergieht  aber  die  Doppelreihe  nicht  den  Werth  der  ent- 
wickelten Function  selbst,  sondern  vielmehr  deren  Mittel- 
werth. 

Hiernach  Erscheinen  die  bekannten  Entwickelungeu  nach  Kngelfunc- 
tionen  oder  Fouri  er 'sehen  Reihen  als  specielle  und  be»oiviers  einfache 
Fälle  einer  unabsehbar  weit  ausgedehnten  Classe  von  Entwickelungsarten ; 
denn  die  Entwickelungscoefficienten  P^,  welche  die  Basis  dieser  Entwicke- 
lungeu bilden,  ändern  sich  mit  der  zugehörigen  Cardinalfläche  und  wir  kön- 
nen wiederum  jed'e  Cardinalfläche  zu  Grunde  legen,  die  der  am  Ende  von 
S  2  genannten  Bedingung  genügt. 

Anmerkung.  Der  Beweis  für  die  Statthaftigkeit  der  Entwickelung  8) 
oder  9)  scheint  insofern  mangelhaft  zu  sein,  als  ohne  Weiteres  die 
Integration  erstreckt  wurde  über  die  ganze  Niveaufläche  r=a, 
während  doch  nach  §  3  der  Gebrauch  der  Entwickelung  der  Func- 
tion F  nicht  mehr  statthaft  ist,  wenn  die  Punkte,  auf  welche  sich  F 
•  bezieht  oder  deren  reciproke  Entfernung  durch  F  dargestellt  wird, 
zusammenfallen.  Diesen  Einwurf  gegen  die  Richtigkeit  der  Gleich- 
ungen 8)  und  9)  kann  man  aber  leicht  auf  folgende  Weise  zurück- 
weisen. Man  umgebe  den  Punkt  ß'y  auf  der  Niveaufläche  F=a  mit 
einem  unendlich  kleinen  Kreise  und  schliesse  alle  die  Punkte, 
welchq  innerhalb  des  Kreises  liegen,  von  der  Integration  aus,  indem 
man  für  alle  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  die  Entwickelung  von 
F  verwendet.  Für  die  Punkte  innerhalb  des  Kreises  verschwindet 
aber  nach  einem  bekannten  Satze  der  Potentialtheorie  allenthalben 
die  Potentialfunction  und  auch  deren  Derivirte,  und  somit  kann 
ohne  Weiteres  die  gesammte  Integration  so  weit  ausgedehnt  werden, 
als  in  der  Herleitung  der  Gleichungen  8)  und  9)  geschehen  ist. 

Die  Entwickelungeu  8)  und  9)  lassen  es  nun  empfehlenswerth  erschei- 
nen, auch  die  Entwickelungscoefficienten  P^  noch  weiter  zu  entwickeln. 
Das  in  diesen  Coefßcienten  vorkommende  Argument  z  ist  nämlich  von  ganz 
anderer  Bedeutung,  als  die  gleichzeitig  und  in  gewissem  Grade  gleichwer- 
thig  auftretenden  Argumente  ß  und  y.  Indem  wir  noch  die  Art  der  Ent- 
wickelung der  Pn  ganz  unbestimmt  lassen,  setzen  wir  allgemein 

od«r  vollständiger 

P„  {ß\  y\  z,  ß,  y)  =^n.  ZWpW  (^,  /,  ß,  y). 
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wo  nun  die  2  nur  Functionen  von  z  sind,  während  die  p  nur  Functionen  der 
beigeschriebenen  Argumente  darstellen.  Es  ist  wichtig,  festzuhalten,  dass 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  11)  ebenso  unmittelbar  aus  der  Natur 
der  Cardinalfiftche  folgen,  also  bekannt  sind,  wie  die  linken  Seiten. 

Vermittelst  der  Gleichungen  11)  nimmt  aber  nun  die  Entwickelung  9) 
die  Form  au : 


12)  /Tg>  (ft  y)  pS;>  (/r,  y .  9.y)Qd^dy 


ßt  n 

*""  ^0  yo 

Wir  machen  nun  über  die  Entwickelungscoefficienten  P«,  welche  wir 
bis  jetzt  noch  ganz  willkürlich  gelassen  haben,  eine  Voraussetzung,  welche 
am  bequemsten  durch  die  Gleichung 

13)  P,  iß',  y\z,  r,  /') ^  Pn  (^',  y", ..  r,  /) 

ausgedrückt  wird,  oder  auch,  die  Gleichungen  11)  beachtend,  durch  die 
Gleichungen 

14)        2|;)=zt;),  p<;)(^,y',r.y")=pir'(i^'.y"-^'y')- 

Durch  Einführung  der  eben  gemachten  Voraussetzung  U)  in  die  Gleich- 
ung 12)  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

^(^,/,=L^„j2».[(«+i)^„"'-,4^s'l^^ 

15)  ßi^  yi 

Jjv  (|5,  y)  p£j>  (^,  /,  ß.  y)  g  dß  rfyj . 
ßo  yo 

Entsprechend  folgt  aus  der  Gleichung  8)  im  jetzigen  Falle 


Jß{ß.Y)P^:Hß\Y\ß^r)9dßdY^. 


ßo  Yo 

Es  sei  nun  ^(ß^y)  irgend  eine  Function  von  ß  und  y,  die,  so  lange 
ßo^ß^ßi  nnd  yo^y^yn  <i«  h.  so  lange  die  Argumente  innerhalb  des  Be- 
reiches der  bisherigen  Integrationsintervalle  liegen,  durchaus  endlich  ist, 
sich  aber  sonst  beliebig  stetig  oder  unstetig  verhalten  kann,  die  wir  also 
wiederum  betrachten  können  als  Function  der  Dichtheit  einer  gewissen 
unendlich  dünnen  Massenschicht,  mit  der  die  Niveaufläche  rs=a^ belegt  ist. 

Digitized  by  LjOOQIC 


Von  Dr.  Th.  Köttbritzsoh.  285 


Es  ist  nun  leicht ,  die  äussere  oder  innere  Potentialfnnction  V^  und  F,* 
dieser  Massenschicht  zu  bilden.  Ueberhaupt  ist  nämlich  die  Potentialfunc- 
tion  V  dieser  Massenschicht 

ßi  Yi 
V:=jj'^{ß,y)Fdnßdny, 

Po  Yo 
folglich  nach  den  Gleichungen  5)  und  6),  wenn  wir  zugleich  die  Bedingung 
14)  mit  einfähren : 

ßtYi 

aD  =  z  =  Const. , 
n     1  ^^^^ 

ßo  Yo 
afD  =  z=  Variabel. 

Liegt  der  beliebig  wo  ausserhalb  der  Niveaufläche  F=a  gelegene 
Punkt  OaßaYa  ^^^  ^^^  beliebig  wo  innerhalb  der  Niveaufläche  gelegenen 
Punkte  atßiYi  auf  derselben  Kraftlinie  /f/,  so  können  die  vorigen  beiden 
Gleichungen  auch  zusammengefasst  werden  in  das  System 

F.  =  Jl'»  (^)""*"'  2"  ^"'  ^""'  (^'  y')  •     «  ^  =-  *  =  00°"'. ; 

17)       ^^^JZ-frl/^'^*"^-'^^^^  «,/)=:.  =  Variabel; 

Ä  yo 

Aus  diesem  System  17)  ersieht  man  aber,  dass  man  nur  eine  der  beiden 
Potentialfnnctionen  Va  oder  Vi  zu  kennen  braucht,  um  ohne  Weiteres  die 
andere  Vi  oder  V^  daraus  ableiten  zu  können. 

Wäre  nämlich  etwa  Vi  bekannt  in  der  Form 

F,=^«  («2>)»+i  V«  Zi^)  JN  (jj',  /),     «< 2)  =  z=  Variabel, 

o 

80  folgt  hieraus  F^,  indem  man  statt  aD   -^  schreibt  und  aD  =  z  setzt,  so 
dass  also  dem  angegebenen  Werthe  von  Vi  entspricht 

o 

Wäre  dagegen  ursprünglich  Va  bekannt,  und  zwar,  da  für  Va  Z^^  eine 
constante  Grösse  ist,  in  der  Form 
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o 

SO  wäre  znnäcbst 

^L"'  (!»''  y)  =  [.^Z%='i>  ^L"  (^.  /). 

folglich 

and  demnach 


«,  Z>  =  2. 


Wir  haben  somit  das  wichtige  Resultat  erhalten : 

Sind   die  Entwickelungscoefficienten  Pn  der  Function  F 

derart;  dass  die  Gleichungen  14)  gelten,   so  kann  man  immer 

.  die   eine  der  Potential functiouen   Va  oder   Vf  durch   äusserst 

einfache  Kechnung  aus  der  andern  Vi  oder  Fa  ableiten,  wenn 

diese  in  der  Form  der  Gleichungen  17)  gegeben  ist. 

Die  letzte  der  in  diesem  Satze  enthaltenen  Bedingungen  kann  aber 
leicht  wenigstens  für  V^  erfüllt  werden,  auch  wenn  Va  nicht  ursprünglich 
in  der  Form  der  Gleichungen  17)  gegeben  ist.  Ist  nämlich  F«  ursprünglich 
in  irgend  einer  andern  Form  gegeben ,  so  zeigt  die  Gleichung  16) ,  wie  F« 
auf  die  im  vorigen  Lehrsätze  verlangte  Form  gebracht  werden  kann.  Ist 
ursprünglich  F,-  in  anderer  Form  gegeben,  als  der  vorige  Lehrsatz  ver- 
langt, so  bietet  die  Gleichung  16)  kein  Mittel  dar,  um  die  verlangte  Form 
herzustellen,  weil  in  den  Functionen  Z^^  im  Werthe  von  Vi  z  einö  variable 
Grösse  ist.  Wir  erhalten  daher  zum  vorigen  Satze  noch  den  Zusatz:  Ist 
aber  Va  ursprünglich  in  andererForm  gegeben,  so  lässt  sich 
diese  Potentialfunction  mit  Hilfe  des  in  der  Gleichung  16) 
enthaltenen  Entwickelungsgesetzes  auf  die  verlangte  Form 
bringen. 

Die  im  vorigen  Lehrsatze  ausgesprochenen  Bedingungen  über  die 
Form  der  gegebenen  Potentialfunction  F^  oder  Vi  ist  unter  Anderem  stets 
erfüllt,  wenn  die  Massen  bekannt  sind,  von  denen  die  gegebenen  Potential- 
functionen  herkommen  sollen.  Um  dies  zu  beweisen,  reicht  es  aus,  wenn 
wir  als  gegebene  Massen  gegebene  Massenpunkte  annehmen. 

Es  sei  ua  ßA  fA  ein  mit  der  Masse  Qa  versehener,  irgendwo  ausserhalb 
der  Niveaufläche  F=a  gelegener  Pankt,  dann  ist  dessen  Potentialfunction 
AVi  auf  irgend  einen,  innerhalb  der  Niveaufläche  gelegenen  Punkt  atßiyi 

und  wenn  die  Entwickelung  von  F  eingesetzt  wird : 

18)  Mri  =  OA^n{ajD)''+t^mZi«)p(;^yf,ßj,Y^,  ß(.  Yd, 

(inDz=^z=  Variabel. 
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Diese  Potentialfunction  ^F,-  kann  aber  anf  die  Form  gebracht  werden: 

u 

of,-  />  =  r  =^  Variabel , 
nnd  erscheint  so  als  die  innere  Potentialfunction  einer  gewissen ,  auf  der 
Niveaufläche    V=  a    Helbst   haftenden    unendlich   dünnen   Massenschicht. 
Nach  dem  vorigpn  Satze  ist  nun  die  äussere  Potentialfunction  dieser  Mas- 
senschicht, wenn  wir  sie  mit  V^'^)  bezeichnen: 

o 

aD  =  z^=i  Const. 
Bs  sei  ferner  ajßjyj  ein  Punkt  im  Innern  des  von  der  NiveauflHche 
F=  a  umschlossenen  Raumes  mit  der  Masse  Qj^  dann  ist  dessen  Potential- 
function jVa  auf  einen  Punkt  aaßaYa  ausserhalb  der  Niveaufläche 

21)  /Fa = Qj^n  («, /))•+ « 2'»  2L"' /»L"'  (ß^'  »'•'•  ß'  <  y«)  •  «•'^  -  *• 

Die  Gleichung  21)  schreiben  wir  nun  in  der  Form 

In  dieser  Gleichung  22)  besitzen  die  Functionen  Z  die  beigeschriebenen 
Argumente,  und  da  aj  einem  fest  angenommenen  Punkte  im  Innern  der 
Niveaufläche  angehört,  soittt  auch  Z^^(ajD)  für  jeden  beliebigen  äusseren 
Punkt  ttaßaya  «iö  constanter  Werth  ebenso,  wie  Z^^{aD).  Die  Gleichung 
22)  hat  also  die  Form  der  äusseren  Potentialfunction  einer  gewissen ,  auf 
der  Niveaufläche  r=:a  haftenden  unendlich  dünnen  Massenschicht.  Be- 
zeichnen wir  die  äussere  Potentialfunction  dieser  Massenschicht  mit  V^^ 
so  ist  also 

23)   F(-0=ßy^«(«.Z))»+i2«Z(j)ö(;j)(^.,y.),      «Z>=z  =  Const.. 


wenn 


Z(")  {ttjD)      , 

Nach  den  Gleichungen  17)  folgt  aber  hieraus  die  entsprechende  innere 
Potentialfunction  FK^  in  der  Form 

24)   Vf'i^0j^n{aDY'^^yimZ^^Q^;^^{6i,yi),     a< /?  =  Z  =  Variabel ; 

womit  das  anfänglich  Behauptete  wenigstens  für  die  Formen  der  Potential- 
functionen  bewiesen  ist,  die  von  gegebenen  Massenpunkten  herkommen. 
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Wären  die  die  gegebenen  Potentialfanctionen  erzengenden  Massen  nicht 
Massenpnnkte,  sondern  in assen erfüllte  Räume,  Flächen  oder  Linien,  so  gilt 
das  eben  Bewiesene  wenigstens  für  ein  Element  dieser  gegebenen  Massen. 
Denken  wir  uns  daher  in  den  Gleichungen  18)  und  22)  statt  Qji  das  äussere 
Massenelement  dqj^  statt  Qj  das  innere  Massenelement  dgj  gesetzt  und 
dann  die  Integration  über  die  gegebenen,  vollständig  ausserhalb  oder  inner- 
halb der  gegebenen  Niveaufläche  gelegenen  Massen  ausgeführt,  so  ändert 
sich  an  den  dadurch  entstehenden  Gleichungen  nichts,  als  die  Entwicke- 
lungscoefficienten  der  Potentialfunctiouen ;  ungeündert  bleibt  namentlich  die 
Art,  wie  man  aus  der  einen  der  so  gefundenen  Potentialfunctionen  die  an- 
dere ableiten  kann. 

Endlich  lässt  sich  auch  noch  zeigen,  dass  man  auch  aus  der  in  beliebi- 
ger Form  gegebenen  Potentialfunction  F,-  die  andere  Va  ableiten  kann, 
wenn  nur  Vi  bekannt  ist  für  alle  Punkte  der  Niveaufläche  F=  or. 

Ist  nämlich  Vf  unter  irgend  einer  Form  für  alle  Punkte  der  Niveau- 
fläche V=:ct  bekannt,  so  kann  man  auch,  so  lange  man  Vi  nnr  auf  diese 
Punkte  bezieht,  F|  betrachten  blos  als  Function  von  ß>  und  /,  wenn  j3'  und 
/  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Niveaufläche  F=«  bezeichnen. 
Entwickelt  man  diese  so  verstandene  Function  F',-  nach  dem  in  der  Gleich- 
ung 16)  enthaltenen  Entwickelnngsgesetz,  so  erhält  V\  die  Form 

v'i=  D  ^n  («  D)-  2"  ^JJ'  «S»  iß\  r) 

= i  2"  ^'^^"^  '2"  ^-  ^"*  ^'  ^'^ ' 

0 

in  welcher  die  Ä<J)  nur  vom  constanten  Argument  aD  abhängige  Werthe 
bezeichnen.    Wir  können  diesem  Werthe  von  F'#  auch  die  Form  geben : 

Mag  nun  die  Potentialfunction  F,-  herkommen  von  irgendwelchen  Mas- 
sen ausserhalb  der  Niveaufläche  F=a,  so  wissen  wir  aus  der  vorigen  Be- 
trachtung doch  soviel ,  dass  es  immer  auf  die  Form  gebracht  werden  kann : 

27)     Vi  =  ^l'«  («/>)•+ 1  V«  Z<J)  P(^)  (ßi ,  y<) ,     «</>=?=  Variabel. 

o 

Lassen  wir  den  Innern  Punkt  a<fty,-  unendlich  nahe  an  die  Nivean- 
fläche  V=a  herantreten,  so  muss  der  Werth  von  F<  in  27)  identisch  wer- 
den mit  dem  Werthe  von  F,-  in  26),  gleichgiltig,  welchen  Punkt  auf  der 
Niveaufläche  F=ö  die  Coordinaten /5i  =  /3' und /<=/ bezeichnen.  Hieraus 
folgt  aber,  dass  F,-,  wenn  es  nur  von  Massen  herkommt,  die  nur  ausserhalb 
oder  auf  der  Niveaufläche  F=  a  liegen,  immer  auf  die  Form  gebracht  wer- 
den kann: 
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ciiD=^z  =  Variabel , 
nnd  jetzt  hat   Vi  eine  Form ,   die  nun  sehr  leicht  den  zugehörigen  Werth 
von  Va  ergiebt ,  nämlich 

ctD=^z^=i  Const. 

Wir  sind  hierdnrch  in  den  Stand  gesetzt,  dem  vorigen  Lehreatz  fol- 
gende umfassendere  Form  zu  geben : 

Sind  die  Entwickelungscoefficienten  Pn  der  Function  F 
derart,  dass  die  Gleichungen  14)  gelten,  so  kann  man  immer 
die  Potentialfunctionen  V^  und  Vi  durch  äusserst  einfache 
Rechnung  gewinnen,  wenn  nur  die  eine  von  ihnen  für  alle 
Punkte  der  Niveaufläche   F=  a  gegeben  ist. 

Es  sei  wiederum  der  Massenpunkt  ajßjyj  irgendwo  innerhalb  der 
Niveaufläche  r=  o  gelegen  und  er  besitze  als  Masse  die  positive  Massen- 
eiuheit.  Wir  transponiren  diese  Masse  äquivalent  für  alle  Punkte  auf  und 
ausserhalb  der  Niveaufläche  V=^a  auf  diese  Niveaufläehe  selbst.  Hierzu 
ist  nöthig,  dass  die  äussere  Potentialfunction  Va  der  auf  der  Niveaufläche 
anzubringenden  äquivalenten  Massenschicht  übereinstimme  mit  der  Poten- 
tialfunction jVa  des  angenommenen  Massenpunktes  für  alle  Punkte  auf  und 
ausserhalb  der  Niveaufläche  r=a. 

Nun  ist  gemäss  den  Gleichungen  21)  und  22) 


m 

ttJ)  t=  2  =  Const. 


In  dieser  Gleichung  30)  hat  bereits  jVa  die  Form  der  äusseren  Poten- 
tialfunction V^  der  gesuchten,  auf  der  NiveauBäche  anzubringenden  Mas- 
senschicht. Die  dazu  gehörige  innere  Potentialfunction  ist  daher  nach  den 
Gleichungen  J7),  wenn  wir  zur  vermehrten  Deutlichkeit  die  Argumente  der 
Functionen  Z^"^  beisetzen  und  beachten ,  dass  * 

31)  Va-=jVa, 

32)  F,  =^n  («/>;«  +  l  2-  ^'^'  ^«'  ^)  %^]^'^'  ^^''  ^"  ^'  '  ^'^ ' 

«^  />  ==  z  =  Variabel. 
Wir  erhalten  nun  aus  den  Gleichungen  30)  und  32)  die  Dichtheit  q  der 
auf  der  Niveaufläche   V=a  im  Punkte  ßiy   anzubringenden  äquivalenten 
Massenschicht  selbst,  wenn  wir  die  Gleichung  7)  benützen,  in  der  Form 

=  -1.[(^£Ib)        +(  "^'-^        1 
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Verfahren  wir  nun  weiter  ganz  ähnlich ,  wie  oben  bei  der  Herleitane 
der  Gleichung  8)  geschah,  so  erhalten  wir  für  p,  wenn  wir  zugleich  noch 
für  die  Snmmenindexe  m  nnd  n  die  entsprechenden  fi  und  v  einfahren: 

Durch  die  Gleichung  33)  ist  die  Aufgabe  gelöst,  die  Masse  -|-1,  welche 
sich  in  irgend  einem  Punkte  innerhalb  der  Niveauflächo  V^=sa  befindet, 
äquivalent  für  alle  Pnnkte  auf  und  ausserhalb  der  NiTeaufläche  Fsaanf 
diese  Niveauflüche  selbst  zu  transponiren. 

Befände  sich  in  dem  innern  Punkte  nicht  die  Masse  +  1 ,  sondern 
irgend  eine  andere,  etwa  q^  und  sollte  diese  Masse  q  äquivalent  für  alle 
Punkte  auf  und  ausserhalb  der  Niveauflftche  F=  o  auf  diese  Niveaufläche 
selbst  transponirt  werden,  so  würde  sieh,  wie  leicht  ersichtlich,  an  der 
Gleichung  33)  Nichts  weiter  ändern,  als  dass  die  rechte  Seite  mit  q  zu  mul- 
tipliciren  wäre,  wenn  jetzt  q  die  Bedeutung  hätte,  dass  es  die  Massendicht- 
heit auf  der  Niveaufläche,  die  durch  die  jetzige  Transposition  entstehen 
würde,  bezeichnete. 

Wäre  im  Innern  der  Niveaufläche  F=or  nicht  blos  ein  Massenpnnkt 
gegeben ,  dessen  Masse  äquivalent  für.  alle  Punkte  auf  und  ausserhalb  der 
Niveaufläche  F=o  auf  diese  Niveaufläche  transponirt  werden  sollte,  so 
würde  die  rechte  Seite  der  Gleichung  33)  in  eine  Summe  solcher  Ausdrücke 
übergehen,  wie  der  zuletzt  erhaltene,  wenn  nur  die  Masse  q  transponirt 
wurde ,  und  jeder  einzelne  Summand  würde  einem  der  gegebenen  Massen- 
punkte entsprechen. 

Befände  sich  endlich  im  Innern  der  Niveaufläche  F=a  ein  stetig  mit 
Masse  angefüllter  Kaum  und  wäre  im  Punkte  ajßjyj  die  Dichtheit  der  ge- 
gebenen Masse  />(«/,/?/,//),  so  hätte  man  in  dem  im  Punkte  ajßjyj  ge- 
legenen Volumenelement 

die  Masse 

"    h     h     h       '^""J^ßj^hJ^ 

^ctj^'ßj'^yj 
und   die   resultirende  Massendichtheit  q    auf  der  Niveaufläche   V^=a  im 
Punkte  ß*y\  die   zu   der  im  Innern  dieser  Niveaufläche  K=a  gegebenen 
Massenvertheilung   für  alle  Punkte   ausserhalb  und  auf  der  Niveanfläcbe 
äquivalent  wäre,  stellt  sich  heraus  zu 
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34)  ^  jß  JV  j 

ffßp  («/  />)  ^~f//H^  Pi:'  C^^'  y^^  ß'^  Y)  daj  dßj  dyj, 

^jß'jyj 

Durch  die  Gleichung  34)  ist  die  allgemeinste  Aufgabe  für  die  äquiva- 
lente Massentransposition  aus  dem  innern  Räume  einer  Niveaufläche  auf  die 
Niveaufläche  selbst  ausgeführt,  wenn  die  Integrationen  erstreckt  werden 
über  den  ganzen  massenerfüllten  Raum  innerhalb  der  Niveaufläche  F=  a. 
Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  ähnliche  Aufgabe  für  die  entgegengesetzte 
äquivalente  Massentransposition  zu  lösen. 

Ist  der  Punkt  ciAßAVA  ausserhalb  der  Niveaufläche  r=a  gelegen  und 
ist  in  ihm  die  positive  Massencinheit  concentrirt,  so  besitzt  dieser  Massen- 
punkt auf  die  Punkte  innerhalb  der  Niveaufläche  F=a  eine  gewisse  Po- 
tentialfunction  ^F,-,  welche  bereits  in  den  Gleichungen  18)  und  19)  an- 
gegeben ist,  wenn  man  in  diesen  Gleichungen  (>^  =  1  setzt. 

Transponiien  wir  die  im  Punkte  uaPaYa  vorhandene  Masse  -\-\  äqui- 
valent für  die  Punkte  im  Innern  der  Niveaufläche  F=a  auf  die  Nivean- 
fläche  selbst,  so  ist  gemäss  der  Gleichung  19)  die  innere  Potentialfunction 
Vi  dieser  transponirten  Masse 

o 

und  dem  entsprechend  die  äussere  l^otentialfunction  Va 

Aus  den  Gleichungen  35)  und  36)  finden  wir  aber,  wie  im  vorliegenden 
Falle  die  Dichtheit  q  der  auf  der  Niveaufläche  V=a  im  Punkte  |5'y'  anzu- 
bringenden äquivalenten  Massenschicht 

Die  Gleichung  37)  lobt  dicßclbe  Aufgabe  für  einen  ausserhalb  der 
Niveaufläche  V=a  gelegenen  Mflssenpunkt,  welche  die  Gleichung  33)  für 
einen  innerhalb  der  Niveaufläche  gelegenen  löste. 

An  die  letzte  Gleichung  37)  schlicssen  sich  ferner  ganz  analoge  Fol- 
gerungen ,  wie  die  waren ,  welche  sich  an  die  Gleichung  33)  schlössen, 
wenn  in  dem  Punkte  otAßAyA  nicht  die  Masse  +1,  sondern  eine  an- 
dere, etwa  g,  vorhanden  ist,  oder  wenn  nicht  blos  einer,  sondern  mehrere 
Massenpunkte  gegeben  sind,  für  welche  die  Massentransposition  yxj^genonv- 
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men  werden  soll.  Hier  mag  nnr  noch  der  Fall  speciell  erwShnt  werden, 
wenn  die  gegebenen  Massen  einen  Ranm ,  der  ausserhalb  der  Niveanfläcbe 
V^=^a  gelegen  ist,  stetig  erfnllen,  so  dass  im  Volnmenelemente 


K 


aj 


Ha^a 


die  Dichtheit 

J>{^A^?A,yA) 

vorhanden  ist  nnd  folglich  die  Masse  des  Volnmenelements  beträgt 
h T. — £ "*^  ^Pa  "Ya. 

Nennen  wir  auch  hier  q  die  resnltirende  Dichtheit  im  Punkte  /J'/  der 
Niveaufl&che  V=:^a  von  der  Masse,  die  auf  dieser  Niveauflache  angebracht 
werden  muss,  damit  sie  der  gegebenen,  ausserhalb  der  Niveaufläche  ge 
legenen,  fUr  alle  Punkte  innerhalb  und  auf  der  Niveaufläclie  V=a  äquiva 
lent  sei ,  so  ergiebt  sich 


aP'a  7  a 

P^  {ßA.  7a,  $,  y)  daA  dßA  rfy^. 

In  dieser  Gleichung  38)  hat  sich  offenbar  wieder  die  Integration  über 
den  ganzen  massenerfttllten,  ausserhalb  der  Niveaufläche  V=:a  gegebenen 
Kaum  zu  erstrecken. 

Die  Gleichung  38)  löst  dieselbe  Aufgabe  für  beliebig  gegebene  Massen 
ausserhalb  der  Niveaufläche  r=a,  welche  die  Gleichung  34)  löste  far 
Massen,  welche  innerhalb  der  Niveanfläche  V^a  gegeben  sind. 

MuUipIiciren  wir  die  Gleichung  33)  mit  Fdn^dny,  indem  F  bezeichnet 
die  reciproke  Entfernung  irgend  eines  Punktes  /J'/  der  Niveaufläche  F=a 
von  einem  beliebigen,  ausserhalb  der  Niveaufläche  gegebenen  Punkte 
^aßaYay  so  entsteht  durch  Integration  über  die  Niveaufläche  hinweg  die 
äussere  Potentialfunction  Va  derjenigen  Massenschicht  auf  der  Niveaufläche 
V^a^  die  der  äusseren  Potentialfunction  des  Punktes  ajßjyj  innerhalb  der 
Niveaufläche  gleich  sein  muss  für  jeden  Punkt  ccaßaYa  auf  oder  ausserhalb 
der  Niveaufläche  V=  a.    Es  mUss  also  gelten 

30)  1  JqFd7ißrdny^  =  ß\^ 

ß\  Yö 
wenn  jVa  den  Werth  besitzt,  welchen  die  Gleichung  30)  angiebt. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  39)  den  bekannten  Werth  von  ^  ein,  indem 
wir  beachten,  dass 
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und  gebrauchen  für  F  seine  Entwickeliing 
2>o  entstellt  nun  die  Gleichung 


40)        ^  r(w+i)2)r)(«j?)    tazyV))      '\^]^^ 

Diese  Gleichung  40)  uiuss  nun  für  jeden  Punkt  ci^ßaYay  ^^^  ausserhalb 
der  Niveaufiäche  V=a  liegt,  identisch  übereinstimmen  mit  dem  Werthe 
von  jVa  in  der  Gleichung  30);  hierzu  gehört  aber,  dass  die  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  von  a«  übereinstimmen ,  dass  also 

41)  2('')(a2))  ^       "•  ^      ' 


ft  71 


fj'p^m'  iß'  >  ra .  ß'-  y)  p|r'  (^•''  »'•''  ^'  /^ «?  ''l^- ''/ 

ßo  ra 

=2"  ^"'  («•'^^^m'  ^^'  y-'-  Ä"  y-)- 

Wenden  wir  nun  eine  ganz  analoge  Rechnung  auf  die  Gleichung  37) 
an,  indem  wir  verlangen,  dass  die  innere  Potentialfnnction  Vi  einer  auf  der 
Niveaafläche  V=a  befindlichen  Massenschicht  von  der  Dichtheit,  wie  die 
Gleichung  37)  angiebt,  identisch  für  eine  continuirliche  Reihe  von  inneren 
Punkten  aißtyi  übereinstimme  mit  depi  Werthe  von  Fi,  wie  er  durch  die 
Gleichung  19)  dargestellt  wird ,  so  ergiebt  sich  die  neue  Gleichung 

^n  («^D)'  +  ^^m  Z«;)  («,  D)p^^^  {ß^ ,  y^  ,  ßt ,  y.) 

J^  -«n  #-i  <*-!  rc^+o^ifU«^) 

42)      •        .jH-'W)    V^^y+' 

)      dz      )«=ai;J\a/ 


ffp^  ißA.  YAy  /?',  /)  pH  {ßi ,  Yi .  ß'^  y)  9  dj:d/. 
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Diese  Gleichung  muss  aber  auch  identisch  erfüllt  sein  und  bleiben, 
wenn  der  äussere  Punkt  a^i^AfA  auf  seiner  Kraftlinie  sich  fortbewegt,  wenn 
er  dabei  nur  immer  ausserhalb  der  NivcauilHche  Vs^a  bleibt,  d.  h.  die 
Gleichung  42)  muss  erfüllt  sein  für  eine  continuirliche  Werthreihe  von  aj. 
Da  nun  in  der  vorstehenden  Gleichung  a^  nur  vorkommt  in  seinen  ganzen 
positiven  Potenzen,  so  kann  man  sich  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
42)  nach  den  ganzen  aufsteigenden  Potenzen  von  o^  angeordnet  denken, 
was  nur  eine  unbedeutende  Aenderung  in  der  Form  der  vorstehenden 
Gleichung  verursachen  würde ,  und  dann  müssen  die  Coefficienten  gleicher 
Potenzen  von  ua  Auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  42)  übereinstimmen.  Aus 
42)  folgt  demnach 

Dio  Gleichungen  41)  und  43) ,  auf  welche  die  Betrachtung  der  äquiva- 
lenten Massentransposition  führte,  stellen  eine  wesentliche  Erweiterung  des 
in  der  Gleichung  4)  enthaltenen  Thcoremcs  dar,  eine  Erweiterung,  die  sich 
leicht  noch  weiter  führen  lässt,  wenn  man  über  die  Art,  wie  dio  Entwicke- 
lungscoefficicnton  P„  in  din  Form 

"       ^^         m    '  m 

gebracht  werden  sollen,  sjiecielle  Annahmen  macht,  was  aber  besser  erst 
nach  der  Wahl  der  bestimmten  zu  behandelnden  Cardinalfläche  geschiebt. 

Eine  fernerweite  Erweiterung  (Tor  Theoreme  in  4),  41)  und  43)  erhält 
man,  wenn  man  nicht  von  der  äquivalenten  Massentransposition  eines  ein- 
zelnen Masflenpunktos,  sondern  eines  ganzen  massenerfüllten  Raumes  aus- 
geht, indem  man  die  Gleichungen  34>)  und  38)  benützt.  Die  sich  ergebenden 
Jtesultate  machen  bei  ihrer  Plerleitiing  keine  Schwierigkeit,  wohl  aber  sind 
die  sich  ergebenden  Gleichut)<^en  ziemlich  voluminös;  deswegen  mag  hier 
ihre  blosse  historische  Erwähnung  genügen. 

Bestimmen  wir  nun  noch  die  Gesammtmassen  der  bei  den  äquivalenten 
^lassentranspositionen  auf  der  Niveaufläche  F=  a  erscheinenden  Massen- 
Schicht,  so  können  wir  hierzu  einfach  das  Resultat  benützen,  dass 

Lim   ^a M, 

wenn  M  die  Gesammtmaä:>e  bezeichnet,  welche  die  äussere  Potentialfunc 
tion  Va  erzeugt 

Hat  es  sich  dabei  zu  handeln  um  diejenige  Ma^se  ilf,  welche  bei  der  äqui- 
valenten Massentransposition  der  im  Punkte  ajßjvj  innerha}b>der  Niveau- 
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fläche  gegebenen  Masse  +  1  auf  der  Niveaufläche  entsteht,  so  können  w'iv 
als  Werth  von  F«  der  transponirten  Masse  den  Werth  benützen,  wie  ihn 
die  Gleichung  40)  für  jV^  =  F«  angiebt 

Dividiren  wir  aber  die  Gleichung  40)  durch  «o,  beachten  die  Gleich 
uijg  41)  und  gehen  endlich  zur  Grenze  für  ein  verschwindendes  a^  tibor,  ho 
entsteht 

Hieraus  wird  nach  der  Gleichung  10) 
und  hieraus  weiter  nach  3) ,  §  5: 

i.=  ^_! . 

jjddß'äy 

Nun  ist  nach  den  Festsetzungen  im  Anfange  dieses  Paragraphen 

ft   Vi 


Jjgd?dy^  +  \, 


folglich  erhalten  wir  ^^  ^*^ 

44)  Af  =  +1. 

Es  ist  also  dicf  Gesammtmasse^  welche  durch  Transposition  auf  der 
Niveaufläche  V=a  anzubringen  ist,  gerade  so  gross,  als  die  transponirte 
Masse.  Dasselbe  Resultat  würde  sich  auch  ergeben  haben,  wenn  die  zu 
transponirende  Masse  eine  andere,  etwa  q  gewesen  wäre,  oder  über  einen 
im  Innern  der  Niveaufläche  F=a  gelegenen  Raum  vertheilt  gewesen  wäre, 
so  dass  wir  das  Resultat  aussprechen  können: 

Transponirt  man  irgend  eine  Masse,  welche  im  Innern 
der  Niveaufläche  V z=s  a  gelegen  ist,  äquivalent  für  alle 
äusseren  Punkte  auf  die  Niveaufläche  selbst,  so  istAufdie- 
ser  ebensoviel  Masse  zu  vertheilen,  als  die  zu  transponi- 
rende Masse  betrug,  oder  die  äquivalente  Massentransposi- 
tion ist  in  diesem  Falle  eine  eigentliche  Massentransposi- 
tion. 

Um  ferner  die  Gesammtmenge  M  derjenigen  Masse  zu  bestimmen, 
welche,  auf  der  Niveaufläche  Fsa  angebracht,  äquivalent  ist  einer  im 
Punkte  ajßjyj  ausserhalb  der  Niveaufläche  vorhandenen  Masse  q  für  alle 
Punkte  innerhalb  und  auf  der  Niveaufläche  K=a,  können  wir  die  Gleich- 
ung 36)  benützen,  indem  wir  auf  der  rechten  Seite  den  Factor  q  hinzu- 
gesetzt denken  und  die  linke  Seite  so  verstehen,  dass  sie  die  äussere 
Potontialfunction  bedeutet,  wenn  im  Punkte  cCjißjyj  nicht  die  Masse  +1. 
sondern  die  Masse  q  gegeben  ist.  Dividiren  wir  dann  die  Gleichung  3ö) 
durch  «fa  on^  gehen  zur  Grenze  für  a«=0  über,  so  entsteht 
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"=-  «?=ctI  = '  ^  •  t2'  ^-  ^«^^''S:»  (ß^^  y-*.  ß"  r.) 

et 

folglich  nach  3),  §5: 

44a)  M^q"^.         .      *  -  =  ^ .  — . 

ßo  Vo 

Diese   Gleichung   zeigt,    dass    die   Oesammtmasse,    welche    auf  der 

Niveaufläche  F=a  anzubringen  ist,  damit  sie  für  alle  Punkte  im  Innern 

und   auf  der  Niveaufläche   F=cf  äquivalent  sei  der  Masse  q  im  Punkte 

^jßjyji  ausserhalb  der  Niveaufläche  nur  einen  Bruchtheil  dieser  Massen 

beträgt,  weil  a^^a,  und  zwar  den  Bruchtheil  <-  von  dieser  Masse  q, 

et 

Es  ist  ans  der  Gleichung  38)  leicht  abzunehmen,  wie  sich  das  eben 
gewonnene  Resultat  für  den  Fall  gestaltet,  dass  die  ausserhalb  der  Niveaa- 
fläche  F=  er  gegebene  Masse  gewisse  Eäume  stetig  erfüllt.  Wir  sprechen 
die  eben  gewonnenen  Rohultate  in  dem  Satze  aus: 

Sind  beliebige  Massen  ausserhalb  der  Niveauflacbe 
V^=^CL  gegeben,  welche  äquivalent  für  alle  Punkte  innerhalb 
und  auf  der  Niveau  fläche  r=a  auf  diese  Niveau  fläche  selbst 
trausponirt  werden  sollen,  so  ist  die  auf  der  Niveaufläche 
anzubringende,  einem  einzelnen  der  gegebenen  Massen- 
punkte  entsprechende  Masse  dem  absoluten  Werthe  nach  um 
soviel  kleiner,  als  es  das«  des  Massenpunktes  gegen  das  ff 
der  Niveaufläche  ist,  übrigens  aber  von  gleichem  Vorzei- 
chen. Die  äquivalente  Massentransposition  ist  also  in  die- 
sem Falle  eine  uneigentliche  Transposition. 

Aus  der  Gleichung  30)  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Dichtheitsfactor  der 
Cardinalfläche  =  Dj  setzen  und  im  innern  Punkte  ajßjyj  die  Masse  Mj  an- 
nehmen ,  die  äussere  Potentialfunction  dieses  Massenpunktes  in  der  Form 

45)     jy„=  Mj^n  i„j  Pj)'+i^^  zw  (,ajßj)pi«)  {ßj,  yj,  ß„,y„).        . 
o 

Ist  weiter  ua^aYa  irgend  ein  äusserer  Massenpunkt  und  macheu  wir 
die  Annahme 

/>./      ^A 

aus  denen  folgt 


77=—»      ^JfXA- 

/>        a 


so  nimmt  die  Gleichung  45),  wenn  wir  in  ihr  diese  Annahme  einführen,  die 
Form  an : 
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O 

Diese  Gleichung  46)  stimmt  aber  vollständig  mit  der  Gleichung  36) 
überein,  wenn  wir  noch 

setzen  und  uns  in  dem  äusseren  Punkte  a^  ßj  ya  <^io  Masse  Ma  vereinigt 
denken,  welche,  äquivalent  für  die  im  Innern  und  auf  der  Niveaufläche 
V=scc  gelegenen  Punkte  auf  diese  Niveaufläche  transponirt,  eine  äussere 
Potentialfunction  F«  besitzt,  die  mit  der  in  der  Gleichung  36)  dargestellten 
übereinstimmt,  wenn  man  noch  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  mit  Ma  . 
multiplicirt.    Wir  erhalten  hierdurch  den  Satz: 

Ist  im  Punkte  aAßjyA  ausserhalb  der  Niveau  fläche  V=a 
die  Masse  Ma  concentrirt  und  transponirt  man  diese  Masse 
äquivalent  für  die  Punkte  innerhalb  und  auf  der  Niveau- 
fläche V=sa  auf  diese  Niveaufläche  selbst,  so  besitzt  die 
äquivalent  transponirte  Masse  eine  äussere  Potentialfunc* 
tion,  die  übereinstimmt  mit  der  äussern  Potentialfunction 
eines  gewissen  Massenpunktes  ajßjyj  innerhalb  der  Niveau- 
fläche F=cr,  der  dieselbe  Masse  Ma  hat,  wie  der  gegebene  äus- 
sere Punkt  ccAß^YAy  und  auch  mit  ihm  auf  derselben  Kraftlinie 
gelegen  ist,  jedoch  so,  dass  aAOj^^a^-^  zugleich  muss  aber 
auch  die  äussere  Potentialfunction  dieses  innern  Massen- 
punktes ajßjyf  auf  einen  andern  Dichtheitsfactor  Dj  be- 
zogen werden,  der  mit  dem,  worauf  die  äussere  Potential- 
function der  transponirten  Masse  bezogen  ist,  nämlich  />, 
zusammenhängt  durch  die  Gleichung  a/>/=;ff^/>. 

Die  Gleichung  4ö)  entspricht,  wie  die  Gleichung  32)  ohne  Weiteres 
zeigt,  als  innere  Potentialfunction  F^  der  äquivalent  auf  die  Niveaufläche 
F=3a  transponirten  Masse  Mj  des  innern  Massenpunktes  ajßjyj  die  Poten- 
tialfunction 

oder  auch  die  innere  Potentialfunction 

Machen  wir  hier  dieselben  Annahmen,  wie  vorbin,  indem  wir  setzen 

so  wird  aus  der  Gleichung  47) 
48)     Vi^Mj^n{aDr  +  ^^.  ZS'(«.-0)(^)"%iJ:>(^/,>V.i3.,}'.). 
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Diese  Gleichnng  stimmt  aber  vollständig  überein  mit  der  früheren 
Gleichung  35),  wenn  wir  im  Punkte  a^ßjy^  die  Masse  M^=sMj  vorhanden 
denken  und  wenn  ßA  =  ßj  ^^^  yA==YJ'  ^"'  erhalten  somit  zuoi  vorigen 
Satze  den  entsprechenden  andern: 

Ist  im  Punkte  ajßjyj  innerhalb  der  Niveaufl&cbe  F=ft 
die  Masse  Afj  concentrirt  und  transponirt  man  diese  Masse 
äquivalent  für  die  Punkte  ausserhalb  und  auf  der  Niveau- 
fläche  r=flf  auf  diese  Niveaufläche  selbst,  so  besitzt  die 
äquivalent  transponirte  Masse  eine  innere  Poten  tialfunc- 
tion,  die  tibereinstimmt  mit  der  innern  Potentialf anction 
eines  gewissen  Massenpunktes  acAßjyA  ausserhalb  derNiveau- 
fläche  V=ay  der  dieselbe  Masse  ^/ besitzt,  wie  der  gegebene 
Massenpunkt  und  mit  ihm  auf  derselben  Kraftlinie  gelegen 
ist,  jedoch  so,  dass  a/or^=a';  zugleich  muss  aber  aacfa  die 
äussere  Potentialf unction  des  innern  gegebenen  Massen- 
puttktes  fxjßjyj  auf  einen  Dichtheitsfactor  Dj  bezogen  wer- 
den, der  mit  dem,  worauf  die  innere  Potential fun et ion  des 
Massenpunktes  ajßjtYA  bezogen  ist,  nämlich  />,  zusammen- 
hängt durch  die  Gleichung  «/>7=a^/>. 

Die  beiden  eben  erlangten  wichtigen  Lehrsätze  gelten  unter  der  ftir  die 
Dichtheitsfactoren  Dj  und  D  bestehenden  Relation 

Dj:D  =  aA:  ci  =  a:aj,  , 

Es  erscheint  zuerst  auffällig,  dass  sich  hier  für  die  Dichtheitsfactoren 
eine  bestimmte  Bedingung  herausstellt,  während  wir  doch  früher  gesehen 
haben,  dass  die  Dichtheitsfactoren  beliebig  gewählt  werden  konnten,  wenn 
man  nur  für  sie  endliche  numerische  Werthe  annahm.  Sehen  wir  zu,  was 
die  vorige  Bedingung  bedeutet,  so  ergiebt  sich  zunächst,  weil  die  beiden 
Dichtheitsfactoren  in  bestimmter  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  auch 
die  auf  den  Cardinalflächen  haftendem  Gesammtmassen  in  einem  nicht  will- 
kürlichen Zusammenhange  zu  einander  stehen,  sondern  dass,  wenn  etwa 
die  Cardinalfläche  mit  dem  Dichtheitsfactor  D  die  Gesammtmasse  +1  be- 
sitzt ,   die  Cardinalfläche  mit  dem  Dichtheitsfactor  Dj  als  Gesammtmasse 

(+1). —  besitzt.     Es  ist   somit  in  der  obigen  Bedingung  gleichsam  eine 
cc 

Aendernng  des  Massenmassstabes  ausgedrückt.  Hiermit  ist  zugleich  ein 
anscheinender  Widerspruch  erklärt,  der  sich  in  den  beiden  letzten  Lehr- 
sätzen findet.  Während  nämlich  in  der  Rechnung  zur  Herleitung  der  bei- 
den Lehrsätze  und  in  diesen  selbst  ausgedrückt  ist,  dass  die  Massen  JUj 
und  Mj  der  beiden  Punkte  ccjßjyj  und  ajßjyA  einander  gleich  sein  aoll 

ten,  findet  man  doch,  wenn  man  den  Grenzwerth  von       "^  ~  aufsucht,  dass 

«a=0  ffa 

die  Massen  M^  und  Mj  einander  niclit  gleich  sind,  sondorn^-riass  vie|imehr 
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im  erstereil  Falle  Mj=^Ma  —  ,  im  zweiten  Falle  Myi^=J^j     .    Dieser  Wi- 
tt a 

(lerspruch  erklärt  sich  also  aus  der  über  die  Dichtheitsfactoron  geltenden 
obigen  Bedingung,  indem  darin  eine  Verschiebang  des  Massenmassstabes 
gefordert  ist.  Man  kann  aber  die  obige  Bedingung  nicht  etwa  allein  da- 
durch erftillen ,  dass  man  etwa  im  Voraus  blos  diese  Aenderung  des  Mas- 
senmassstabes  in  Bezug  auf  die  beiden  Massen  Mj  und  Mj  in  die  Rech- 
nung einführt,  sondern  es  kann  die  obige  Bedingung  nur  in  der  Art  erfüllt 
werden,  wie  sie  in  den  beiden  letzten  Lehrsätzen  ausgedrückt  ist,  weil  sich 
mit  einer  Aenderung  des  Massenmassstabes  zugleich  auch  eine  wesentliche 
Aenderung  der  vorher  mit  Z^"^  bezeichneten  Functionen  herausstellt. 

Inwiefern  in  den  in  diesem  Paragraphen  mitgetheilten  Lehrsätzen  die 
Lösung  einer  umfangreichen  Classe  thermostatischer  und  elektrostatischer 
Probleme  beruht,  soll  später  mitgetheilt  werden. 


Anwendung  der  bisherigen  Sätze  auf  eine  gleichförmig  mit  Hasse 
belegte  Oerade  als  Cardinalfläche. 

Als  Cardinalfläche  soll  jetzt  eine  begrenzte  Gerade  von  der  Länge  2/, 
die  gleichförmig  mit  der  Gesammtmasse  + 1  belegt  ist,  angenommen 
werden. 

Für  ein  rechtwinklig  räumliches  Coordinatensystem  der  a?j^z,  dessen 
^-Aze  mit  der  Cardinalfläche  zusammenfällt  und  dessen  Anfangspunkt 
in  der  Mitte  der  Cardinalfläche  gelegen  ist,  erhält  man  als  Gleichung  der 
zugehörigen  Niveaufiächen 

J  V{t-iy  +  y'  +  '^'    '^^  Vix+iy  +  y^+z-^i^x 

Hieraus  findet  man  aber  sehr  leicht  durch  einfache  elementare  Trans- 
formationen als  Gleichung  der  Niveauflächen 

I)  _-5l    .+  -  y\+y._^x 

Die  Niveauflächen  sind  also  confocale  verlängerte  Rotationsellipsoide, 
deren  unveränderlicher  Brennpunktsabstand  2/  beträgt,  deren  Brennpunkte 
also  die  Endpunkte  der  Cardinalfläche  sind. 

Für  a  =  0  v/erden  beide  Halbaxen  des  Ellipsoids  auf  gleiche  Weise 
unendlich  gross,  d.  h.  für  a  =  0  giebt  I)  die  Gleichung  einer  Kugel  mit  un- 
endlich  grossem  Radius  (ve/gl.  §  2).    Sonst  ziehen  sich,  je  grösser  a  ge 
uommen  wird,  die  Rotationsellipsoide  mehr  und  mehr  zu^auuuen  updgebenj 
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für  a  =  oo  die  Cardinalfläche  selbst.  Die  jetzigen  Niveanflächen  erfüllen 
also  die  Bedingungen,  welche  am  Ende  von  $2  gestellt  wurden,  um  a  als 
Coordinate  irgend  eines  Raumpunktes  einführen  zu  können. 

Setzt  man  den  jetzt  bekannten  Werth  von  V  ein  in  die  Differential- 
gleichungen 'i),  $2,  so  findet  man  durch  leichte  Integration  das  übrigens 
auch  aus  der  Geometrie  bekannte  Resultat,  dass  die  Flächen  ^  (x,  y^z)  =  ß 
und  /*8  {x^  y^z)=zy  im  vorliegenden  Falle  confocale  Rotationshyperboloide 
mit  zwei  Mänteln ,  deren  gemeinsame  Brennpunkte  mit  den  Brennpunkten 
der  Niveauflächen  zusammenfallen  und  eine  Schaar  von  Ebenen  sind ,  die 
unter  übrigens  verschiedener  Neigung  immer  durch  die  Rotationsaxe  der 
beiden  anderen  Flächenschaaren  hindurchgehen. 

Bedeutet  nun  y  den  Winkel,  den  eine  dieser  letzteren  Ebenen  in  irgend 
einer  ihrer  Lagen  mit  der  xy- Ebene  einschliesst,  und  nehmen  wir  in  dieser 
Ebene  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  u  und  v  an ,  derart, 
dass  die  Gleichungen  gelten : 

1*)  a;  =  M,y  =  r  cosy^     z  =  c  sin y, 

so  lautet  die  Gleichung  der  Durchschnittslinien  dieser  Ebene  y  mit  den 
Ellipsoiden: 

und  die  Gleichung  der  DurchscLuittslinie  derselben  Ebene  y  mit  den  Hy- 
perboloiden 

3)  -i-5 -.=  »• 

V       r  —  V 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  findet  man 

und  wenn  wir  noch  .        ^ 

V  =  /  cos  p 

setzen,  so  sind  die  in  den  Gleichungen  1^),  2),  3)  vorkommenden  Grössen 
ccßy  gerade  die  neu  einzuführenden  Raumcoordinaten  und  es  entsprechen 
einander,  wenn  xt/z  und  aßy  die  Coordinaten  desselben  Raumpunktes  sind, 
die  Gleichungen,  wie  sie  aus  1*),  2)  und  3)  erhalten  werden,  nämlich 
a:*  «/« +  z« 


0?*         y^  +  g'^ 


c«'  —  er- 


r         -r-  ^ 

X  =  /  — j ,  cos  p. 


y  =  ,a/_!g-.<^'"^^<'^)'- 
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Hierzn  ist  noch  der  Wertb  von  a,  ausgedrückt  durch  xt/Zy  aus  der 
Oleichung  1)  zu  ergänzen. 

Sollen  die  neuen  Coordinaten  der  aßy  no  beschafifen  sein,  dass  durch 
ihre  individuellen  Werthe  jeder  Raumpunkt  betimmt  werden  kann,  so  kön- 
nen wir  über  die  Intervalle ,  innerhalb  deren  sich  die  neuen  Coordinaten 
bewegen  sollen,  in  folgender  Weise  verfügen: 

5)  0<o<(»,     0'^ß<n\     0<y<27r. 

Hiermit  sind  auch  die  in  den  früheren  Paragraphen  immer  gebrauchten 
Integrationsgrenzen  ßo^  ßt^Yo^  Yx  bestimmt,  nämlich 

6)  j5o  =  0,  yo  =  Oj     /?,=7r,  y,=27r. 

Die  Gleichungen  4),  S2,  geben  im  vorliegenden  Falle,  da 

ä^-'(7a'^:e-ä/)2»  fß^'e^^rr^i^'^'P^    ^""^' 

^y_      e^'+r«'  .  dy __2lcosßcosy  ^y„    2lsinßsiny 

^  ^— .      e^-\-e-^     fl    •   R    '  dz  _2J  cosßsiny  dz  ^21  sinßcosy 

_  1 (g«/^g-tt/)« 

/.'j,  ^  -— r 


1  e«^  — e— a/ 

und  hiermit  erscheint  nun  für  den  Wertb  g  =  —  — r|- 

4»    /<i9^y 

8)  9^  TZ  **"  /^ »  ^®'g^-  ®) '  $  2). 

Sind  weiter  xyz  und  o^i^iZi  zwei  Raumpunkte,  denen  die  resp.  neuen 
Coordinaten  aßy  und  ttaßaya  zukommen,  so  gilt  für  die  Entfernung  R  die- 
ser beiden  Punkte 

ö)  n^  =  {x-x,)'  +  {y^y,Y  +  {^-^^)\ 

nnd  wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen,  so  dass  also  auch 

2 


11)  V7^^=^^l_^ar      VQ'a-\^ 


so  ergeben  sich  zur  Umformung  der  Gleicliung  fl)  in  die  neuen  Coordinaten 
clor  aßy  folgendo  Oleichungen: 

x  =  l  Qcosß,  y  =  IJ/q*^  1  siiiß  cos  y,  c  =  /  ]/(>'—  1  sin  ß  sin  y. 

X^=^lQa  cos ßay      yi  =  /  j/Q^a  —  1  sin ßa  COS ya,     Zi^l  ^Q^a  —  1  Sinß^ oc^njp 
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Hiormit  geht  die  Gleichnng  9)  uhpr  in 

R"  =  /'  !p'  +  9*a  —  SlV  j3  —  Sin^'ßa  —  'igga  COsß  COSßa 

-  2  j/q"^  1  j/g^a  —  1  sinßsinßa  cos{y  —  Y«)\- 
Nehmen  wir  beiderseits  den  absoluten  reciproken  Wertb  der  Quadrat- 
wurzel, so  erscheint  auf  der  linken  Seite  -^,  welcher  Werth  identisch  ist 

li 

mit  der  in  den  vorausgehenden  Paragraphen  mit  F  bezeichneten  Function. 
Wir  erhalten  also 

13)        ^"^7  [^^'+^''  "  '''"^^  '^  ^'""'^^  "'^QQa  cosß  cosß„ 

-  2  j/q*^~1  y^\  -  1  sin  ß  sin  /?.  cos  (y -  y,)]- ^, 
wenn  ^  und  qa  die  durch  die  Gleichungen  10)  bestimmten  Werthe  haben. 

Diese  Function  F  genügt  der  im  Anfange  von  §  3  genannten  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  identisch,  wenn  man  bedenkt,  dass 
im  vorliegenden  Falle 

Haha  haKa       (^«« '  -  ^"«^  0*         '^^ ' 

jene  Differentialgleichung   also    für   dm    vorliegenden  Fall    die   Form    an 
nimmt 


sin 


a y  f       '    (^^«•''  —  r-««'/  51/;  /5ö  a y«|  "^ ^' 

Um  nun  die  Entwickelung  von  F  in  möglichst  allgemeiner  Form  zu 
erhalten ,  sei  D  der  Dicbtheitsfactor  der  Cardinalfläche.  Setzen  wir  also  in 
obigem  Werthe  von  F  aD  statt  a  nnd  ciaD  statt  a^»  machen  hierauf 

folglich 

,  »^  2: 

a 

80  ist  nun   der   Werth   von   F  in   13)   nach  aufsteigenden    Potenzen  von 

tt=  ~  c  zu  entwickeln,  indem  man  hat 
a 

OLa  ^  Ort 


16)  <' "     —  f» 


a 


l/o'a— 1= ,       j/g^—i= 

—  a  —8 
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Die  verlangte  Entwickelang  von  F  kann  geschehen  nach  der  ersten 
der  in  S  5  angegebenen  Methoden,  indem  man  die  bekannten  Entwicke- 
Inngen  benützt: 

ey  +  e-y      1  .  2»  5,         2*  ^,    ,  ,  2«  ^ß    ,  _ 
ev^e-y     y^  1.2^         4!    ^  ^    6!    ^    ^        ' 

1      2(2»-l)P,  ^_^2(2»-l)  ^    ,      2(2^-1)^    j 


y+  ^„.  -g»y'-      ^,     ^y^±-. 


ey-c-»      y  1.2        ^   '        4!  '^  6! 

—  ^<y<  +  ^, 

in  welchen  Entwickelnngen  die  B  die  B er nonl Haschen  Zahlen  bedeuten. 
Kürzer  jedoch  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  die  zweite  der  an 
jener  Stelle  angegebenen  Methoden  anwendet,  indem  man  hat 

17  a)  ~  T^cT 

2« 

.         ^'P   _  

iQaCOsßa  —  Qcos ß)  +  tj/g^a—^  -'»"l^o  ^^.^ f^a  —  qp)  —  f  j/^»— 1  sinßcos{y  —  ^y 
0 

Diese  Gleichung  gilt  zwar  ihrer  Herleitung  gemäss  nur  so  lange,  als 
QaCosßa  —  Qcosß  positiv  ist;  da  wir  aber  nach  §  4  wissen,  dass  die  gesuchte 
Entwickelung  immer  convergirt,  so  lange  ofo^«»  ^^nd  wenn  im  Falle  cra=u 
nicht  zugleich  ßa=ß  und  ya  =  Y  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^  Entwickelungscoefficienten 
durchaus  endliche  und  stetige  Functionen  von  ßay  Ya>  ^y  ß  und  y  sein  müs- 
sen, endlich  dass  die  Entwickelung  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist, 
80  folgt,  dass,  wenn  wir  bei  der  vorzunehmenden  Entwickelung  auf  Entwicke- 
lungscoefficienten kommen,  die  die  ebengenannten  Eigenschaften  besitzen, 
diese  nicht  verschieden  sein  können  von  den  durch  3),  §5,  definirten  Ent- 
wickelungscoefficienten, die  Entwickelung  also  auch  überhaupt  convergiren 
und  giltig  sein  muss,  auch  wenn  nicht  QaCOsßa'>QCosß  ist. 

Die  Gleichung  17)  hat  nun  dieselbe  Form ,  welche  anderwärts  bereits 
mehrfach  entwickelt  ist,  und  giebt,  wenn  wir  uns  an  Bekanntes  zunächst 
anschliessen: 

^=  T  5"  ^"  ^~  ^^^  ""'  ^"'  ^""  ^'^  ^"'  ^'""^'^  '^- '  ^^^ 

17b)  u         — n 

0J;)(^«)ro5m(y«-y). 
Hierbei  ist 

•»  ^   ^  -«^    ^       ^  )  2(2«  — 1) 

(«-m)  («-;/,-!)  (n- w-2)  (;,-m-3)         ^__j  J 

■^  2.4  (2w  — 1)(2«  — 3)  "VA*   i'      T 
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■^  2.4.(2w  +  3)(2rr+5)  "^  +...f.«/| 

In  der  hiermit  erlangten  Entwickelung  von  F  kommt  das  Argument 

—  2  =  li ,  nach  dessen  aufsteigenden  Potenzen  F  entwickelt  werden  soll,  pnr 
a 

noch  vor  in  den  mit  Q  bezeichneten  Functionen;  es  bleibt  also  nur  noch 

übrig,  allgemein  die  Entwickelung  von 


(w  +  m  +  l)  (n  +  m  +  2)  /e^  g-«\«+«+3 
18)  '2(2n+"3)    "         \?H-^^^/ 

{n  +  m  +  \)  (n  +  m  +  '^)  {n  +  m+Z)  (n  +  m  +  4) 
"*"  2.4.(2«  +  3)(2n+5) 

I _  I  +  ...  in  in/'.} 

nach  aufsteigenden  Potenzen  von  u  aufzustellen  und  nach  geschehener  Ent- 
wickelung «=—2  einzusetzen. 

Beachtet  man  nun,  dass,  wie  bekannt: 

eu+e-''~"V  4!  "  +  61  "    +    -7' 

-4:r<M<+4«, 

wenn  die  ^  die  Bernonlli'schen  Zahlen  bedeuten,  nnd  dass,  wie  bereits 
erwShnt: 

2u       _         2(2'-l)Z?,  2(2«-l)^,  2j2'^l)*5„s. 

^ü_s-«-'  71"        "  "T  4!  "  '   ö!  "   X--. 

—  n:<H<  +  3r, 
so  erkennt  man  aus  18)  leicht,  dass  ^^'(9«)  die  Form  hat 

U 

und  dass  die  gesuchte  Entwickelung  von  F  geschrieben  werden  kann 
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Bestimmt  man  gemäss  der  Gleichung  20)  den  Coefficienten  irgend  einer 

Potenz  von  —  r,  etwa  von  I  —  ^j       »so  findet  man  gemäss  der  Gleieliorig 

19)  leicht,  dass  zu  diesem  Coefficienten  nnr  diejenigen  Functionen  ()'")  bei- 
tragen, deren  oberer  Index  n  nicht  überschreitet.    Zum  Coefficienten  von 

(~zj   trägt  also  hinsichtlich  der  ßjj^  nur  das  specielle  OJ^  bei.    Nun  ist 
wie  man  leicht  ans  18)  findet,  wenn  man  noch  die  Entwickelung 

i'(s)->«ü)'+»a)v... 

beachtet. 

Da  ferner  ff}J^)=l,  P^>=\y  so  folgt,   dass  das  erste  Glied  der  Ent- 
wickelang von  F  lautet 

Denkt  man  sich  nnn  die  ganze  vorhandene  Entwickelung  von  F  durch 
Um  dividirt  und  nimmt  dann  den  Grenzübergang  für  aa  =  0  vor,  so  entsteht 

Lim  F      l    z         1    jr.      ^ 

wie  zu  erwarten  war,  da  sich  nach  Einführung  des  Dichtheitsfactors  D  auf 
der  Cardinalfläcbe  die  Gesammtmasse  D  vorfindet. 

Ordnen  wir  endlich   noch  die  Entwickelung  20)  nach  aufsteigenden 

Potenzen  von  -?2,  indem  wir  zugleich  die  auf  m  bezügliche  Summe  so  um- 
gestalten, dass  nnr  noch  positive  m  in  Rechnung  zu  ziehen  sind,  was  da- 
durch sehr  einfach  auszuführen  ist,  dass  wir  in  20)  die  Glieder  mit  demsel- 
ben absoluten  Werthe  von  m  ohne  Weiteres  zusammennehmen,  so  entsteht 


'%.+i  /l-^')  (cosß,)  P^«--^h ^cosß) P'^-^'^  (^ l~)  I  / , 


21) 

11—2 


wenn  noch  folgende  Festsetzungen  gemacht  werden: 

„H_S      (l-aS-   •^>^)'  .,      (1.3.5. ■■ä«^!)' 

"•"~J7(n+M)i7  («-«)'       °     ~         [n(«)3' 
/)(n-2i)_o,  wenn  w>n  — 2i, 
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und  wenn  endlieh  die  auf  X  bezügliche  Summe  mit  dem  Gliede  für  As=0 

begonnen  und  so  weit  fortgesetzt  wird,  bis  X  eben  noch  kleiner  ist,  aU  i-, 

und  für  »=0  der  in  den  Klammern  {  {  eingeschlossene  Coefficient  =3l  ge- 
setzt wird. 

Die  Entwickelung  21)  von  F  ist  von  der  verlangten  Form;  sie  ist  weiter 
vollständig  bekannt  bis  auf  die  rein  numerischen  Coefficienten  '"^^Afn^i. 
In  Bezug  auf  diese  Coefficienten  kann  man  aber  noch  leicht  aus  den  Gleich- 
ungen 18)  und  19)  ersehen,  dass  sftmmtliche  Coefficienten  von  der  Form 
^iüfn^i  1  betragen,  ein  Resultat,  das  sich  auch  noch  leicht  dadurch  verifi- 
ciren  lässt,  dass  die  Entwickelung  21)  für  t  =«/  und  fttr  ein  verschwinden- 
des /  in  die  in  S  3  aufgefilhrte  Eotwickelung  von  F  für  eine  punktförmige 
Cardinalfläche  übergehen  muss,  wenn  man  dort  Mssa\  und  z=sl  setzt  und 
wenn  man  den  Grenzübergang  zu  einem  verschwindenden  /  so  vornimmt, 
dass  sich  dabei  die  mit  a  bezeichoeten  Coordinaten  nicht  ändern. 

Entwickelt  man  den  Brach 

indem  man  im  Zähler  und  Nenner  für  die  Exponentialgrössen  die  bekaon* 
ten  Reihen  setzt,  und  geht  hierauf  zur  Grenze  für  ze=3a/,  /sO  Über,  so 
ergiebt  sich,  dass 

und  ähnlich  erhält  man 

Lim ^ Lim  J_ 

'=0«»— e-»     '=<>«/' 

Die  in  der  E^ntwickelnng  21)  vorkommenden  Functionen 

werden  demnach,  wie  der  oben  angegebene  Werth  von  P^^^x)  zeigt,  nnend- 
rar  80,  dass 

Lim  «._,!,  (''  +  er-'\  _  Lim  (lY       ■ 
1=0  Im         Ve*  -e-*)~ '=«  \al)        ' 

ferner  wird  tlas  in  der  Entwickelung  21)  vorkommende  Glied  rl  — ') 

beim  Qrensttbergange  fUr  1=0 

Dieses  Glied  wird  also  unendlich  klein  »*^'  Ordnung. 

Das  Product  der  beiden  eben  betrachteten  Glieder  verschwicdet  also, 
60  lange  A>0,  und  geht  für  den  Fall  A=0  über  in 


lieh  gross,  und  zwar  so,  dass 


"  +  i 
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Damit  geht  aber  die  Entwickelang  2l)  über  in 

und  diese  Entwickelang  stimmt  nun  volldtändig  überein  mit  der  in  $  3  aa- 
gegebenen  für  jl!f=2  =  l,  wenn,  wie  vorausgesagt  wurde,  die  Coefficienten 
"^114.1  sämmtlich  gleich  der  Einheit  sind.  Dass  durch  den  vollzogenen 
Grenzübergang  auch  die  Bedeutung  von  cosß^  und  cosß^  ferner  von  ^«  und  y 
übereinstimmend  ist  mit  der  Bedeutung  der  gleichbezeichneten  Grössen  in 
der  Entwickelung  in  S3,  leuchtet  ohne  Weiteres  ein  aus  den  Gleichungen  4). 

Uro  endlich  noch  die  Entwickelung  von  F,  wie  sie  21)  enthält,  voll- 
ständig bekannt  zu  haben,  erübrigt  es  noch,  auch  die  übrigen  der  dort  mit 
M  beseichneten  Coefficienten  zu  bestimmen.  Wir  schlagen  hierzu  einen 
Weg  ein,  wie  er  in  $5  anempfohlen  wurde. 

Wir  wissen,  dass  die  zu  bestimmenden  Coefficienten  M  die  Entwicke* 
lungscoefficienten  der  rechten  Seite  der  Gleichung  18)  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  u  sind ,  und  setzen 

c+^y= "'  (* + ^«^"^  "* + ^•^'*^"' + ^»^''^"' +•••)» 

indem  allgemein 

P         ^      '^  (2/^  +  2)!  '^+'        ^      *^    (2;,+  |J!' 

wenn  die  t  die  sogenannten  Secantencoefticienten  bedeuten,  welche  sich 
recurrirend  berechnen  lassen  nach  der  Formel 

n  w  — 1            ,  «.«  — l.w— 2.W  — 3  —  .    , 

22)  T„ j--^T„-2H r2X4 ^""'"^  "^  ..   =stn^nn,  n  ungerade, 

ans  der  man  für  die  ersten  der  Weithe  t  findet 

T,=  l,  T,  =  2,  Tß  =  16,  r7=272,  T9  =  793Ö,   7,^  =  347456. 
Setzt  man  in  der  in  S5  angegebenen  Rechnung  ^,==1  und  allgemein 

^    .  l±=-^'*'^^- ,    so  ist  allgemein  das  dortige  A^,^„  das  jetzige  AV^  so 

I    1^  (2l?T"l)!  r-f-m  m 

dass  wir  erhalten 

23)  A'^*"^  =   -         . 


3! 

1 

0 

0 

^h 

-(-'•)?! 

2 

0 

-si 

(1-2.)?, 

- 

.(2- 

-^'S 

0 

^-».  '*^+V  (. 

-nm-lf 

,     X    ^21».  1      ( 

_nm.2/ 

^-m 

:^ri  ''"•■' 

-.  ...  fm-l-r 

1» 


21* 

Digitized  by  LjOOQIC 


308 


lieHrag  zur  Potcntialtbeorie. 


Setzt  man  dagegen 
indem  allgemein 


i»/y^=(-iy 


2(22p-l— l) 


80  entsteht  auf  gleiche  Weise 
24) 

2!       ' 

2(^1) /?j 
"'  6! 


(2p)! 


] —  ^»p-t. 


m! 


-(l-r)2?, 

2*— l 

(l_3r)2.  —  -   2?. 


-(m-l-r)Ä, 


.  .v,^    8(8^—^-1)  »  ,  2(2»-»-»-l)g.^-, 

^  '^    *"•       (2m)!        ^'— '^   ^'  (2m-2)! 

Nnn  gilt  gemäss  den  Gleichungen  ]8}  und  10)  weiter 

,  (n+m+l)(n+m+2){n+m+Z){n+m+4)  ^.,+-^m„,  ,        . 

2.4  (2n+3)  (2«+5)  *-"  "T  ^''i  "  "l"  •  •  •  J 


{1  +  ^f,<'">u«  +  il/,^'»>//  +  M^C")  tt^  + . . . }. 
Multiplicirt  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  aus,  vereinigt 
alsdann  die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  u  und  vergleicht  die  so  ent- 
stehende Reihe  mit  der  linken  Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  so  erhält 
man  für  die  gesuchten  numerischen  Ooefficienten  /V  die  Werthe 

26)      ;;itf,+5-iv.<"+-+''  +  ^^'",t!y;t-— ^^.'■+"'+''' 


+ 
+ 


2.(2«  +  3) 

(n  +  OT  +  1)  («+m+2)  („  +  m+3)  (H-»'  +  4) 
2.4.(2«  +  3)(2n+5) 

'S  2.(2«+3;  J^     ' 
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Dorch  die  OleichnDgen  23) ,  24)  and  25)  sind  nun  die  gesachten  Coeffi- 
cienten  M  vollständig  bestimmt. 

Für  die  ersten  dieser  Coefficienten  erhält  man  folgende' Werthe: 


w  =  0 

«=1    ; 

;;i  =  0 

w  =  l 

»1  =  2 

m*M^ 

-tV 

+  ?V  1 

-•A'j 

1 

-tV 

+  + 

m'M, 

+  ,?r 

+  ÄV 

m'^T 

+  jh 

~  lV*Ä 

-r^s 

JM, 

+  TW.r 

~v^m 

1 

m=0 

tn=l 

m  =  2 

m=3 

m*M^ 

-* 

-* 

0 

+  tV 

m'K 

+  ,W 

-»ViV 

-ÄV 

-»VA 

»1  =  0 

»1=1 

1/1  =  2 

»1  =  3      01  =  4 

m  =  5 

J'Jlf, 

-iif 

-« 

-Ä 

+  bV 

+H 

.  __  ._  Il 

m  "i 

-Ä 

-A- 

-Ä 

-^w 

+A   +il 

i 

Wir  gehen  nan  daza  über,  die  in  §  6  erlangten  allgemeinen  Resaltate 
an  dem  vorliegenden  speciellen  Falle  za  verificiren,  indem  wir  für  f'theils 
die  Entwickelang  17b),  theils  die  Entwickelang  21)  verwenden,  je  nachdem 
es  für  die  Bequemlichkeit  der  Rechnung  zweckmässig  erscheint. 

Im  vorliegenden  Falle  ist 


o  o 


=2'"^"'W''S'(Ay./»..)'.). 


P    5=  — 


Da  nun  aus  der  Theorie  der  Kugel functionen  bekannt  ist,  dass 


27J 


/    ,  •    J.  10,  wennw^v,  m>^, 

l-lL   /  pin)  (^cosß)  If^icosß)  Sinßdß  =  {(-l)m 


a(»)    ' 
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60  sind  hiermit  die  Gleichungen  4),  $6,  verificirt,  ebenso,  wie  im  vorlie- 
genden Falle  die  Gleichungen  14)  erfüllt  sind,  mithin  auch  alle  die  Conse- 
qnenzen  für  den  vorliegenden  Fall  gezogen  werden  können,  die  sieb  früher 
aus  den  Gleichungen  14)  ergaben. 

Für  die  äussere  Va  und  innere  F|  Potentialfunction  finden  wir,  wenn 
wir  einfach  z  =  al  oder  ail  setzen,  die  Entwickelungen  aus  17b)  entspre- 
chend den  Gleichungen  17)  in  §6: 

.,=i|;.|.(-.,..L-.ee-+~-4)'2'(:s;^;) 

29)  n  -in 

im  {cosßi)C  Ci^  (ft  y)  i^^)  (cosß)  cosm  {yi-^y)  dn^  dn^. 
ü   0 
•Subötituiren  wir  dic>e  Werthe  Von  F«  und  F,-  in  die  Gleichung 

indem  wir  in  28)  und  29)  j3a  =  ft  =  ^  und  y^z=:yi=iy  setzen,  so  entsteht 
sunächst 

n   "In 
I  /  ^  (|5.  y)  ^S^  (co5j3)  co5mr/  — y)  Ä„  dtiß  dny, 

0  0 

Dieser  umfaugreiche  Werth  von  ^>  IXsst  sieh  aber  bfldeatend  re- 
duciren.  Eb  gelten  nämlich  (iber  die  />(")  and  0(">  die  bekannten  DiffereB- 
tialgleichungeu 

3öwoo=^..[-("+m+i)ö<:v,(«)+^^je('0]. 

3 /'(") (u)  =  -J —  [(II— m)  P<»),  , (m)  +     "*"     pO) (u)]y~-^^^j^ 
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Führt  man  hiernach  die  Differentiation  im  Werthe  von  B^^^  durch  und 
fietst  zur  Abkürzung 

folglich 

80  erhält  man 


Nun  gelten  auch,  so  lange  m<  n  ist,  die  Recursionsformeln 

(»+«+!)  ÖlTVi  (») =2«  -^^  ö£>(»)  +  [«-(«-i)]Öl:L,(*). 

Gebraucht  man  diese  Becursionsformel  sur  Vereinfachung  den  Wer* 
thes  von  ^^>,  so  entsteht  aus  ibm 


2?(«)  =  //a:*-l  \{n+m)f(-l^{x)  ()(j)(:c)  +  (n-[m-l])  Q^^l.ix)  /^„")(x)}. 

Dieser  Werth  von  ^)  zeigt  >  dass  man  im  obigen  Werthe  von  -5jj) 
m  beliebig  um  eine  Einheit  vermindern  kann,  ohne  dass  der  Werth  von  B(^^ 
sich  ändert,  und  umgekehrt  folgt,  weil  aus  dem  letzten  Werthe  von  B^^> 
wiederum  der  erste  abgeleitet  werden  kann ,  dass  man  auch  im  Werthe  von 
^|j^)  m  um  eine  Einheit  vermehren  kann,  ohne  dass  der  Werth  von  Bj^^ 
selbst  sich  ändert.  Da  nun  die  Recursionsformel  galt,  bis  m=:it  wird,  so 
können  wir  sie  mehrfach  aufsteigend  anwenden ,  bis  m  =s  n  geworden  ist, 
und  erhalten  alsdann  aus  obigem  Werthe  von  ^^> 

Nun  ist 

«a,(.,=^?3T- ._^,[.+"4.'(i)-+<=±i|^t?)(i)v ..] 

D^mtiach  wird  aus  dem  Werthe  von  B(^^ 

^sj) = (2«+ 1)  / /^::il  >/^J=l- -^==i=^  =  (2«+i)  j. 

und   durch  Einsetzen  in  die  Gleichung,  welche  ^(jS', /}  bestimmte,   eüt- 
tteht  nun 
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30)  «  2« 

0  0 
als  GleichiiDg,  Molche  der  16),  §6,  entspricht  und  auf  die  bekannte  Ent- 
wickelung  einer  beliebigen,  nicht  unendlich  werdenden  Function  nach  Kn- 
gelfnnctibiien  ziiriickkommt,  welche  aber  jetzt,  indem  mau  die  Argumente 
ß'  und  /  lichtig  versteht,  für  die  Oberfläche  einvs  verlängerten  Rotations- 
cllipsoides  gilt. 

Ist  ferner  im  Punkte  a^  /3j  y^  ausserhalb  des  EUipsoidet»  die  Masse 
Mj  vorhanden,  so  hat  diese  auf  irgend  einen  Punkt  innerhalb  des  Ellip» 
soides  die  Poteutialfunction 

oder  auch 

„,  .v.^üf^.  (.,)-.  ^.  %  ,x;-=.,(-;+^)C-')-„-.., 

Die  äussere  Potential function  V'^  derjenigen  Massenschicht  auf  der 
EUipsoidoberfläche,  welche  für  alle  innerhalb  dieser  Fl^lche  gelegenen 
Punkte  dem  Massonpunkte  M^  äquivalent  ist,  ist  demnach 

3,  ^..  "f^.  („.0  ^.% ,..-...  (ft±r^  (?)■*'((-.)--•" 

«-2£j|f„^,  />(.-2X,(^;,p^)iitn-2X)  {cosß,)cosm(YA-^Y-)],     . 

Die  Geiiamratmenge  dieser  Masse,  welche  für  die  inneren  Ellipsoidpunkte 
der  Masse  M^  äquivalent  ist,  beträgt  hiernach 

34)  ^%  -^  =  if^  .  ^ ;  vergl.  44  b) ,  $  8. 

«a— "    Oa  tt 

Die  Dichtheit  p  dieser  auf  der  Ellipsoidflache  haftenden  Massenschicht 
im  Punkte  j?'/  findet  sich  nun  zu 

,  •=^-5'C"'-  (?r'±''3'{^'  -y-Ks;^-^:) 

öOj  .  u  «  o 

PJJ'-»*')(co*^.,)  /»^--no^co«^)  co»p(y^-/)];  ^  -Mgl.  37),  S.6. 
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Die  GleichuDg,  welch»  sich  hieraus,  entsprechend  der  Gleichung  4B) 
in  S  6  ergiebt,  vereinfacht  sich  zwar  bedeutend,  giebt  aber  keine  wesentlich 
neuen  Resultate;  Gleiches  gilt  von  derjenigen  Gleicliung,  die  der  41)  in 
S  6  entspricht.  Deswegen  mögen  diese  beiden  Gleichungen  hier  nur  er- 
wähnt werden. 

In  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  die  Gleichungen  31),  32),  33),  3l),  35) 
eben  gewonnen  wurden,  lässt  sich  eine  Schaar  entsprechender  Gleichungen 
ableiten,  welche  sich  auf  die  äquivalente  Transposition  eines  im  Innern  der 
Ellipsoidoberfläche  beliebig  wo  angenommenen  Massenpunktes  Mj  auf  die 
Ellipsoidoberfläche  selbst  beziehen,  wenn  die  auf  der  Ellipsoidoberfläche 
nnzubringende  Massenschicht  der  angenommenen  Masse  Mj  äquivalent  ist 
für  alle  Punkte  auf  und  ausserhalb  der  Ellipsoidoberfläche.  Der  hauptsäch- 
lichste Unterschied,  der  sich  hierbei  gegenüber  dem  vorigen  Falle  heraus- 
stellt, ist  der,  dass  sCatt  des  in  der  Gleichung  34)  enthaltenen  vorigen  Resul- 
tates jetzt  sich  ergiebt,  dass  die  Gesammtmenge  der  äquivalent  transponirten 
Masse  gleich  ist  der  angenommenen  Masse  Mj]  vergl.  44  a),  §  6. 


Digitized  by  LjOOQIC 


X. 

üeber  die  neueBten  ünterBUohuiigen  in  Betreff  nnserer 
AnBchauuDg  vom  Baume. 

Von 

J.  C.  Becker, 

Professor  am  Gymnasiam  eq  Scbaffhaosen. 


Unter  obigem  Titel  hat  Herr  Dr.  J.  Bosanes  einen  Vortrag,  gebalten 
aar  Habilitation  an  der  Universitfit  Breslan  am  30.  April  1870,  veröffent- 
licht.* In  dem  kurzen  Vorwort  giebt  der  Verfasser  den  Zweck  dieser  Ver- 
öffentlichnng  in  folgenden  Worten  an: 

„Es  ist  lediglich  meine  Absicht ,  zur  allgemeineren  Verbreitung  der 
durch  die  neuesten  Untersuchungen  (in  die  Fundamentalfrage  der  Geo- 
metrie) hineingetragenen  Ideen  und  zur  Erschütterung  von  Vorurtheilen 
beizutragen,  welche  für  die  Wissenschaft  nur  hinderlich  sein  können." 
Zu  diesen  „Vorurtheilen"  scheint  der  Verfasser  einerseits  die  Ansich- 
ten Kant*  s  über  die  Natur  des  Baumes  zu  zählen,  andererseits  eine  Beihe 
von  Sätzen,  deren  Richtigkeit  man  bisher  für  unmittelbar  evident  hielt. 

Weil  Boljai  und  Lobatschewski  nachgewiesen  haben ,  dass  man 
eine  widerspruchsfreie,  abstracto  Geometrie  auch  dann  zu  Stande  bringen 
kann,  wenn  man  annimmt,  die  Winkelsumme  im  Dreieck  sei  von  zwei 
Bechten  verschieden,  und  der  Pariser  Akademiker  Bertrand  gleichwohl 
bei  der  alten  Ueberzeugung  beharrte,  das  dem  Satze  von  der  Winkelsumme 
des  Dreiecks  äquivalente  elfte  Axiom  Euklid's  sei  unmittelbar  evident-,  und 
eine  Bestreitung  desselben  könne  nur  aus  der  Sucht,  zu  disputiren,  hervor« 
gehen,  so  glaubt  Herr  Dr.  Bosanes  seine  Verwunderung  über  diese  hart- 
näckige Befangenheit  in  alten  „Vorurtheilen"  in  folgenden  Worten  aus- 
drücken zu  sollen: 

„So  wurden  die  Forschungen  ignorirt ,  die  einen  neuen  Standpunkt 
einnehmen^  gelehrt  hatten ,  und  man  beharrte  dabei ,  als  sichere  Ergeb- 


•  Breslan,  Maruschke  k  Berendt,  1871.  oigitized  by  GoOgle 
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nisse  ans  der  Anschauung  Behauptungen  hinzustellen,  über  welche  eine 

strengere  Kritik  andere  Urtheile  geliefert  hatte/ ^ 

Ich  glaube  nun  zwar  in  meinen  ,, Abhandlungen  aus  dem  Grenzgebiete 
der  Mathematik  und  Philosophie"  (Zürich,  F.  Schultbess,  1870)  gezeigt  zu 
haben,*  dass  diese  „strengere  Kritik",  welche  selbst  durch  ein  völliges 
Ignoriren  viel  tieferer  Untersuchungen  der  beiden  grös^ten  Denker  unserer 
Nation,  Kantus  und  Schopenhauer's,  glänzt,  nicht  die  geringste  Be- 
rechtigung giebt,  an  der  Wahrheit  dessen  zu  zweifeln,  was  unmittelbare 
Anschauung  als  evident  erscheinen  lässt. 

Gleichwohl  scheint  mir  eine  nochmalige  eingehende  Vertheidigung 
der  Kant* sehen  Lehre  einerseits  und  des  gesunden  Menschenverstandes 
andererseits  gegen  diese  von  so  grossen  Autoritäten  ausgehenden  neuen 
Lehren  nicht  ganz  überflüssig  zu  sein,  zumal  auch  heute  noch,  nnd  selbst 
bei  Männern  der  Wissenschaft,  die  Macht  der  Autorität  so  gross  ist,  dass 
ein  flüchtig  hingeworfenes  Wort  eines  Gauss  oder  Riemann  mehr  wiegt, 
als  die  triftigsten  Gründe,  selbst  dann,  wenn  damit  dem  gesunden  Men- 
schenverstände direct  ins  Gesicht  geschlagen  ist.*^ 

Während  Riemann  Kant's  Untersuchungen  über  die  Natur  des 
Raumes  völlig  ignorirt,  wird  die  Ansicht  des  grossen  Philosophen  von  Hrn. 
Dr.  Rosanes  ausdrücklich  erwähnt  und  S.  7  wird  darüber  gesagt,  dass 
nach  ihr  der  Ranm  „kein  empirischer  Begrifif,  der  von  äusseren  Erfahrun- 
gen abgezogen  worden",  sondern  „eine  nothwendige  Vorstellung  a priori, 
die  allen  äusseren  Anschauungen  zu  Grunde  liegt",  nur  die  nothwendige 
Form  aller  Anschauung  sei.  Hierdurch  gewinne  Kant  „die  Möglichkeit, 
synthetische  Urtheile  a  priori  zu  construiren,  wie  er  solche  ganz  unzweifel- 
haft in  der  Geometrie  vorzufinden  meinte." 

Von  den  Gründen,  welche  Kant  für  seine  Behauptung,  dass  der  Raum 
eine  nothwendige  anschauliche  Vorstellung  a  priori  sei,  anführte,  und  welche 
nicht  blos  in  der  Kritik  der  Vernunft  in  der  klarsten  Weise  auseinander- 
gesetzt sind ,  sondern  auch  den  Gegenstand  seiner  viel  älteren  lesenswer- 
then  Abhandlung  „von  dem  ersten  Grunde  des  Unterschiedes  der  Gegenden 
im  Ra^me"  ausmachen,  von  diesen  Gründen,  deren  weder  Riemann, 
noch  Helmholtz  irgend  einen  nur  erwähnen,  geschweige  widerlegen« 
glaubt  jedoch  der  Verfasser  auch  nicht  sprechen  zu  müssen.  Er  begnügt 
sich  mit  der  Bemerkung  (S.  8) : 


*  Ich  kann  nicht  umhin ,  hier  auf  eine  anonyme  Recension  meiner  Abliand- 
langen  im  lit.  Centralblatt  vom  24.  Juni  zu  verweisen,  welche  Demjenigen,  der  iäkitk 
Schrift  gelesen  hat»  zeigt,  wie  diese  Madit  d6t  Autorität  von  den  Herren  Rec6n%eAtlsn 
von  Fach  ausgebeutet  wird,  um  Bücher  zu  recensiren,  ohne  sie  gelesen  su  haben. 
Es  genügt,  dass  ein  noch  unbekannter  Autor  einer  Autorität  entgegentritt,  um  vor- 
nehm von  oben  herab  über  ihn  abnrtheilen  zu  können.  Nur  schade,  dass  das  Meiste 
des  von  dem  Recensenten  vorgebrachten  Unsinns  auf  seine  eigene  Rechnung  kömmt. 
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„In  neuerer  Zeit  ist  man  wohl  überwiegend  zu  der  von  Helmboltz 
sogenannten  empiristiscben  Theorie  tibergegangen,  zu  welcher  sich 
schon  frühzeitig  Gauss  bekannt  haben  soll,  wonach  man  im  Räume 
Nichts,  als  einen  von  der  Empirie  abstrahirten  Begriff  zu  sehen  habe, 
eine  Ansicht,  welche  schon  vor  Kant,  insbescrndere  bei  dem  englischen 
Seusualisten  Locke  auftritt/^ 

Dagegen  habe  ich  nun  Einiges  einzuwenden : 

1.  Die  empiristische  Theorie  hat  mit  dem  Räume  selbst  gar 
nichts  zu  thun,  sondern  lediglich  mit  den  Raumanschaunngen,  welche  un- 
ser Verstand  aus  den  Daten  unserer  Sinne  hervorbringt,  und  steht  nicht  im 
Mindesten  im  Widerspruche  mit  Kant 's  Ansicht  über  die  Natur  des 
Baumes. 

2.  Gauss  hatte  zwar  Ansichten  über  die  Natur  des  Raumes,  die  von 
denen  Kant 's  abwichen.  Das,  was  er  hierüber  ausdrücklich  gesagt  hat 
(s.  die  erste  meiner  „Abhandlungen'^),  deutet  aber  daraufhin,  dass  er,  weit 
entfernt,  den  Raum  für  einen  „abstracten  Begriff'*  zu  halten,  diesen  viel- 
mehr für  einen  concreten  Gegenstand  der  Erfahrung  erklärt,  „dem,  auch 
abgesehen  von  unserer  Anschanungsart,  eine  reelle  Bedeutung  zukommt.'^ 

8.  Did  Ansicht,  der  Raum  sei  nur  ein  aus  den  Gegenständen  der  Er- 
fahrung abstrahirter  Begriff,  ist  allerdings  vor  Kant  mehrfach  aufgetreten, 
von  diesem  aber  in  einer  eigenen  Schrift  widerlegt  worden.  Ob  auch 
Locke  dieser  Ansicht  beipflichtete,  will  ich  gerade  nicht  in  Abrede  stel- 
len, obgleich  in  seinem  Werke  über  den  menschlichen  Verstand  nicht  von 
dem  Räume  als  solchem,  sondern  nur  von  den  räumlichen  Vorstellungen 
die  Rede  ist,  die  wir  in  der  That,  wie  er  lehrt,  aus  den  sinnlich  wahr- 
genommenen Objecten  abstrahiren.  Uebrigens  steht  er  nicht  zu  Kant,  son- 
dern zu  Cartesiusund  Leibnitz  in  einem  Gegensatze,  indem  er  die  von 
diesen  behaupteten  angeborenen  Ideen  leugnet  und  als  Princip  aufstellt: 
„iViÄiV  est  in  intellectu  quod  non  fuerit  in  sensu^^,  was  sich  auch  alle  Die  mer- 
ken -können ,  welche  bei  ihren  Untersuchungen  „sich  von  den  Schranken 
der  Anschauung  frei  machen  wollen**. 

Dabei  war  sich  aber  Locke  gleichwohl  bewusst,  dass  die  Vorstel- 
lungen, welche  wir  von  den  Dingen  haben,  diesen  nicht  adäquat  sein  kön- 
nen, indem  wir  nur  ihre  Einwirkungen  auf  unsere  Sinne,  nicht  sie  selbst 
wahrnehmen;  und  indem  er  zeigt,  dass  in  unserem  Erkeuntnissvermögen 
selbst  nothwendige  Grenzen  liegen,  über  welche  hinaus  unser  Wissen  nicht 
gehen  kann,  hat  er  die  Untersuchungen  eingeleitet,  welche  Kant  in  seiner 
Kritik  der  Vernunft  wenn  nicht  zum  Abschlüsse  gebracht,  so  doch  so  weit 
fortgeführt  hat,  dass  seine  Ergebnisse  noch  heute  Jeden,  der  ihnen  folgt,  in 
Erstaunen  setzen. 

Auch  Kaut  giebt  zu,  dass  erst  mit  der  Erfahrung  unsere  Erkenntnis» 
beginnt;  aber  er  sagt: 
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„Wenn  aber  gleich  alle  unsere  Erkenntniss  mit  der  Erfahrung  an- 
hebt, so  entspringt  bie  darum  doch  nicht  eben  alle  ans  der  Erfahrung. 
Denn  es  könnte  wohl  sein,  dass  selbst  unsere  Erfahrungskenntniss  ein 
Zusammengesetztes  aus  Dem  sei,  was  wir  durch  Eindrücke  empfangen, 
und  Dem,  was  unser  eigenes  Erkenntnissvermögen  (durch  sinnliche 
Eindrücke  blos  veranlasst)  aus  sich  selbst  hergiebt,  welchen  Zusatz  wir 
von  jenem  Grundstoffe  nicht,  eher  unterscheiden ,  als  bis  lange  Uebung 
uns  darauf  aufmerksam  und  zur  Absonderung  desselben  geschickt  ge- 
macht hat. 

„Es  ist  also  wenigstens  eine  der  näheren  Untersuchung  noch  be- 
nöthigte  und  nicht  auf  den  ersten  Anschein  sogleich  abzufertigende 
Frage:  ob  es  ein  dergleichen  von  der  Erfahrung  und  selbst  von  allen 
feindriicken  der  Sinne  unabhängiges  Erkeuntniss  gebe? 

„Man  nennt  solche  Erkenntnisse  a  priori  und  unterscheidet 
sie  von  den  empirischen,  die  ihre  Quellen  a  posteriori,  nämlich  in  der 
Erfahrung  haben.** 
'  Kant  hat  seine  Untersuchung  mit  dieser  Frage  begonnen  und  in  der 
Einleitung  zu  seiner  Kritik  der  Vernunft  nicht  nur  die  wesentlichsten  Merk- 
male hervorgehoben ,  welche  ein  Urtheil  a  priori  von  einem  solchen  a  posie' 
rtort  unterscheiden ,  sondern  auch  an  schlagenden  Beispielen  gezeigt,  dass 
wir  eine  grosse  Anzahl  synthetischer  Urtheile  a  priori  besitzen,  und  es  ist 
bis  zur  Stunde  von  Niemandem  widerlegt  worden,  was  er  dort  zur  Begrün- 
dung seiner  Ansicht  vorgebracht  hat;  denn  ignoriren  und  wider- 
sprechen heisst  nicht  widerlegen.  Kaut  konnte  also  allerdings 
durch  die  von  ihm  constatirte  Thatsache,  dass  die  Geometrie  synthetische 
S&tze  a  priori  aufstelle,  von  deren  Kichtigkeit  wir,  unabhängig  von  aller 
Erfahrung,  überzeugt  sind,  ja  solche,  welche  uns  unzweifelhaft  erscheinen, 
obwohl  darüber  eine  Erfahrung  nicht  einmal  möglich  ist  (wie  z.  B.  djass 
der  Raum  stetig  und  nach  allen  Seiten  unbegrenzt  ist),  zu  der  Vermuthnng 
kommen,  dass  der  Raum  eine  nothwendige  Vorstellung  a  priori  sei,  die 
allen  äusseren  Anschauungen  zu  Grunde  liegt.  Aber  er  hat  sich  nicht  da- 
mit begnügt,  diese  ,, Ansicht*'  auszusprechen;  er  hat  sie  vielmehr  auf 
das  Strengste  b  e  wM  e  s  e  n.  Und  so  lange  diese  Beweise  nicht  widerlegt  sind, 
nimmt  es  sich  sehr  sonderbar  aus,  wenn  ein  Mann  der  Wissenschaft  sie 
einfach  durch  Verweisung  auf  Autoritäten,  die  eine  andere  Ansicht  ver- 
treten, aber  nicht  auch  beweisen,  zu  beseitigen  sucht. 

Aber  Herr  Dr.  Rosanes  hat  noch  dazu  das  Unglück,  unter  den 
Autoritäten  für  seine  Ansicht  auch  solche  herbeizuziehen ^  die  eher  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  stehen,  was  wenigstens  von  Helmholtz,  trotz 
seiner  Untersuchungen  „über  die  thatsächlichen  Grundlagen  der  Geometrie**, 
ans  seinen  eigenen  Schriften  nachgewiesen  werden  kann. 

Der  berühmte  Begründer  der  empiristischen  Theorie  in  der'phy- 
siologi.^chen  Optik  zählt  unter  den  Schriften,  welche  sich  auf  diese^l'heorie 
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stutzen ,  als  exste  seine  eigene,  1855  erschienene  ,,über  das  Sehen  des  Men- 
achen'*  auf  und  sagt  an  keiner  Stelle  seines  „Handbuchs  der  phjs.  Optik'*, 
dass  er  von  einer  der  darin  ausgesprochenen  Ansichten  zurückgekommen 
aei.    In  dieser  Schrift  sagt  er  aber  (S.  40): 

,,Wir  nehmen  nie  die  Gegenstände  der  Aussenwelt  unmittelbar 
wahr,  sondern  wir  nehmen  nur  Wirkungen  dieser  Gegenstände  auf  un- 
sere Nervenapparate  wahr,  und  das  ist  vom  ersten  Augenblicke  unsers 
Lebens  an  so  gewesen.  Auf  welche  Weise  sind  wir  denn  nun  zuerst  aus 
der  Welt  der  Empfindungen  unserer  Nerven  hinUbergelangt  in  die  Welt 
der  Wirklichkeit?  Offenbar  nur  durch  einen  Schluss,  wir  müssen  die 
Gegenwart  äusserer  Objecto,  als  der  Ursache  unserer  Nervenerregung, 
voraussetzen;  denn  es  kann  keine  Wirkung  ohne  Ursache  sein.  Woher 
wissen  wir,  dass  keine  Wirkung  ohne  Ursache  sein  könne?  Ist  dasein 
Erfahrungssatz?  Man  hat  ihn  dafür  ausgeben  wollen;  aber  wir  sehen 
hier,  wir  brauchen  diesen  Satz,  ehe  wir  noch  irgend  eine  Kenntniss  von 
den  Dingen  der  Aussenwelt  haben ,  wir  brauchen  ihn ,  um  überhaupt  nur 
ZQ  der  Exkenntnisa  zu  kommen,  dass  es  Objecte  im  Eaume  um  uns 
giebt,  zwischen  denen  ein  Verhällniss  von  Ursache  und  Wirkung  yor- 
komn^en  kann.  Können  wir  ihn  aus  der  innern  Erfahrung  unsers  Selbst- 
bewusstseins  hernehmen?  Nein;  denn  die  selbstbewussten  Acte  unsers 
Willens  und  Denkens  betrachten  wir  gerade  als  frei,  d.  h.  wir  leugnen, 
dass  sie  nothwendige  Wirkungen  ausreichender  Ursachen  seien.  Die 
Untersuchung  der  Sinneswahrnehmung  führt  uns  also  schliesslich  auch 
nooh  zu  der  schon  von  Kant  gefundenen  Erkenntniss,  dass  der  Satz: 
„  „Keine  Wirkung  ohne  Ursache'*  *^  ein  vor  aller  Erfahrung  gegebenes 
Gesetz  unsers  Denkens  sei. 

„Es  war  der  ausserordentlichste  Fortschritt,  den  die 
Philosophie  durch  Kant  machte,    dass  er  das  Angeführte 
und    die    übrigen    angeborenen    Formen    der   Anschauung 
und  Gesetze   des  Denkens   aufsuchte  und  als  solche  nach- 
wies, und   damit;  wie  ich  schon   vorher  erwähnte,   für  die 
Lehre  von  den  Vorstellungen  überhaupt  dasselbe  leistete, 
was  in  einem  engeren  Kreise  für  die  unmittelbaren  sinn- 
lichen  Wahrnehmungen    auf  empirischen  Wegen  die   Phy- 
siologie durch   Johannes  MtQler   leistete.     Wie  Letzterer  in 
den    Sinneswahrnehmungen    den    Einfluss    der    besondern 
Thätigkeit  der  Organe  nachwies,   so  wies  Kant  nach,  was 
in  unseren  Vorstellungen   von   den  besonderen  und  eigen- 
thümlichen  Gesetzen   des  denkenden  Geistes  herrühre." 
Helmholtz  tritt  also  mit  seiner  empiristischen  Theorie  den  Ergeb- 
nissen Kant's  nicht  entgegen,  sondern  stellt  sich  ausdrücklich  auf  Kant- 
seben Boden,  liefert  gewissermassen  eine  Ergänzung  zu  Kaut's  Unter- 
suchungen, indem  er  eine  wirkliche  Lücke  in  denselben  ausfüllt.     Denn 
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Kant  scheint  sich  in  der  That  nicht  bewasst  zn  sein ,  diuBS  auch  die  unmit- 
telbare äussere  Anschauung  uns  nicht,  wie  er  sagt,  gegeben  ist,  sondern 
aas  unserer  eigenen  Geistesthätigkeit  als  ein  Product  langer  und  reicher 
Erfahruug  hervorgeht. 

Wenn  nun  die  Anhänger  der  sogenannten  nativistischen  Theorie 
von  Kant  ebenfalls  annehmen,  dass  der  Raum  uns  unmittelbar  als  die 
Form  des  äusseren  Sinnes  gegeben  sei,  und  dann  zur  Erklärung  der  An- 
schauung die  Hypothese  hinzufügen,  dass  aus  den  Empfindungen  gewis- 
ser Nervenfasern  die  „Anschauungsbilder  direct  erzeugt  würden  durch  einen 
angeborenen  Mechanismus^*  (Handbuch  der  phys.  Optik  S.  441),  so  ist  doch 
noch  lange  kein  Grund  vorhanden,  diese  Hypothese  als  eine  Consequenz 
der  Ansicht  Eant*s  anzusehen,  obgleich  sie  allerdings  ihr  auch  nicht 
widerspricht.  Helmholtz  stellt  aber  seine  Theorie  nur  der  nativistischen 
gegenüber  und  bekämpft  nur  die  Hypothesen  derselben  als  Überflüssig  und 
nicht  stichhaltig,  und  zwar,  wie  mir  scheint,  mit  vollem  Recht,  keineswegs 
aber  die  Lehre  E an t's,  welche  dieser  bewiesen  hat  und  die  nicht  aur 
Hypothese  degradirt  werden  darf,  ohne  dass  man  diese  Beweise  wider- 
legt hat. 

Die  empiristische  Theorie  steht  aber  nicht  nur  der  Ansicht 
Kant's  nicht  entgegen,  sie  ist  sogar  bereits  40  Jahre  vor  Heimholt« 
von  dem  entschiedensten  Vertreter  der  Lehre  Kant*s,  von  Arthur 
Schopenhauer,  wenn  auch  nicht  mit  diesem  Namen,  aufgestellt  und 
consequent  durchgeführt  worden  (am  ausführlichsten  in  dessen  Abhandlung 
„über  die  vierfache  Wurzel  des  Satzes  vom  Grandels  3.  Aufl. ,  Leipiig, 
1864)«  Ich  habe  hierauf  erst  kürzlich  in  dem  letzten  Ergänzungsbande  zu 
Pogg.  Annalen  aufmerksam  gemacht,  und  zwar  mit  der  Bemerkung,  dass 
sich  diese  Erklärung  unserer  Anschauung  von  der  Helmholts^s  nur  darin 
unterscheide,  dass  sie  schärfer  und  philosophisch  durchdachter  geschrie- 
ben, obwohl  nicht  so  vielfach  durch  Experimente  unterstützt  sei. 

Ich  will  hier  erläuternd  hinzufügen,  dass  Schopenhauer  zugleich 
seigt,  wie  unter  unseren  Erkenntnisskräften  die  intuitive,  der  Verstand, 
▼on  der  discursiven,  der  Vernunft,  unterschieden  werden  müsse,  und  dass 
er  klar  den  unterschied  zwischen  Anschauung  und  Begriff  (die 
Helmholtz  unbegreiflicherweise  vermengt),  zwischen  Verstandes- 
erkenntniss  und  Vernunftschluss,  zwischen  Schein  und  Irrthum, 
über  welche  uns  Helmholtz  stets  im  Dunkeln  lässt  trotz  aller  Versuche, 
die  Fortdauer  des  Scheines  auch  nach  Erkenntniss  desselben  zu  erklären, 
auseinandersetzt. 

Da  inzwischen  auch  eine  Autorität  unter  den  Physiologen,  Professor 
Czermackin  Leipzig,  auf  die  Verdienste  Scbo penhau er^s  um  die  phy- 
siologische Optik  aufmerksam  gemacht  hat,  so  glaube  ich  endlich  nicht 
mehr  allein  und  erfolglos  in  die  Wüste  hineinzurufen,  wenn  ich  nochmals 
jeden  Leser  dringend  auffordere:   Leset  endlich  einmal  Schopenhauer, 
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nnd  vor  Allem  ,,über  die  vierfache  Wnrzel  des  Satzes  vom  zureichenden 
Grunde'*! 

Um  wieder  auf  He  Im  hol  tz  zurückzukommen,  so  muss  allerdings  be- 
merkt werden,  dass  Herr  Dr.  Rosanes  zu  seiner  Meinung,  der  grosse 
Physiologe,  Physiker  und  Mathematiker  sei  ein  Gegner  Kantus,  einige 
Berechtigung  hat,  wenn  er  dieselbe  aus  dem  „Handbuch  der  physiologischen 
Optik'*  allein  geschöpft  hat.  Denn  dort  findet  sich  keine  Stelle,  welche  des 
Verfassers  Stellung  zur  transscendentalen  Aesthetik  so  scharf  erkennen 
lässt,  wie  die  oben  citirte  aus  seiner  älteren  populären  Schrift  über  das 
Sehen,  und  seine  Einwände  gegen  die  nativistische  Theorie  scheinen  oft 
auch  gegen  Kant  selbst  gerichtet  zu  sein. 
Es  heisst  zwar  S.  456: 

„Der  wesentlichste  Schritt,  um  die  Frage  auf  den  richtigen  Stand- 
punkt zu  stellen,  wurde  von  Kant  in  seiner  Kritik  der  reinen  Vernunft 
gethan,  in  der  er  allen  reellen  Inhalt  des  Wissens  aus  der  Er- 
fahrung ableitete,  von  diesem  aber  unterschied,  was  in  der  Form  un- 
serer Anschauungen  und  Vorstellungen  durch  die  eigenthümlichen  Fähig- 
keiten unsers  Geistes  bedingt  ist.    Das  reine  Denken  a  priori  kann  nur 
formal  richtige  Sätze  ergeben,  die  als  nothwendige  Gesetze  des  Denkens 
und  Vors  teile  ns  alleidings  absolut  zwingend  erscheinen,  aber 
keine  reale    Bedeutung  für  die  Wirklichkeit  haben,   also  auch  niemals 
irgend  eine  Folgerung  über  Thatsacben  einer  möglichen  Erfahrung  zu- 
lassen können**, 
und  damit  ist  in  der  That  bis  auf  den  Schlusssatz  der  Standpunkt  Kant's 
klar  dargelegt.    Der  Schlnsssatz  selber  aber  steht  mit  demselben  in  direc* 
lern  Widerspruch.    Denn  allerdings  muss  das  reine  Denken  a  priori,  sofern 
es   sich  auf  die   Gesetze  unsers  Vorstellens  bezieht,   lauter  Sätze  er- 
geben, welche  sich  auf  mögliche  Erfahrungen  beziehen.    Denn  alle  unsere 
Erfahrungen  sind  auch  unsere  Vorstellungen  und  müssen  daher  den  Ge- 
setzen entsprechen ,   denen  diese  unterworfen  sind.    So  ist  es  unmöglich, 
dass  wir  erfahren  können,  dass  ein  Körper  einmal  nur  zwei  oder  gar  vier 
Dimensionen  habe,  oder  dass  der  Raum  an  irgend  einer  Stelle  eine  Unter- 
brechung habe  und  dergleichen,  wenigstens  wenn  wirklich  der  Raum  eine 
uns  angeborene  Form  der  Anschauung  ist.    Helm  hol  tz  scheint  demnach 
doch  nicht  so  ganz  mit  Kant  Übereinzustimmen,  wie  aus  der  andern  Stelle 
geschlossen  werden  muss.     Diese  Vermuthung  dürfte  in  der  gleich  darauf 
folgenden  Stelle  ihre  Bestätigung  erhalten: 

.„Kant  hatte  Raum  und  Zeit  kurzweg  als  gegebene  Formen  aller 
Anschauung  hingestellt,  ohne  weiter  zu  untersuchen,  wieviel  in  der 
näheren  Ausbildung  der  einzelnen  räumlichen  und  zeitlichen  An- 
schauungen aus  der  Erfahrung  hergeleitet  sein  könnte.  Diese  Unter- 
suchung lag  auch  ausserhalb  beines  Weges.   So  betrachtet  er  namentlich 
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die  geometrischen  Axiome  als  ursprünglich  in  der  Raamanschauung  ge- 
gebene Sätze,  eine  Ansicht,  über  welche  sich  noch  streiten  Usst/* 

Helmholtz  scheint  also  der  Meinung  zu  sein,  dass  zwar  die  „all- 
gemeine Raumanschanung**  uns  a  ;?rtorf  gegeben  sei,  dass  es  aber  noch  nicht 
ausgemacht  sei,  ob  nicht  bei  den  „einzelnen  Raumanschauungen",  und 
z.  B.  bei  den  Axiomen  der  Geometrie,  die  Erfahrung  unsere  Lehrmeisterin 
ist.  Gleichwohl  hat  er  wenigstens  nirgends  diese  letztere  Ansicht  ansdrück- 
Hch  vertreten.  Vielmehr  verwahrt  er  sich  in  seinen  Veröffentlichungen 
,,über  die  thatsSchlichen  Grundlagen  der  Geometrie"  in  den  Göttinger 
Nachrichten  und  in  den  Heidelberger  Jahrbüchern  (1868)  gegen  die  Folge- 
rung, als  ob  er  damit  auch  irgend  einer  Ansicht  über  die  Quellen  dieser 
,, Grundlagen"  für  unsere  Erkenntniss  beitrete,  und  in  den  Heidelberger 
Jahrbüchern  sagt  er  ausdrücklieh,  dass  die  Frage,  welche  von  den 
Sfttzen  der  Geometrie  von  thatsftchlicher  Bedeutung  und 
nicht  blos  Definitionen  oder  Folgen  aus  Definitionen  seien, 
ganz  unabhängig  sei  von  der  Frage,  woher  diese  Sätze  von 
t  h  atsächlicher  Bedeutung  stammen. 

Jedenfalls  ist  also  der  grosse  Physiologe  vorsichtiger  in  seinem  Ur- 
theil,  wie  der  junge  Riemann  in  seiner  ersten  akademischen  Vorlesung, 
indem  er  sich  hütet,  aus  seiner  Untersuchung  Schlüsse  zu  ziehen,  zu  deren 
Berechtigung  erst  noch  andere  Fragen  erledigt  werden  müssen. 

Auch  scheint  er  über  die  in  der  zuletzt  eitirten  Aeussernng  angedeutete 
Ansicht  noch  keineswegs  zu  fester  Ueberzengnng  gelangt  zu  sein,  sonst 
würde  er  es  nicht  bei  dieser  dunkeln  Andeutung  belassen  haben.  In  der 
That  ist  schwer  zu  erkennen,  worin  denn  die  „allgemeine  Raumanschaunng" 
bestehe,  wenn  wir  unsere  üeberzeugung  von  der  Richtigkeit  der  Axiome 
der  Geometrie  nicht  aus  ihr,  sondern  erst  aus  der  Erfahrung  schöpfen. 
Dass  wir  allerdings  ohne  Erfahrung  weder  „allgemeine  S  noch  „besondere 
Raumanschauungen"  haben  könnten,  ist  klar,  und  auch  von  Kant  nicht 
bestritten  worden,  der  nicht  nur  sagt:  „Die  einzelne  hingezeichnete  Figur 
ist  empirisch",  sondern  auch :  „Alle  unsere  Erkenntniss  beginnt  mit  der 
Erfahrung".  Doch  haben  weder  Kant,  noch  Schopenhauer  Aufklä- 
rung darüber  gegeben,  wie  wir  zu  den  Anschauungen  gelangen,  die  den 
Gegenstand  der  Geometrie  ausmachen,  und  Das,  was  von  Geometern  dar- 
über zu  Tage  gefördert  wurde,  ist  vielfach  durch  die  Philosopheme  von 
Herbart,  Trendelenburg  u.  A.  wieder  verwirrt  worden.  Ich  habe 
darum  in  der  dritten  meiner  „Abhandlungen"  diese  Frage  zu  erledigen  und 
von  IrrthÜmem  zu  reinigen  gesucht,  und  ich  glaube  daselbst  gezeigt  zu 
haben,  dass  alle  unsere  „besonderen"  räumlichen  Vorstellnngon  Ab- 
stractionen  aus  unseren  empirischen  Anschauungen  sind,  dass  wir  aber 
in  ihnen  lanter  solche  Vorstellungen  übrig  behalten,  die  auch  noch  an- 
schaulich bleiben,  wenn  von  allen  der  Sinnlichkeit  angehörenden  Merk- 
malen abstrahirt  wird^  die  an  den  empirischen  Anschauungen,  ai^s  denen 
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sie  abgezogen  sind ,  angetroffen  werden  können.  Ich  h%be  jedoch  auch 
daran  erinnert  und'  gegen  abweichende  Ansichten  vertheidigt,  dass  eine 
Fläche  Nichts  ist,  als  die  Grenze  eines  Raumes,  eine  Linie  Nichts,  als  die 
Grenze  einer  Fliiche,  und  ein  Punkt  Nichts,  als  die  Grenze  einer  Linie,  wid 
dass  diese  Gebilde  für  sich  allein  zwar  als  abstraete  Begfiffe  gedacht,  nicht 
aber  anschaulich  vorgestellt  werden  können.  Wer  mir  dies  zugesteht  «nd 
angleich  beachtet,  dass  wir  nicht  nur  von  allen  nicht  räumlichen  Bigen- 
Schäften  eines  anschaulich  vor  Augen  befindlichen  Körpers  abstrahiren 
können,  ohne  dass  das  Uebrige  aufhört,  anschaulich  zu  bleiben,  sondern 
dass  wir  auch  denken  können,  dass  der  ganze  Körper  mit  allen  dies^ 
Eigenschaften  gar  nicht  existire,  dass  es  uns  aber  ganz  unmöglich  ist,  zn 
denken,  dass  auch  das  durch  Abstraction  aus  ihm  übrig  behaltene  St(^ck 
des  Raumes,  oder  gar  die^ier  selbst  nicht  exiHtire  oder  irgendwie  sich  ändern 
könne,  der  muss  mir  auch  zugeben,  das»  eben  diese  „besondere  Raum- 
anathauung'S  die  wir  von  einem  physischen  Körper  übrig  behalten,  wenn 
wir  von  allen  seinen  nicht  räumlichen  Eigenschaften  abstrahiren ,  tiefer  in 
unserem  Anschauungsvermögen  wurzelt,  als  irgend  eine  andere  Eigenschaft 
des  Körpers.  Wir  lernen  zwar  erst  au  der  Hand  der  Erfahrung  aus  den 
von  einem  Körper  auf  unsern  Gesicht«-  uud  Tastsinn  ausgehenden  Wir- 
kungen diesen  selbst  als  deren  Ursache  anschaulich  erkennen.  Dies  würde 
aber  nie  möglich  sein,  wenn  nicht  mit  der  ersten  Empfindung  des  Tast-  «ad 
Gesichtssinnes  diese  als  eine  Wirkung  eines  äusseren  Objects  aufgefasst 
würde  und  wenn  nicht  mit  dieser  Empfindung  uns  zugleich  die  Gegenwart 
des  Raumes  ins  Bewusstsein  träte,  in  welchem  wir  die  Ursache  derselben 
zu  suchen  haben.  Wenn  wir  auch  die  wirkliche- Form  der  Körper  erat  an 
der  Hand  der  Erfahrung  richtig  beurthcilen  lernen,  so  lässt  sich  doch  laicht 
erkennen,  dass  nicht  die  Gesetze  des  Raumes  es  sind,  über  welche  sie  aas 
belehrt,  sondern  lediglich  die  Stellen  in  demselben,  in  welchen  wir  den  Sita 
der  Ursache  unserer  Sinneserapfinduugen  zu  suchen  haben. 

Sobald  unsere  Anschauung  und  unser  Abstractionsvermögen  ;io  weit 
entwickelt  sind,  dass  wir  vom  physischen  Körper  successive  zum  mathe- 
matischen, dann  zur  Fläche,  zur  Linie  und  endlich  zum  Punkte  herabstei- 
gen können,  lernen  wir  nicht  nur  diese  verschiedenen  Classen  räumlicher 
Gebilde  von  einander  unterscheiden  und  unter  einander  vergleichen,  son- 
dern wir  gelangen  auch  dahin,  dadurch,  dass  wir  uns  diese  Gebilde  (nicht 
als  Orte  im  Räume,  sondern  als  Bilder)  im  Znstande  der  Orts*  und 
Formänderung  vorstellen,  a  priori,  d.  h.  unabhängig  von  jeder  weiteren  Er- 
fahrung, neue  Gebilde  unserem  inneren  Auge  vorzuführen  und  die  Gesetze, 
die  überall  den  Raum  beherrschen ,  zu  un.serer  Erkenn tniss  zu  bringen,  und 
swar  mit  der  festen  Ueberzeugung  von  der  Unmöglichkeit,  dass  die  Erfah 
rang  uns  Etwas  lehre,  was  diesen  widerspreche. 

Haben  wir  einmal  die  anschauliche  Vorstellung  einer  geraden  Linie 
uud  damit  auch  die  von  ihrer  Stellung  und  von  den  Richtungen,  in  welclien 
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sich  ein  Pnnkt  auf  ihr  bewegen  kann,  so  sind  wir  auch  sofort  überzengt, 
dass,  wenn  zwei  Punkte  auf  ihnen  in  entgegengesetzter  Richtung  sich  be- 
wegen und  diese  Bewegung  über  die  Grenzen  hinaus  fortsetzen,  im  leeren 
Haume  selbst  der  Fortsetzung  dieser  Bewegung  nirgends  ein  Ziel  gesetzt 
ist  und  dass  bei  stets  fortgesetzter  Bewegung  die  beschriebene  Gerade  über 
alle  Grenzen  wächst.  Und  wenn  ein  Mathematiker,  dem  bei  steter  Beschäf- 
tigung mit  den  abstractesten  und  inhaltleersten  Begriffen  das  Bewusstsein 
von  der  Quelle  aller  unserer  Erkenntniss  abhanden  gekommen  ist,  behaup- 
tet, daraus  folge  nicht,  dass  auch  die  bewegten  Punkte  sich  ohne  Ende  von 
einander  entfernen ,  und  es  sei  ganz  gut  möglich ,  dass  diese  Punkte  sogar 
zuletzt  zusammentreffen  und  bei  weiter  fortgesetzter  Bewegung  wieder  in 
ihre  Anfangslage  zurückkehren ,  da  das  Gegentheil  nicht  bewiesen  werden 
könne,  so  wird  ihm  jeder  Nichtmathematiker  ins* Gesicht  lachen,  ja  gelinde 
Zweifel  erheben,  ob  nicht  allzu  angestrengtes  Studium  etwa  seinen  gesun- 
den Menschenverstand  verwirrt  habe.  Und  darum  hat  trotz  der  „strengeren 
Kritik*'  der  Mathematiker  Gauss,  Bolyai,  Lobatchewskj  und  Rie- 
mann  der  gewiss  auch  nicht  unbedeutende  Mathematiker  Bertrand  Recht, 
wenn  er  sagte ,  wer  die  Wahrheit  des  elften  Axioms  (oder  eines  ihm  äqui- 
valenten, z.  B.  dass  zwei  parallele  Gerade  mit  jeder  sie  schneidenden  in 
gleicher  Ordnung  gleiche  Winkel  bilden)  leugne  oder  bestreite,  nicht  seine 
Ueberzetigung  ausdrücken  könne,  sondern  nur  dispntiren  wolle.  Wenn  er  frei- 
lich glaubte,  der  von  ihm  der  Akademie  vorgelegte  Beweis  des  Herrn  Gar- 
ten führe  die  „nichteuklidische*'  Geometrie  ad  absurdum^  weil  er  auf  den  an- 
deren unbestrittenen  Axiomen  allein  beruhe ,  so  hat  er  allerdings  einen  Irr- 
thum  begangen.  Denn  wie  Herr  Prof.  Dr.  Baltzer  zeigte,  ist  auch  in  diesem 
Beweise  ein  anderes  Axiom  stillschweigend  zu  Hilfe  genommen.  Darum  ist 
aber  gleichwohl  weder  das  elfte,  noch  irgend  ein  anderes  Axiom  des  Eukli- 
des  eine  blose  Hypothese,  wenn  man  darunter  eine  blose  Annahme 
versteht,  die  auch  in  Zweifel  gezogen  werden  kann.  Allerdings  folgen  die 
Axiome  weder  aus  den  Begriffen,  von  denen  sie  handeln,  noch  lassen  sie 
sich  erweisen.  Demnach  schöpfen  wir  die  Ueberzeugnng  von  ihrer  Gewiss- 
heit nicht  aus  der  Erfahrung,  sondern  daher,  dass  es  uns  ganz  unmöglich 
ist,  uns  anschaulicli  vorzustellen,  was  ihnen  widerspricht.  Wer  zwei 
gerade  Linien  einer  Ebene  sich  vorstellt  und  nicht  blos  abstract  denkt, 
muss  sie  nothwendig  so  vorstellen ,  dass  sie  entweder  parallel  sind ,  oder 
nach  einer  Seite  convergiren  und  nach  der  andern  divergiren,  oder  so,  dass 
sie  sich  schneiden  und  vom  Schnittpunkte  aus  nach  beiden  Seiten  divergi- 
ren, obgleich  im  Begriffe  der  geraden  Linie,  d.  h.  derjenigen  Linie ,  die 
alle  in  ihr  liegenden  Punkte  auf  die  kürzeste  Weise  verbindet,  von  alledem 
Nichts  liegt. 

Wer  aber  nicht  mit  den  unmittelbar  der  Anschauung  entnommenen 
Begriffen  operirt  und  ihnen  die  Attribute  nimmt,  womit  die  Anschauung  sie 
ausstattet,  um  Nichts,  als  eine  loere  Nominaldefinition  zurückzubehalten, 
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und  dann,  damit  er  doch  über  diese  binanskommen  kann,  irgendwelche 
willkürlichen  Hypothesen  zu  Hilfe  nimmt,  die  ihm  möglich  machen,  Gleich- 
ungen aufzustellen,  der  kann  immerhin  die  wunderlichste  „abstracte",  den- 
noch aber  „in  sich  selbst  widerspruchsfreie"  Geometrie  zu  Stande  bringen 
und  damit  beweisen ,  dass  er  sehr  viel  Geduld  und  ein  bewunderungswer- 
thes  Abstractionsvermögen  besitzt.  Sonst  hat  das  aber  weiter  keinen  Zweck, 
und  wenn  auch  Gauss  solchen  Untersuchungen  „nicht  fremd  war",  so  kann 
ich  dies  nur  bedauern,  tröste  mich  aber  damit,  dass  er  wenigstens  daran 
nicht  viel  Kraft  und  Zeit  verloren  hat. 

Ich  gebe  nochmals  die  Worte  Pestalozzi's  zu  bedenken: 
„Anschauungslose  Definitionen  erzeugen  eine  fundamentlose,  schwam- 
mige Weisheit,  die  am  heitern  Himmel  schnell  stirbt  und  das  Sonnenlicht 
als  das  Gift  ihres  Daseins  erkennen  muss." 

Wer  sich  „von  den  Schranken  der  Anschauung  befreien"  und  von  die- 
sen unabhängig  specnlative  Untersuchungen  anstellen  will,  der  behält  als 
Gegenstand  derselben  Nichts  übrig,  als  leere  Schalen  ohne  Inhalt.  Und 
wenn  auf  irgend  Jemand,  so  passt  auf  solchen  Forscher  das  bekannte 
Göthe'sche  Gleicbniss  von  dem  Thiere,  das  auf  dürrer  Haide  im  Kreise 
herumgeführt  wird,  während  ringsum  grüne,  frische  Weide. 

n. 

Meine  Besprechung  der  Kie  in  an  naschen  kleinen  Schrift  „über  die 
Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen"  in  der  zweiten  mei- 
ner Abhandlungen  aus  dem  Grenzgebiete  der  Mathematik  und  Philosophie 
hat  einigen  der  Verehrer  dieses  grofisen  Mathematikers  hauptsächlich  des- 
halb missfallen,  weil  ich  mich  einer  Sprache  bedient  habe,  wie  sie  nach 
ihrer  Meinung  einem  ,, jungen  Manne",  der  zum  erstin  Male  als  Schrift*!tel- 
1er  auftrete,  gegenüber  einer  solchen  Autorität  nicht  zukomme. 

Ich  muss  dies  um  so  mehr  bedauern ,  als  ich  mir  selbst  keines  solchen 
Versehens  gegen  Riemann  bewusst  bin,  den  ich  als  Mathematiker  durch 
mehrjähriges  Studium  seiner  Schöpfungen  im  Gebiete  der  Functionenlehre 
ebenso  verehren  gelernt  habe,  wie  wenn  ich  sein  unmittelbarer  Schüler  ge- 
wesen wäre,  und  es  mir  in  meinem  ganzen  Schriftchen  überall  nur  um  die 
Wahrheit  zu  thun  war.  Ich  halte  es  für  meine  Pflicht,  eine  auf  gründliches 
Studium  gegründete  Uebef^eugung  gerade  dann  mit  Nachdruck  öffentlich 
auszusprechen  und  zu  vertreten,  wenn  ihr  entgegenstehende  irrige  Mei- 
nungen sich  auf  grosse  Autoritäten  berufen.  Dies  der  Grund  der  Veröffent 
lichung  meiner  Abhandlungen,  die  allerdings,  einige  kleinere  Anfsätze 
abgerechnet,  meine  erste  schriftstellerische  Leistung  sind,  obwohl  ich 
längst  kein  Jüngling  mehr  bin.  Dies  auch  der  Grund  des  folgenden  Ver- 
suchs, den  Kern  der  Riemann 'sehen  Untersuchung  aus  seiner  Umhüllung 
zu  befreien  und  etwas  näher  bei  Licht  zu  besehen. 
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In    dem    Abschnitte:     ,, Begriff   einer   /t  •  fach    ausgedehnten 
Grösse **  heisst  es  im  Anfang  des  §  1 : 

„Grössenbegriffe  sind  nur  da  möglich ,  wo  sich  ein  allgemeiner  Be- 
griff vorfindet,  der  verschiedene  Bestimmungsweisen  zulässt.  Je  nach- 
dem unter  diesen  Bestimmungsweisen  von  einer  zu  einer  andern  ein 
stetiger  Uebergang  stattfindet  oder  nicht,  bilden  sie  eine  stetige  oder 
discrete  Mannich  faltigkeit;  die  einzelnen  Bestimmungsweisen 
heissen  im  ersteren  Falle  Punkte,  im  letzteren  Elemente  dieser  Man- 
nich faltigkeit/* 

Sonst  versteht  man  unter  Begriffsbestimmung  in  aller  Welt  nichts 
Anderes,  als  die  Feststellung  oder  Definition  des  Begriffes.  Hier 
aber  ist  unter  einem  „Begriff,  der  verschiedene  Bestimmungsweisen  zu 
lä88t*\  ein  Gattungsbegriff,  und  unter  einer  „B^stimmungsweise**  des- 
selben ,^ein  ihm  untergeordnetes  Individuum'*  verstanden.  In  der  That 
heisst  es  weiter: 

„Begriffe,  deren  Bestimmungsweisen  eine  discrete  Mannichfaltigkeit 
bilden,  sind  so  häufig,  dass  sich  für  beliebige  gegebene  Dinge  wenigstens 
in  den  gebildeteren  Sprachen  immer  ein  Begriff  auffinden  lässt,  unter 
welchem  sie  enthalten  sind  (und  die  Mathematiker  konnten  daher  in  der 
Lehre  von  den  discreten  Grössen  unbedenklich  von  der  Forderung  aus- 
gehen, gegebene  Dinge  als  gleichartig  zu  betrachten);  dagegen  sind  die 
Veranlassungen  zur  Bildung  von  Begriffen,' deren  Bestimmungsweisen 
eine  stetige  Mannichfaltigkeit  bilden ,  im  gemeinen  Leben  so  selten,  dass 
die  Orte  der  Sinnengegenstände  und  die  Farben  wohl  die  ein- 
sigen einfachen  Begriffe  sind,  deren  Bestimmungsweisen  eine  mehrfach 
ausgedehnte  Mannichfaltigkeit  bilden.** 

Geben  wir  dem  Worte  „Bestimmungsweise  eines  Begriffes**  den  oben 
ausgesprochenen  Sinn,  so  scheint  demnach  Eiemann  Folgendes  sagen  zu 
wollen : 

„Gleichartige  Dinge,  welche  einem  Gattungsbegriffe  untergeordnet 
sind,  bilden  eine  discrete  Mannichfaltigkeit  und  heissen  die  Elemente 
dieser  Mannichfaltigkeit.  Sind  aber  die  einem  Begriffe  untergeordneten 
Objecto  so  beschaffen,  dass  man  stetig  von  einem  zum  andern  übergehen 
kann,  so  bilden  sie  eine  stetige  Mannichfaltigkeit,  und  das  einzelne  Ob- 
ject  heisst  ein  Punkt  derselben**. 

Dass  dabei  Riemann  das  Wort  „Punkt**  keineswegs  im  geometri- 
schen Sinne  genommen  wissen  will,  bezeugt  er  dadurch',  dass  er  auch  die 
„Bestimmungsweisen**  des  Begriffes  Farbe  hierher  zählt,  ja  sogar  (S.  5, 
unten)  „die  möglichen  Bestimmungsweisen  einer  Function  für  ein  gegebe- 
nes Gebiet,  die  möglichen  Gestalten  einer  räumlichen  Figur**  u.  s.  w.  Eine 
Gerade  ist  demnach  ebenfalls  ein  Punkt,  nämlich  als  Strahl  eines  ebenen 
odrr  räumlichen  Strahlenbttschelb,  und  ebenso  die  einzelne  Ebene  eines 
Ebenenbüschels  nnd  der  Kegelschnitt  einer  Schaar  oder  eines  Ne^es  etc. . 
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Lesen  wir  nun  weiter  in  S  1  *• 

„Bestimmte,  durch  ein  Merkmal  oder  eine  Grenze  unterschiedene 
Theile  einer  Mannichfaltigkeit  heissen  Quanta.  Ihre  Vergleicbung  der 
Quantität  nach  geschieht  bei  den  discreten  Grössen  durch  Zählung, 
bei  den  stetigen  durch  Messung«  Das  Messen  besteht  in  einem  Auf- 
einanderlegen der  zu  vergleichendeu  Grössen ,  zum  Messen  wird  also  ein 
Mittel  erfordert,  die  eine  Grösse  als  Massstab  für  die  andere  fortzutragen. 
Fehlt  dieses,  so  kann  man  zwei  Grössen  nur  vergleichen,  wenn  die  eine 
ein  Theil  der  andern  ist,  und  auch  dann  nur  das  Mehr  oder  Minder,  nicht 
das  Wieviel  entscheiden.** 

Das  wäre  Alles  ganz  klar,  wenn  es  sich  blos  um  solche  Mannichfaltig^ 
keiten  handelte,  deren  Punkte  wirkliche  ausdehnungsloso  Punkte  sind  und 
wenn  die  Linien,  Flächen  oder  Räume,  worin  diese  Punkte  anzutreffen 
sind,  selbst  mit  der  Mannichfaltigkeit  dieser  Punkte  identisch  wären,  d.  h. 
aus  ihnen  beständen.  Denn  dann  hätte  man  es  mit  dem  Jedermann  bekann- 
ten Begriffe  der  Grösse  zu  thun.  Es  handelt  sich  aber  erstlich 
nicht  blos  um  diese  Mannichfaltigkeiten,  und  dann  sind  Li- 
nien, Flächen  und  Räume  nicht  selbstPunkt Systeme,  sondern 
ihr  Ort.  Wäre  z.  B.  eine  Linie  identisch  mit  der  Mannichfaltigkeit  der 
in  ihr  anzutreffenden  Punkte,  so  müssted  zwei  Linien  gleich  gross  sein, 
wenn  jedem  Punkte  der  einen  ein  und  nur  ein  Punkt  der  andern  entspricht. 
Sind  aber  A^  B  zwei  beliebige  Punkte  einer  Geraden,  so  entspricht  jedem 
Punkte  C  innerhalb  der  Strecke  AB  auf  der  ganzen  übrigen  Geraden  ein 
und  nur  ein  Punkt  D^  welcher  der  C  zugeordnete  vierte  harmonische  Punkt 
zu  AyByC  ist,  und  umgekehrt:  jedem  Punkte  D  der  Geraden  ausserhalb 
AB  entspricht  innerhalb  AB  ein  und  nur  ein  Punkt  C  Auf  der  klein- 
sten geradlinigen  Strecke  sind  also  genau  ebensoviel  Punkte, 
wie  aufdem  ganzen  übrigen  Theile  derGeraden,  welcherdie 
Strecke  angehört.  Ich  sollte  meinen,  diese  wohlbekannte  und  unwider- 
legbare Thatsache  wäre  allein  hinreichend,  um  zu  zeigen,  dass  der  Begriff 
der  Grösse  Nichts  mit  stetigen  Mannichfaltigkeiten  zu  thun  hat.  Jeden- 
falls ist  aber  klar,  dass  der  in  obiger  Weise  vonRiemann  aufgestellte 
Begriff  der  Grösse  (des  Quantums,  der  Quantität)  etwas  ganz  Anderes  ist, 
als  der  Begriff,  den  wir  unter  diesem  Namen  ans  der  Anschau- 
ung abstrahiren. 

Man  versuche  nach  der  Rie mann* sehen  Definition  nun  z.  B.  unter 
der  Grösse  eines  Theiles  einer  Mannichfaltigkeit  sich  Etwas  zu  detiken, 
welche  aus  den  stetigen  Uebergängeu  einer  Farbe  in  eine  andere  oder 
einer  Gestalt  in  eine  andere  besteht! 

„Geht  man  bei  einem  Begriffe,  dessen  Bestimmungsweisen  eine  ste- 
tige Mannichfaltigkeit  bilden,  von  einer  Be^timmungsweise  auf  eine  be- 
stimmte Art  zu  einer  andern  über,  so  bilden  die  durchl  tiifenen  Böstim- 
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mungsweisen  eine  eiufach  ausgedehute  Mannichfaltigkeit,  deren 
wesentliches  Kennzeichen  ist,  dass  in  ihr  von  einem  Punkte  nur  nach 
twei  Seiten,  vorwärts  und' rttckwärtu,  ein  stetiger  Fortgang  möglich  ist. 
D^nkt  man  sich  nun,  dass  diese  Mannichfaltigkeit  wieder  in  eine  andere, 
völlig  verschiedene  übergeht,  und  zwar  wieder  auf  bestimmte  Art,  d.  h. 
BO,  dass  jeder  Punkt  in  einen  bestimmten  Punkt  der  andern  übergeht,  so 
bilden  9ämmtliche  so  erhaltene  B^stimmungsweisen  eine  zweifach  aus- 
gedehnte Mannichfaltigkeit*'  u.  s.  w. 

Das  ist  Alles  klar  und  verständlich;  dennoch  habe  ich  einen  guten 
Grund ,  es  durch  folgendes  Beispiel  zu  erläutern : 

Die  „Bestimmungsweisen**  des  Begriffes  desjenigen  Kegelschnitts,  der 
durch  fünf  Punkte  geht,  die  sich  auf  fünf  Geraden  einer  Ebene  frei  be- 
wegen können,  bilden  eine  fünffach  ausgedehnte  stetige  Mannichfaltigkeit. 
Seien  Ay  B^€,  D^  E  diese  beweglichen  Punkte,  so  entspricht  jeder  Lage 
dieser  fünf  Punkte  ein  ganz  bestimmter  Kegelschnitt  (,«Punkt**)  der  betrach- 
teten Mannichfaltigkeit.  Bewegt  sich  nun,  während  A^  ByCy  D  fest  bleiben, 
der  Punkt  E  auf  der  vorgeschriebenen  Bahn  etwa  bis  zur  Lage  E^ ,  so  geht 
der  Kegelschnitt  ABCDE  stetig  in  den  Kegelschnitt  ABCDE^  über,  und 
alle  einzelnen  Formen,  durch  welche  er  dabei  hindurchgeht^  bilden  eine 
stetige  Mannichfaltigkeit  von  einer  Dimension;  denn  man  kann 
itmerlialb  derselben  von  einer  dieser  „Bestimmungs weisen"  des  Kegel- 
schnitts zur  andern  nur  nach  zwei  Seiten  fortschreiten. 

Diese  Mannichfaltigkeit  kann  nun  wieder  dadurch  stetig  in  eine  an- 
dere von  derselben  Dimension  so  übergehen,  dass  jeder  „Punkt**  in  einen 
bestimmten  Punkt  der  andern  übergeht,  wenn  man  z.  B.  D  auf  seiner  Bahn 
stetig  in  eine  andere  Lage  i>,  übergehen  lässt.  Alle  einzelnen  Bestini mungs- 
weisen,  aus  denen  die  sämmtlichen  Mannichfaltigkeiten  bestehen,  in  die 
dabei  die  erstere,  einfach  ausgedehnte  stetige  Mannichfaltigkeit  übergegan- 
gen ist,  bilden  dann  eine  Mannichfaltigkeit  von  zwei  Dimensio- 
nen. Verlässt  nun  auch  C  seine  Stelle,  so  wird  aus  der  Zusammensetzung 
der  bereits  vorhandenen  „Veränderlichkeit  von  zwei  Dimensionen*'  des  Ke- 
gelschnitts mit  der  einfachen  Veränderlichkeit,  die  der  Bewegung  de»i 
Punktes  Centspricht,  eine  Veränderlichkeit  von  drei  Dimensionen  u.  s.  f. 
Der  Inbegriff  aller  Kegelschnitte,  die  durch  fünf  Punkte  «,  /$,  y^  6,  i  gehen, 
w^ehe  beziehungsweise  auf  den  Strecken  AAt,  BBx,  CC^^  BB^  EE^  lie- 
gen, ist  nun  offenbar  ein  völlig  bestimmter  Theil  der  ganzen,  fünffach  au.N- 
gedehnten  Mannichfaltigkeit,  also  ein  Quantum  im  Sinne  Riemann^s. 
Was  hat  nun  aber  ein  solches  Quantum  mit  Dem  gemein,  was  man  sonst 
Quantum  nennt?  Da  Riemann  bei  einer  discreten  Mannichfaltigkeit  die 
Anzahl  der  einzelnen  Elemente  ein  Quantum  bestimmen  lässt,  so  scheint  es 
fsFt,  als  verstehe  er  unter  Quantum  einer  stetigen  Mannichfaltigkeit  eben- 
falls die  Anzahl  ihrer  Punkte,  die  man  nur  deshalb  nicht  durch  Zahlen 
bestimmen  könno,  weil  sie  unendlich  gross  ist.    Nun  kann  man  zwar  aller- 
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dinge  in  gewissem  Sinne  auch  unendlich  grosse  Zahlen  mit  einander  ver 
gleichen,  und  die  höhere  Analjsis  lehrt  nns  manche  merkwürdige  Be- 
ziehungen unendlich  grosser  Zahlen  kennen  Dass  aber  die  Grösse  eines 
Rannigebildos  z.  B.  ein  Ausdruck  sei  für  die  unendlich  grosse  Anzahl  der 
darin  denkbaren  Punkte,  ist  eine  gänzlich  unrichtige  Vorstellungsweise. 
In  der  kleinsten  Kugel  sind  ebenso  viele  Punkte,  wie  im  ganzen  unend- 
lichen Räume,  nämlich  unendlich  viele  in  beiden.  Bezieht  man  die  Punkte 
ausserhalb  der  Kugel  auf  die  innerhalb  so,  dass  je  zwei  einander  entspre- 
chen, welche  auf  demselben  Durchmesser  liegen  und  harmonisch  zugeord- 
net sind  zu  den  Schnittpunkten  desselben  mit  der  Oberfläche,  so  bilden 
doch  wahrlich  die  Punkte  ausserhalb  uqd  die  innerhalb  zwei  stetige  Man- 
nichfaltigkeiten  aus  gleichviel  Punkten,  und  doch  ist  der  Ort  der  einen  un- 
endlich vielmal  grösser,  wie  der  der  andern,  und  können  darum  beide  nicht 
auf  einander  gelegt  werden,  dass  sie  sich  decken.  Wenn  aber  die  Orösse 
(das  Quantum)  nicht  ein  endlicher  Ausdruck  ist  für  die  unendlich  grosse 
Anzahl  der  darin  enthaltenen  Punkte,  was  soll  denn  darunter  gedacht  wer- 
den? Was  ist  dann  die  Grösse  irgend  eines  Farbenüberganges,  einer  Form: 
Veränderung? 

Der  dritte  Paragraph  handelt  von  einem  vollständig  unerklärt  gelasse- 
nen Begriffe,  von  der  „Ortsbestimmung  in  einer  gegebenen  Man- 
nichfaltigkeit*^,  dessen  Bedeutung  zu  errathen  mir  wohl  nur  halb  ge- 
lungen ist.  Es  könnte  darunter  etwa  die  Bestimmung  des  einzelnen  Punktes 
derselben  (also  die  Bestimmung  der  Bestimmnngsweise  des  Begriffes)  oder 
der  Punkt  selbst,  d.  h.  die  einzelne  „Bestimmungsweise  des  Begriffes*',  das 
einzelne  ihm  untergeordnete  Individuum  gemeint  sein.  Das  Letztere  scheint 
mir  allerdings  das  Wahrscheinlichere,  trotz  der  Gewalt,  die  damit  dem 
Worte  „Ort'*  angethan  wird,  indem  damit  auch  jede  Farbe,  jede  Form, 
kurz  jedes  stetig  veränderliche  Attribut  eines  Gegenstandes  ein  Ort  ge- 
nannt wird 

Nimmt  man  diese  Auffassung  des  Wortes  Ortsbestimmung  an,  so  kann 
man  aus  diesem  Paragraphen  etwa  das  Folgende  herauslesen :  Die  „einzelne 
Be>timmungswe]se'*  des  Begriffes,  dessen  sämmtliche  Bestimmungsweisen 
eine  stetige  Mannichfaltigkeit  von  n  Dimensionen  bilden  (also  der  einzelne 
Punkt  einer  n  -  fach  ausgedehnten  stetigen  Mannichfaltigkeit)  kann  stets 
durch  n  Quantitätsbestimmungen  bestimmt  werden.  In  der  That  ist  jeder 
Punkt  des  unendlichen  Raumes  durch  drei  Coordinaten  bestimmt,  wie  jede 
Faibe  durch  drei  Abmessungen  und  ein  „Punkt'*  unserer  obigen  Kegel- 
schnittsmannichfaltigkeit  durch  fünf  auf  den  festen  Geraden  abzumessende 
Strecken. 

Hiermit  glaube  ich  don  Sinn  des  ersten  Abschnittes,  soweit  möglich, 
eiiträthselt  zu  haben,  und  wenn  auch  in  diesem  Theile  der  Riemann- 
schen  Schrift  unsere  deutsche  Sprache  arg  misshandelt  worden  ist,  wie  dies 
ja  von  je  her  bei  unseren  Mathematikern  der  Brauch  ist,  so  kann  man  sich 
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immerhiD  mit  den  Ergebnissen  dieses  Theiles  seiner  Untersuchung  einiger- 
massen  befreunden. 

Ist  es  nun  schon  im  ersten  Abschnitte  schwer,  die  Bedeutung  der  darin 
auftretenden  Hauptbegriffe  klar  zu  fassen,  so  ist  dies  wenigstens  mir  in  dem 
folgenden  geradezu  unmöglich.    Dieser  Abschnitt  hat  die  Ueberschrift: 

„MassverhäUnisse,  deren  eine  Mannichfaltigkeit  von  n  Dimensionen 
fähig  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Linien  unabhängig  von  der 
Lage  eine  Länge  besitzen,  also  jede  Linie  durch  jede  messbar  sei/* 

Nun  stelle  man  sich  z.  B.  die  Mannichfaltigkeit  der  möglichen  Gestat- 
ten einer  Figur  oder  das  Farbensystem  vor  und  suche  dann  herauszufinden, 
was  unter  einer  Linie  und  der  Lage  und  Länge  derselben  bei  einer  sol- 
chen Mannichfaltigkeit  zu  verstehen  sei. 

Rein  analytisch  aufgefasst,  ist  diese  Schwierigkeit  in  Betreff  der  Be 
griffe  Linie  und  Länge  nicht  so  sehr  gross:  man  hat  nur  nöthig,  die  Art 
und  Weise ,  wie  die  analytische  Geometrie  uns  die  Gleichungen  mit  mehre- 
ren Variabein  geometrisch  zu  deuten  lehrt,  zu  verallgemeinern.  Sind 
j;, ,  ;r,  . . .  Xn  die  veränderlichen  Grössen,  durch  welche  die  einzelnen 
„Punkte**  der  Mannichfaltigkeit  bestimmt  werden,  also  ihre  Coordinaten, 
so  wird  durch  irgend  eine  Gleichung  /'(o;, ,  o;,  . . .  Xf^)  =  0  zwischen  denselben 
eine  in  dieser  Mannichfaltigkeit  enthaltene  Mannichfaltigkeit  von  n-^l  Di- 
mensionen bestimmt.  Alle  „Punkte'*  ferner,  deren  Coordinaten  zweien, 
dreien,  vieren,  n— 2,  n  —  l  solchen  Gleichungen  zugleich  genügen,  bilden 
Mannichfaltigkeiten  von  n— 2,  n— 3...2,  1  Dimensionen,  und  Nichts  hin- 
dert, die  letzten  Linien,  die  von  %wci  Dimensionen  Flächen  u.  s.  w.  zu 
nennen. 

Macht  man  nun  verschiedene  Hypothesen  in  Form  von  Gleichungen, 
so  kann  man  unzählig  viele  Arten  solcher  abstracten  Linien  und  Flächen 
u.  s.  w.  erfinden,  und  für  jede  ebenso  viele  Eigenschaften,  d.  h.  Relationen 
zwischen  den  Coordinaten  ihnen  zugehöriger  Punkte  nachweisen.  Ferner 
kann,  was  Riemann  allgemein  Quantum  nennt,  bei  einer  Mannichfaltig- 
keit von  einer  Dimension  Länge  heissen.  •  Aber  schon  bei  der  Lage  lässt 
un.<i  auch  die  Analysis  im  Stiche.  Wenn  die  Lage  eines  Punktes  mit 
diesem  nicht  geradezu  identisch  sein  soll,  so  dass  die  Worte:  „dieser  Punkt 
hat  eine  andere  Lage  wie  jener**,  nichts  Anderes  heissen  würden,  als:  ,, die- 
ser Punkt  ist  mit  jenem  nicht  identisch'*,  so  ist  für  die  Lage  eines  Punktes 
ein  analytischer  Ausdruck  nicht  denkbar.  Nimmt  man  aber  an,  das  Werth- 
System,  welches  den  Punkt  bestimmt,  sei  auch  der  Ausdruck  für  seine 
Lage,  so  bleibt  uns  auch  für  die  Lage  einer  „Linie*'  kein  anderer  Aus- 
druck, als  das  Gleichungssystem,  durch  welches  die  Linie  selbst  definirt 
wird,  und  wenn  wir  die  Linie  selbst  von  ihrer  Lage  trennen  wollen,  so 
bleibt  uns  absolut  Nichts  mehr  von  ihr  übrig,  wenn  wir  nicht 
zur  Anschauung  unsere  Zuflucht  nehmen.  Und  doch  giebt  Riemann,  der 
ja  von  aller  Anschauung  abstrahiren  will,  nirgends  einen  Fingei;zeig ,  der 
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uns  indglieh  machen  könnte,  herauszufinden,  was  er  denn  unier  einer 
Linie  und  ihrer  Lage  verstanden  wissen  will  und  was  man  sich  unter 
Bewegung  einer  Linie  in  einer  M  annichfaltigkeit  von  n  DidieD- 
sionen  zu  denken  habe.  Entweder  also  denkt  sich  Riemann  unter  den 
Worten  Linie,  Fläche,  Bewegung,  Richtung,  Lage  dasselbe,  wie 
jeder  ^andere  Sterbliche  (für  den  Bewegung,  Richtung  und  Lage  aus- 
schliesslich Attribute  räumlicher  Vorstellungen  sind,  die  der' unmittelbaren 
Ansehanung  entnommen  wurden),  und  dann  fällt  die  Allgemeinheit  seiner 
Üntersuebufig  dahin;  öder  aber  er  versteht  etwas  ganz  Anderes  darunter, 
und  dann  ist  Alles ,  was  er  sagt ,  absolut  unklar ,  so  lange  man  nicht  weiss, 
was  er  darunter  verstanden  wissen  will. 

-  Mir  scheint  nun  aus  dem  Ganzen,  sowie  auch  daraus,  dass  Riemann 
diese  Arbeit  nicht  selbst  veröffentlicht  bat,  hervorzugehen,  dass 
Ar  sieh  selbst  darüber  nicht  völlig  klar  geworden  ist,  und  zwar  einfach  aus 
d^m  Grunde,  weil  et  sich  eine  Aufgabe  gestellt  hat,  deren  Lösung  geradezu 
unmöglieh  ist.  Denn  man  kann  sein  Denken  ebenso  wenig 
Von  den  Fesselu  der  Ansehauung  befreien,  als  man  aus  sei^ 
n6r  Haut  fahren  kann,  so  gern  man  dies  auch  bisweilen 
möchte. 

Weitaus  verständlicher  sind  die  Untersuchungen  von  Heimholt» 
„über  die  Thatsächen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen^S  wie  dies  von 
einem  solchen  Meister  in  der  Darstellung  auch  nicht  anders  erwartet  wer- 
den konnte.  Aber  auch  diese  Arbeit  lässt  Vieles  im  Dunkel  und  leistet 
nicht  gznz,  was  sie  verspricht.  Helmboltz  giebt  als  den  näehsten  Zweek 
seiner,  wie  Riemann*s  Untersuchungen  den  an,  „zu  untersuchen,  welche 
Eigenthttmliehkeiten  des  Raumes  einer  jeden,  von  mehreren  Veränder- 
lichen Abhängigen,  eontinuirlich  in  einander  äbergehen*len  Manaickfaltig- 
keit,  deren  Differenzen  alle  mit  einander  quantitativ  ver- 
gleichbar sind,  zukommen,  welche  dagegen  nicht  durch  diesen  all- 
gemeinen Charakter  bedingt,  dem  Räume  eigenthUmlich  seien.** 

Und  an  einer  andern  Stelle  sagt  er:  „Die  analytische  Behandlung 
der  FrAge,  wodurch  sich  der  Raum  unterscheide  von  anderen  abmess- 
baren,  mehrfach  ausgedehnten  und  continuirlichen  Grössen,  empfiehlt  sich 
in  diesem  Falle  gerade  durch  den  Umstand,  dass  sie  der  Anschaulichkeit 
ermangelt  und  deshalb  den  auf  diesem  Gebiete  so  schwer  zu  vermeidenden 
Täuschungen  durch  die  besondere  |Beschränktheit  unserer  Anschauungen 
nicht  ausgesetzt  ist.** 

Man  könnte  nun  zwar  fragen,  ob  die  quantitative  Vergleich- 
barkeit der  Differenzen  oder  die  Abmessbarkeit  nicht  ebenfalls 
eine  dem  Räume  allein  zukommende  Eigenthümlichkeit  sei,  und  wie,  wenn 
dies  nicht  der  Fall,  diese  Eigenthümlichkeit  einer  stetigen  Mannichfnltig- 
keit  unabhängig  von  der  Anschauung,  durch  welche  wir  sie  als  Eigenschaft 
des  Raumes  kennen,  verstanden  werden  soll,  und  dsrüber  giebt  uns  Helm- 
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holtz  ebenso  weni^  Auf klärung ,  wie  Kie mann.  Setzen  wir  aber  diesen 
Scrupel  bei  Seite,  so  muss  zugestanden  werden,  dass  Helmholtzin  höchst 
klarer  und  präciser  Weise  rein  analytiseh  gezeigt  hat,  wie  aus  der  An- 
nahme ,  es  seien  im  Räume  unabhängig  von  der  Lage  feste  Punktsysteme 
möglich,  die  frei  bewegt  und  um  zwei  ihrer  Punkte  gedreht»  d.  h.  so  bo 
wegt  werden  können,  dass  nach  einer  endlichen  Bewegung  wieder  alle 
Punkte  am  selben  Platze  sind,  mit  Mothwendigkeit  folgt,  das  Linieadifferen- 
tial  sei  für  jedes  beliebige  Coordinatensystem  die  Quadratwurzel  a«s  einem 
homogenen  Ausdruck  zweiten  Grades  der  Differentiala  der  CoordiDataa. 

Es  mag  nun  sein,  dass  damit  der  Boden  gewonnen  int,  von  welehem 
aus  eine  ganze  Wissenschaft  rein  analytisch  aufgebaut  werden  kann,  indem 
man  die  einzelnen  Raumgebilde  durch  Gleichungen  und  Gleiehnngssysteme 
ersetzt;  niemals  wird  es  aber  gelingen,  auf  diesem  Wege  wirkliehe  Geo- 
metrie zu  Tage  zu  fördern,  ohne  die  Ansefaauung  zu  Hilfe  zu  nehmen. 
Eftie  Gleichung  mit  drei  Variabein  wird  zwar  immer  eiüe  Fläche  bedeuten, 
wenn  Jedem  Werthsysteme  der  Variabein  ein  wirklicher  ausdehnungsloser 
Punkt  und  nicht  blos  eine  „Bestimmufigsweise  eines  allgemeinen  Begri&*' 
entspricht;  welcher  Art  aber  diese  Fläche  sei,  hängt  ebenso  sehr  von  der 
Beschaffenheit  des  Coordinateüsystenfts,  wie  von  der  Form  dev  Gleichung 
ab,  und  alle  Ergebnisse  einer  Untersuchung,  die  von  der  Natur  deg  Co- 
ördinatensystems  abstrahirt ,  können  nur  rein  analytischer  Natur  sein  und 
erst  geometrische  Bedeutung  erhalten,  wenn  die  Anschauung  zu  Hilfe 
genommen  wird. 

Es  scheint  mir  demnach  zwar  festzustehen,  dass  die  ftinf  Postulate  von 
Helm  holtz  genügen,  um  eine  Reihe  von  rein  analytischen  Beziehongen 
zwischen  den  Coordinaten  von  Punkten  des  Raumes  und  damit  auch  viele 
Beziehungen  zwischen  diesen  Punkten  selbst  als  das  Ergebniss  analytischer 
Entwickelungen  darzustellen  und  so  eine  Wissenschaft  aufzubauen,  welche 
mit  einiger  Berechtigung  den  Namen  einer  analytischen  Geometrie  führen 
dürfte,  keineswegs  aber,  dass  nunmehr  alle  Sätze  der  Geo- 
rootrie  ausser  jenen  Po&tulaton  „blos  Definitionen  und  Fol- 
gen aus  Definitionen  seien**,  also  aus  jenen  Postulaten  und 
diesen  Definitionen  ohne  Herbeiziehung  der  Anschauung 
rein  analytisch  abgeleitet  werden  könnten.  Schon  die  Definition 
des  Punktes,  wie  sie  Rie mann  und  Helmholtz  geben,  giebt  über  dessen 
Beschaffenheit  gar  keine  Auskunft.  Was  ein  Punkt  sei,  kann  nur  an- 
schaulich  verstanden  und  nie  durch  eine  Definition  klar  gemacht 
werden.  Ebenso  wenig  wird  es  gelingen ,  die  Eigenschaften  der  geraden 
Linie  rein  analytisch  mit  Hilfe  eines  abstracten,  aller  Anschaulichkeit  baren 
Coordinatensystems  darzutbun;  ja  es  wird  überhaupt,  trotz  der  nachgewie- 
senen Form  des  Längendifferentials,  unmöglich  sein,  über  Form  und  Länge 
irgend  einer  Linie  zwischen  zwei  Punkten  irgend  etwas  Fassliches  aus  jenen 
Postulaten  undden  analytischen  Definitionen  allein  heraus  zu  demonstriren. 
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Anch  die  „eigenthümliche  Begrenztheit  uusereT  räum- 
lichon  Anschauaug**  enthält  „Thatsftchliches'*  genug,  das  weder 
Definition,  noch  Folge  aus  Definitionen  ist. 

Nicht  aus  Definitionen  und  allgemeinen  Hypothesen 
über  die  Natur  des  Raumes,  sondern  aus  der  Anschauung 
gehen  die  6&tze  der  Geometrie  hervor. 

Dies  ist  ein  schon  von  Kant  bewiesener  Satz,  den  man  zwar  heut- 
zutage gern  für  einen  überwundenen  Standpunkt  ausgeben  möchte ,  dessen 
Wahrheit  aber  so  lange  feststeht,  bis  es  gelungen,  eine  Definition  der  ge- 
raden Linie  zu  finden ,  aus  der  alle  ihre  Eigenschaften  demoustrirt  werden 
können  ohne  Hilfe  eines  besondern  (von  ihr  allein  und  nicht  vom  Räume  im 
Allgemeinen  handelnden)  Axioms. 

Was  sich  sonst  gegen  Riemann  und  seine  unbedingten  Anhänger  ein 
wenden  lässt,  habe  ich  theils  in  dem  ersten  Abschnitte,  theils  in  meinen 
mehrerwähnten  Abhandlungen  gesagt  und  mit  Gründen  belegt.  Nur  noch 
einige  Worte  über  den  Titel ,  den  ich  diesen  Aufsätzen  vorangestellt  habe. 
Ich  habe  diesen  Titel  gewählt,  weil  die  Aufsätze  zum  Theil  die  unter  dem 
gleichen  Titel  erschienene  kleine  Schrift  des  Herrn  Dr.  Rosanes  wider- 
legen  sollen.  Sonst  würde  es  mir  widerstrebt  haben»  mit  dem  Worte  An- 
schauung eine  Auffassung  des  Raumes  zu  belegen,  welche  sich  ge- 
rade dadurch  auszeichnet,  dass  ihr  gar  keine  Anschauung  zu 
Grunde  liegt. 

Schaffhausen,  im  December  1871.  ' 
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XI. 
Ueber  die  Resultante  zweier  ganzen  Functionen. 


Von 


Hans  N^aegelsbach, 

Gymnasialprofessor  in  Zweibrücken. 


Die  Resultante  zweier  ganzen  Functionen 
fx  =  «0^"  +  ^'la?"-*  +  . . .  +  0«  =  ^^oC^-fi^OC^-^t)  • . .  (^~«n)  ^ 

ist,  soweit  dem  Verfasser  bekannt,  dargestellt  worden  als  eine  Determinante 
m  +  n^*"  Orades,  deren  Elemente  die  Coefficienten  der  Functionen  sind, 
und  als  eine  Determinante,  die  für  m>w  vom  m**"  Grade  ist  und  deren 
Elemente  selbst  wieder  aus  Determinanten  der  Coefficienten  zusammen- 
gesetzt werden.  Im  Folgenden  soll  für  dieselbe  eine  Determinante  gegeben 
werden,  welche  vomiw  +  /i*®"  Grade  ist,  von  den  Coefficienten  verschiedene 
symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  als  Elemente  enthält  und  unmittel- 
bar in  Zusammenhang  steht  mit  dem  Begriffe  der  Resultante  als  Product 
aller  Differenzen  zwischen  je  einer  Wurzel  der  ersten  und  einer  Wurzel  der 
zweiten  Gleichung.  Aus  ihr  soll  dann  eine  weitere  symmetrische  Determi- 
nante abgeleitet  werden,  deren  Elemente  aus  Determinanten  der  Coefficien- 
ten zusammengesetzt  sind ,  die  für  my^  n  vom  n^^"  Grade  ist  und  die  mit 
dem  einen  Euler 'sehen  Eliminationsverfahren  in  Zusammenhang  steht. 

Die  symmetrische  Function,  um  die  es  sich  im  ersten  Falle  handelt, 
ist  die  inBaltzer's  „Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten",  §10,9, 
mit  Or  bezeichnete  Function ,  der  Quotient  der  Determinante 

l    a,  ..     <-2  ^^^n-l 


1    IT,  ...«,"-2 


durch 
1   a„  ...  a«-2    „r 


oder  ^/ftt,  a,  . . .  a„), 


II  a„  ...   a"~^    a;~^  | 


wie  Baltzer  das  Product  (a, — aj)(a8  —  a,) . ..  (a„  — of„_i)  bezeichnet.    Sie 
lässt  sich  darstellen  in  der  Form 


75 —  "t"  p —  "r  •  •  •  "T  ,/ 
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und  ist  eine  homogene  symmetriache  Function  der  a  vom  Orade  r  —  n-f-1« 
wie  Alles  bei  Baltzer  a.  a.  O.  zu  finden  ist. 

Diese  höchst  interessante  und,  wie  es  scheint,  vielfach  anwendbare 
Function   hat  der  Verfasser  im    vorjährigen  Programm    des  ZweibrQcker 

r 

Gymnasiums  behandelt.  Er  bezeichnet  dieselbe  mit  («i  . . .  tfn) ,  wo  r  den 
Grad  der  Function  bezeichnet*  Für  positive  ganze  r  ist  sie  nichts  Anderes, 
als  die  Summe  der  Combinationen  mit  Wiederholungen  der  o  zur  r^^" 
Classe.  Für  r=0  wird  sie  1,  für  re=  — 1 ,  — '2— . ..— (w  —  l)  wird  sie  0,  fär 
r<  — («  —  l)  wird 


V«i 


••"-^  =  («..«7..  «,)'^«-^^' 


a/-«a,»-*'...flr*-", 


a  +  fc  +  ...  +  n  =  *. 
Mittels  der  leicht  und  auch,  wenn  die  a  nicht  alle  von  einander  ver- 
schieden sind,  zu  beweisenden  Relationen  (SS  7,  8  und  16)* 


•) 


(«. 


r  1  r— I  2  r  — 2 

(«,...««)  =  «,'•  +  («,...«„)(«,   «,)  +  («,..    a„)(a,«,a,)  +  ... 

b)  r-«+l 

ergieM  sieli  nun  aas 

II   «,    ...  «,»»+"-1, 


1   a«  ...  a"«+"-« 


I  • 

I   i  l5m...PS  +  — > 

0  1                        m4>n-! 

(«,...«,)  (or,  ...o„)  ...  (a,  ...tfn) 

~l  0                         fn-fii-2 

,(«,...  ffn)  («1  ...  «11  ">    ...    («1  -  .  .  «n) 


^m-i 


I 


/>  (of,  . . .  er« ,  ft  . . .  jj«)  =:  ,  («j  . . .  of„)      (of,  . . .  Of„)  . . .  (cf,  . . .  a„) 


—01  +  1  -in-f-2  n 

(^....^„)   (ft.../?«)...(^,...^„)l 


*  Die    erste  Relation  ergiebt  sich  aus  der  bei  positiven  Exponenten  offenbar 
stattfindenden  Identität 

r  r  r~l 

(ff,. .    ffa)  =  («,... .  ffn-l)  +  ««(«,...  ffn). 

Da  man  mit  «^ — a,.  den  Zähler  dividiren  kann,  bleibt  die  Relation  bestehen,  aach 

wenn  a^^s^a^  wird.    Die  zweite  ergiebt  sich  ebendaraus  auf  folgende  Weise:   Man 
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»a» 


DftWi  bedeutet  />(«,...»»,  ft.../?«,)  wie  bei  9it)tzer  it^a  Product 
(^i-T-a,)  (/3,  — er,)  ...  ßm—ftn)*  Mdn  erhält  diejses  Kesaltal,  wenn  9^n  die 
erste  Zeile  vnn  den  •  — 1  folgenden  «bliebt  und  besieh QPg« weise  mitfft-*«(j, 
0,1  —  a,  dividirt,  dann  die  zweite  von  den  n — 2  folgenden  abzieht  und  mit 
er,  —  er«  ...  «n  —  ttt  dividirt  u.  s.*w. ,  zuletzt  zur  ersten  Zeile  wieder  die  n— -1 
folgenden,  mit  den  nach  b)  nöthigen  Factoren  multiplicirten ,  addirt,  zur 
zweiten  Zeile  die  n  —  2  folgenden  u.  s.  w.  Behandelt  man  ebenso  die  m 
letzten  Zeilen  und  dividirt  schliesslich  die  ganze  Gleichung  mit 

so  ergiebt  sieb  die  behauptete  Identität.   Die  Resultante  ist  soofich 

»  »        («,...««),        («!...«,)...(«,...  flf.) 

1  m+n— 1 

0,  l,  («i  ...  cr„)  ...  (a,  ...a«) 


A) 


Ä=ao'"V 


0,  0,  0,  ...(«,...«„) 

0,         i.  (A..'.i3«)...(ft^.X) 


Dass  die  Gleichungen  richtig  bleiben,  auch  wenn  die  a  und  die  ß  nicht 
alle  von  einander  verschieden  sind ,  ergiebt  sich  aus  dem  im  Programm  fQr 
diesen  Fall  Bewiesenen.    Werden  n&mlich  bei  der  Identität 


Icr,«  ...a,«+"-* 


^(a,...a«/J....W  = 


ßi' 


m4n-l 
ßm-hn-X 


>m-i-n~l 


k  von  den  o  gleich  Ui,  so  werden  auf  der  linken  Seite 


*.(Ä-i) 


Factoren 


gleich  of  —  «j.   Auf  der  rechten  Seite  aber,  wenn  man  das  oben  angegebene 
Verfahren  zunächst  nur  auf  die  Ar  gleichen  Zahlen  anwendet,  kann  man 
ebenso  oft  den  Factor  &,■—««*  ausscheiden,  und  die  übrig  bleibende  Deior 
misante  enthält  keine  gleichen  Zeilen  mehr.    Durch  eine  geringe  Modi^a 
tion  des  weiteren  Verfahrens  erhält  sie  djann  wieder  die  obige  Form. 


zerlegt  auf  der  rechten  Seite  den  letzten  Factor  jedes  Gliedes  mittels  der  nämlichen 
Formel  in  zwei  Glieder  und  fasst  dann  die  mit  gleichem  zweiten  Factor  behafteten 
Theile  je  zweier  benHchbarter  Glieder  zn.sammen.  Nach  n  — 2-  maliger  Wiederholnng 
dieses  Verfahrens  erhält  man  die  b).  t^ 
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Um  nun  auch  die  zweite  Form  der  Resultante  anzugeben,  ist  es  nütz- 
lich, einige  weitere,  im  Programm  schon  angewandte  abgekürzte  Bezeich- 
nungen einzuführen.    Die  Determinanten  von  der  Form 
p  9         *  '■ 

(«1    ...  «n)       (a,  . .  .  ffn)    . .  -   («1  . .  ■  «n) 
p-\  q  —  \  r-l 

(a,  ...  an)     (c,  . . .  a„)  . . .  (a,  . . .  Of„) 


q-r>-}-l  er—n-\-\ 


ff«)» 


p-n^l 

(«,  ...  a„) 
sollen  bezeichnet  werden  mit 

.  2"  ±  ("'■'"■■■ 

WO  die  über  den  Klammerausdruck  gesetzten  Zahlen  die  Exponenten  des 
ersten  Gliedes  bedeuten.  Wenn  sich  ein  solcher  öfter  nach  einander  wie- 
derholt, soll  die«  duicb  Wiederholungsexponenten  ausgedrückt  werden. 
Die  ähnlich  aus  den  Coefficienten  gebildeten  Determinanten  von  der  Form 


.  Or 


flp-.i  </,_i 


"r-l 


«r— il 


fip  —  i   f'q-^i 

sollen  bezeichnet  werden  mit 

D{apn^_^  ...  ör-f), 
WO  in  der  Klammer  das  Anfangsgliod  steht.    Auch  hier  werden  Wieder- 
holungsexponenten angewandt ,  wenn  das  nämliche  a  sich  öfter  nach  ein- 
ander wiederholt.    Die  übrigen  Elemente  werden  durch  die  des  Anfangs 
gliedes  in  beiden  Determinanten  so  bestimmt,  dass  die  Exponenten,  resp. 
Indices  in  jeder  Colonne  von  oben  nach  unten  je  um  ]  abnehmen. 

Zwischen  diesen  beiden  Classen  von  Determinanten  besteht  nun  all 
gemein  die  Identität  (Programm  21)*: 

^-^  r,«- 1,  f  — 2...1'  -  fi  +  2,  IT— n  +  l 

2i  ±  ("-  «"^ 


c) 


o  +  l 


/>(</, 


»•  —  r  -  I  ,.  t«  —  w  —  1 


r/'  — •-!  ,,•-  '  -^ 


Dabei  ist  i  die  Summe  der  im  Anfangsgliede  links  vorhandenen  Ex- 
ponenten. Wenn  in  der  Determinante  der  linken  Seite  die  Colonnen  so 
geordnet  sind,  dass  in  jeder  Zeile  die  Exponenten  von  links  nach  rechts 
wachsen,  bezeichnet  auch  die  rechte  Seite  eine  wirkliche  Determinante. 
Andernfalls  ist  sie  nur  ein  Symbol ,  indem  dann  negative  Wiederholungs- 
exponenten auftreten.  Die  dem  Symbol  entsprechende  wirkliche  Deter- 
minante lässt  sich  dadurch  finden,  dass  man  die  Colonnen  in  der  Determi- 


*  Die  im  Progiamm  bewiesenen  Gleichungen  sind  hier  mit  der  Modification  ge- 
geben, die  dndureh  nölhig  wird,  dass  hier  nicht  «q=  1  vorausgesetzt  ist. 
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nante  der  linken  Seite  in  der  angegebenen  Art  ordnet.  Im  Verlauf  der 
folgenden  Untersnchnng  kommt  nur  das  Symbol  D{a^'-'a^)  yor,  t^lches 
den  Werth  0  hat  für  O^s^n  +  ly  ausgenommen  wenn  8  =  q,  In  diesem 
Falle  ist 

Von  besonderen  Ffillen  sind  zn  erwähnen  die  Identitäten 
(«,'...««)  =  (^y />(«!'»)  und  («r'..«n)  =  (-ff«)-'*-^flo-^('';«i). 

Mittels  der  Gleichung  c)  lässt  sich  die  Determinante  in  A)  umformen 
in  die  gewöhnliche  Form  der  Resultante  als  Determinante  m  +  n}^^  Grades, 
deren  Elemente  die  Coefficienten  selbst  «sind.  Zerlegt  man  nämlich  die  De- 
terminante A)  in  die  Summe  von  Producten  je  einer  Determinante  n^^^ 
Grades,  deren  Elemente  den  n- ersten  Zeilen  entnommen  sind,  und  einer 
zugehörigen  Determinante  m^^^  Grades,  deren  Elemente  den  m  letzten  Zei- 
len entnommen  sind,  so  lasscju  sich  diese  einzelnen  Determinanten  mit  Hilfe 
der  c)  in  Determinanten  vom  m^*",  resp.  n^^*^  Grade  verwandeln,  deren 
Elemente  die  a,  resp.  b  sind.  Die  so  umgestaltete  Summe  ist  dann  nichts 
Anderes,  als  die  Entwickelnng  der  fraglichen  Determinante  m+n^^^  Gra- 
des in  a  und  b. 

Die  Identität 


-^  («1 . . .  ««)  .  /**  =  «0  . 


w  n  •  •  •   «„ 

ar«   . . .  a;» 


giebt,  wenn  man  die  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  veno;  auf  beiden 
Seiten  vergleicht: 


(—  !)"-•  .  Ä«-#  .  -^  (Of,  ...«,)  =  flTo  • 


o/-^a,'+ !...«," 


«^ •••<-'«:+*  ••• 


Diese  Gleichung  selbst  wieder  auf  die  fi+1  Elemente  a|...a„a:  an- 
gewandt, giebt 

(-.l)«+i-«(a„_.^,-^„_,a-)Yx.^(«i...«n) 


«•- «  oi+> 


Die  Vergleichung  der  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  giebt 
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• 

(-1 

=  ao*' 

•  •                   .                                 •                   •                                • 

•  •                   •                                 •                   •                                 • 

«••«...<- 

-1  «•+»  ...o'-» 

<+»  ..•«»:+» 

Die  FortsetzoDg  des  Verfabrens  liefert  die  obige  allgemeine  Formel, 
wdnn  man  noch  berücksichtigt,  dass,  im  Fall  die  niedrigsten  in  der  Deter- 
minante enthaltenen  Potenzen  der  et  nicht  die  0^^",  sondern  die  r^^"  sind,  die 
Determinante  sich  mit  (a,  ...  «„)''=  [(— !)"•  «n]'"  dividiren  Iftsst. 

Um  dagegen  die  Determinante  A)  anf  den  n^^^  Grad  su  rednciren,  be- 
nutze ich  die  für  jedes  ganze  s  und  q  gütige  Gleichung  (Progr.  30)  * : 


d) 


tt  =  0 


Werden  die  n*%  «  —  !*•..,  2»*  Zeile  der  A)  resp,  mit  -^— * ,  - —  ...— 
mnltiplicirt  und  zur  ersten  addirt,  dann  die  n**,  «  —  !*•...  3*«  Zeile  mit  resp. 
-^^,  -^^^  ...—  multiplicirt  und  zur  zweiten  Zeile  addirt  u.  s.  w.,   und 

«0  «0  ^'o 

dann  ebenso  die  m  letzten  Zeilen  behandelt,  so  geht  die  Determinante  A) 
infolge  der  d)  über  in 
B)  Ä  = 

.(;-iyi>(..»a„),  -^(;-7/>(v«n)  ...-(-^f""/^ («.—«-),  [-C-jr""' 


-(-^yz>K.o.  -c^I^cv«.)  ...-.(■-j-"i>(«r-»-e„).  K^J""^^ 


1, 


0, 


0, 


1, 


*  Diese  Gleichun|^  ergiebt  sich  bei  positivem  «,  wenn  man  die  Determinante 
D{a^9aq)  nacli  den  Elementen  der  letzten  Colonne  entwickelt.  Man  erhält 

a=«  a=«  a 

/)(a,«fl^  )  =  (-!)»    S    (-l)ft«.+9-ftflf/-«/>(«»i«)  =  (-i)*  V.  •^'   «#+f~a(a,  ...an). 

tt=0  a=0 

Bei  gleicher  Entwickelung  dann  /^  j 
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•  •  • 

In  dieser  Determinante  sind  nun  nach  dem  oben  ttber  die  D{a{-*a^') 
Gesagten  in  den  n  ersten  Colouncn  der  n  ersten  Zeilen  alle  Elemente  0, 
ausser  den  in  der  Diagonale  stehenden ,  welche  1  sind.  Dasselbe  ist  der 
Fall  mit  den  m  ersten  Colonnen  der  m  letzten  Zeilen.  Zieht  man  folglich 
die  n  ersten  Zeilen  beziehungsweise  von  den  n  folgenden  ab,  so  reducirt 
sich  die  Determinante  auf  den  m'^"  Grad  und  man  hat 

fi  {«,— " «»-0  +  i^^D  (6.«  6„_,)]       .  .  [-  {~Jd  («,"-•  «»-O  +  i^^I>  (6.-^  6».-i] 


(0/>(VM 


(-Jp(V-.6.) 


1  Ä=^  a+a 

Fürp=7— 1  ergiebt  dies  die  obige  Gleichung. 

Sie  findet  hier  auch  noch  Anwendung  für  0>^ff>'  —n  und  lässt  sich  für  diese 
Werthe  am  einfachsten  verificiren  mittels  der  weiteren  Relation  (Progr.  15^ 

23* 


r;  ''t^oogle 
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Es  ist  ersichtlich,  wie  man  diese  Determinante  nnn  gar  anf  den  n^^ 
Grad  bringen  kann,  indem  man  die  m—n  letzten  Zeilen,  mit  den  nöthigen 
Factoren  maltiplicirt,  alle  von  der  ersten  Zeile  abzieht,  dann  ebenso  toh 
der  zweiten  n.  s.  w.    Man  erhftlt  so 

c)  Ä=a«6o"(-iy"— «>-.  ; 

Cni   ..«    C/tn 

Der  Werth  von  cn  lässt  sich  fibersichtlich  darstellen,  wenn  man  Ton 
dem  Umstände  Gebrauch  macht,  dass,  wie  leicht  zu  erweisen,  2>(a/aA)=:0 
wird  für  h=0  und  jedes  negative  A,  ausgenommen  für  A  =  — /,  in  welchem 
Falle  />(«,' Ä_/)  =  (-iyflo'+^  "t- 

Berücksichtigt  man  noch  das  Über  />(a,'~'a^)  Gesagte,  so  kann  man 

schreiben 

«=••+11-1/     |x-fi-fi+a  /^    i\t 

Cik  =       S^^      (-^)  .  2>(fl|— +«^«-^+i)  .  (-^-)  .  />(*!*-* ^«-.). 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Elemente  der  Determinante  C)  zusam- 
mengesetzt sind  aus  zwei  Systemen  von  Elementen  von  je  n  Zeilen  and 
N-f^  Colonnen,  nämlich  aus  den  Systemen 

•  •  • 

•  •  • 

(-  IJ.  D  {b,"-  •  M  .  • .  (-  IJ-  0  (6,—»  6_.+,) 


und 


r  r— 1  r—n 

Oq  («1 . .  .an) 4-  /7i  (ofi . . .  an)  + ...  +  <in  (ofi  ■.  •  «n)  =  0. 
Diese  Belbst  aber  lässt  sich  z.  B.  dndnreh  ableiten,  dass  in  ähnlicher  Weise,  wie  oben 
die  Determinante  A)  gefunden  wurde ,  durch  snccessives  Subtrahiren  der  einselnen 
Zeilen  der  vorhergehenden  Determinante  und  Division  mit  den  betreifenden  Differen- 
zen der  ff,  so  hier  die  Gleichungen 

«i'--^ /•(«!)  =-P,    a,r-i./-(a,)  =  0...<-*./-(««}  =  0 
behandelt  werden.  ^^  ^ 
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Bei  dem  ersten  System  sind  die  Elemente  der  n  ersten  Colonnen  alle 
=  0,  ausser  den  in  der  Diagonale  stehenden,  welche  den  Wertb  1  haben. 
Bei  dem  zweiten  System  sind  die  Elemente  der  n  letzten  Colonnen  =0  und 
nur  die  in  der  Diagonale  stehenden  haben  den  Werth  —1.  Man  erhält  das 
Element  Ciky  wenn  man  jedes  Element  der  t^'°  Zeile  des  ersten  Systems  mit 
dem  entsprechenden  Element  der  k^^^  Zeile  des  zweiten  Systems  mnltipll- 
cirt  und  die  Producte  addirt.  Die  Determinante  0)  Iftsst  sich  also  auch  zer- 
legen in  eine  Summe  von  {n  +  m)^  Gliedern,  von  denen  jedes  das  Product 
ist  einer  Determinante  n^^^  Grades  aus  n  Colonnen  dos  ersten  Systems, 
in  eine  Determinante  n}^^  Grades  aus  den  entsprechenden  n  Colonnen  des 
zweiten  Systems. 

Die  Resultante  C)  lässt  sich  weiter  transformiren  in  eine  symmetrische 
Determinante  desselben  Grades.  Dabei  ist  Gebrauch  zu  machen  von  der 
Identität 


e) 


a=l 


0,     0 

...      0,      üp^i 

...        «,,           dr  +  q 

«o>    «1  •••  flp—i»      fip 

...   ag«i,    «r  +  ff-l 

0.     «0  •••  «P-2»   «P-I 

...    a,«2i    ar  +  9-2 

•        •               •            • 

• 

.        •               •            • 

.                     . 

0,     0  ,..      0,         0, 

<»o>            «r 

^P  +  1»    Öp  +  2   ••• 

flj»                   Ör+9 

«0.         «1        ••• 

a,-p-.l,    «r+j-p-l 

-^o)' 

0,        ao      ... 

•          • 

«9-P-2,    ar+f-p-2 
•                          • 

0,        0 

«0»                   ^r 

Sie  verificirt  sich  leicht,  wenn  man  D{a^9  ar)  nach  den  Elementen  der 
ersten  Zeile  entwickelt.  FUr  ps=sq  reducirt  sich  die  rechte  Seite  auf  das 
eine  Glied  (— fco)''^r+5. 

Die  Umformung  wird  nun  folgendermassen  ausgeführt.  Nachdem  die 
Ordnung  der  Colonnen  umgekehrt  ist,  wird  die  zweite  Colonne  mit  6| ,  die 
dritte  mit  b^  u.  s.  w.  multiplicirt  und  alle  zu  der  mit^^  multiplicirten  ersten 
addirt;  dann  wird  die  dritte  mit  6,,  die  vierte  mit  b^  u.  s.  w^  multiplicirt  und 
zu  der  mit  b^  multiplicirten  zweiten  addirt.    Man  erhält  auf  diesem  Wege 

du    ...  din 

D)  Ä  =  flo'"(-0" 


Dabei  ist 


b=.n— *  «=Hi-|-n— 1 

da=     S  S 

b=0  a=o 

Xbu. 


(-0 


dni    ... 


Z>(ar"  +  *«— .-l-i) 


«4.i-.*-b 
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lieber  die  Resultante  zweier  ganzen  Functionen. 


Fasst  man  in  dieser  Doppelsnmme  alle  Glieder  zusammen,  welcbe 
denselben  Factor  in  a  enthalten ,  so  reducirt  sich  der  andere  Factor  mittels 
der  e)  und  es  wird 

a^m+n— 1       /       j\  — n  +  l-fa 


rf,i  = 


(-i)" 


Z)(«, 


—  n+a 


a„_j-|.i)  .  6,„-j.„-_A— a 


Werden  bei  dieser  Determinante ,  wie  oben  mit  den  bj  jetzt  mit  den  a 
die  Colonnen  der  Keihe  nach  multiplicirt  nnd  die  n— 1  letzten  zur  ersten, 
die  n  — 2  letzten  zur  zweiten  addirt  u.  s.  w.,  so  erhält  man 


E) 


eu 


<'«! 


Dabei  ist  jetzt 

b=n  — JIr  a=m4-n  — 1 

e,A=     S  S 

oder  wenn  man  die  mit  gleichem  b  behafteten  Glieder  zusammenfasst : 

b=m  a  =  n  —  k       /       i     b— i:— a  +  1 

eik=-Sb„^^.     S      -I--I  .aa.i>(fl.*-*-*fl— .-fi). 

Dieser  Ausdruck  zerfällt  in  dreierlei  Summen.  Zunächst  fallen  alle 
Glieder  weg,  für  welche  5— /r— a  negativ  ist,  ausgenommen  wenn 

b-Ä^a  =  -(w-i  +  l) 
ist;  dies  kommt  nur  vor  für  b=0  bis  b=t— 1,  tind  die  daraus  hervorgehen- 
den Glieder  geben  die  Summe 

S     —  ön-*-i  +  b+l^m  — ^• 
b=0 

Von  b  =  0  bis  b=/r  — 1  ist  6  — Ä  — a  immer  negativ,  also  kommen  die 
^m  •  •  •  bm—k+\  nur  in  dieser  Summe  vor.  Von  bm—k  bis  ^m— n  reduciren  sich 
die  übrigen  Coefficienten  mittels  der  e)  auf  ein  Glied  und  geben  die 
Summe  t__„ 

S    ö„_jfc— f+b-f  i^m-b- 

Von  6m— ft  bis  6^  reduciren  sich  die  Coefficienten  mittels  der  e)  auf 
eine  Determinante  und  geben  die  Summe 
für  n=2,  m=4 


Ä=  -. 


für  w  =  3,  w=4 


Ä  =  — . 


(—  «0'  ^4  +  «0  «8  ^1  —  fl|  «.  ^)  ,  (—  V  ^8  +  «/'« 


Für  m  =3  fi  fällt  die  dritte  Summe  in  den  Elementen  weg  und  die  De- 
terminante reducirt  sich  auf  die  Bezout'sche. 
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^.^^..r^.^^^^.^^     - 

,^^^^, 

^'^ 

-Ar  +  1    <Iji-*+2    . 

. .     tt\i^k 

^« 

_,--jt4-b^.l 

«0                  ''l 

.    «b-n-l 

«b-i 

0               ao 

.    ö(,— n  — 2 

öb-.'-l 

•                • 

• 

• 

•                • 

• 

• 

0                0 

ö'l 

«n-i  +  2 

0               0         ., 

öo 

ön-t  +  1 

Wenn  ich  nun  noch,  am  in  den  Elementen  der  Determinante  keine 
Brüche  zu  haben,  alle  Zeilen  der  Determinante  mit  a^'^^  multiplicire, 
erhalte  ich  schliesslich 


F) 
und  dabei  ist 


(-l)m. 


b.. 


Dal 


bi, 


vnn 


b=«+l 


.j> 


h-n^m^h 


«n  — 1+1    fln-*+2 


Ob— «  —  1  flb-< 

ab^n— 2  Ob— <-l 


0 

0 


0 
0 


Ä«- 


^m-b 


Der  Nenner  a^("«— «)(«—*)  mnss  sich  wegheben,  wenn  man  die  Deter- 
minante entwickelt,  da  bei  der  Ableitung  der  E)  aas  der  A)  neue  Factoren 
nicht  eingeführt  worden  sind.  Die  Resultante  ist  dann  vom  n^^^  Grad  in 
den  b  and  vom  m^^^  Grad  in  den  a,  wie  es  sein  muss.  Dass  die  Determi- 
nant6*symmetrisch  ist,  erkennt  man,  wenn  man  f  und  k  vertauscht.  In  die- 
sem Falle  bleibt  die  dritte  Summe  die  nämliche.  Bei  den  zwei  ersten  treten 
Glieder  hinzu,  die  sich  gegenseitig  aufheben. 

Man  erhält  für  n==2,  m»3 


[_—  a^^b^  +  a^a^  6,  -  a^  («,«  -  ao«,)  6,  +  («i'  —  »«o«!  «t)  ^]  ! ' 

Aus  der  Symmetrie  der  Determinante  ergiebt  sich,  dass  (Salmon, 
Vorlesungen  zur  Einführung  in  die  Algebra  der  linearen  Transformationen, 
bearb.  von  Fiedler,  S.  267)  für  m>n>l  sich  immer  eine  quadratische 
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lieber  die  Resultante  zweier  ganzen  Fanctionen. 


Form  von  n  Veränderlichen  finden  läset,  deren  Discriminante  sieh  nur 
durch  einen  constanten  Factor  von  der  Resultante  der  beiden  Fanctionen 
unterscheidet. 

Es  ist  nun  noch  übrig,  zu  zeigen,  in  welchem  Zusammenhange  unsere 
Determinante  mit  dem  Euler'schen  Eliminationsverfahren  steht,  and  wird 
sich  dabei  ein  zweiter  Weg  ergeben,  um  zu  dieser  Determinante  sn  ge- 
langen. 

Wenn  man  nach  diesem  Verfahren  g,  mit  Hilfe  der  /^  nach  and  nach 
auf  den  n^'**  Grad  bringt,  ergiebt  sich  nach  einander 


«*0  «*a 
boba 


a-— % 


«0  *« 


a=l  i  ^0  ''« 
zuletzt 


a;«-*- 


"0  "« 


tt=2 


«0 

«1 

...  flm-fi. 

-1 

öa 

s 

0 

• 

«0 

. ..  On^u- 

-2 

öa-l 

a=n  — m 

• 

• 

' 

* 

0 

*0 

0 
^1 

...          % 

-1 

«0 

«1 

...  am^n- 

-1 

«m-n+a 

a=ii 
a=o 

p 

0 

«0 

• 
• 

0 

...       a^ 

-2 

• 
«a  +  1 

"o 

^ 

...   frm-«. 

-1 

Öm-n+a 

«0    «I       "« 

^0    ^1      ^« 


j;*"-« 


a:"- 


a:«-«  =  Ä,. 


Wird  nun  aus  /'f  und  A^  die  Bezou tische  Resultante  gebildet,  so  er- 
hält man  wieder  die  Determinante  in  F).  Wenn  ich  dieselbe  Bezeichnung 
anwende,  wie  Baltzer  S  H,  14,  so  ist  das  r+1*«  Glied  der  «+!*•"  Zeile 
in  der  Bezout'schen  Resultante 


«=0 


Om-u^t    Arn— fi-f«  +  r+l  — tt 


0     ...  «0  ö#-fr+2 

6q    ...   ^m  — n-1    ^m  — n+«+r+l^a 


öm— n  — 1    ^m— n-fr—o 


0     ...         /Iq  «r+l-a 
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Fasst  man  hier  die  Glieder  znsammen ,  welche  mit  gleichen  b  behaftet 
sind ,  so  erhält  man  leicht  für  die  Glieder  mit  b^  bis  b^^^  die  Summen 


a=:0 


«+«+r+l-a— ^'o"'     "    ^    öj+l+ft  fem -!•+'• -a« 


a=0 


Dagegen  wird  der  Coefficient  von  bm—h  für  b^n^  abgesehen  von 
einem  gemeinsamen  Factor,  eine  Summe  von  2r-i-2  Determinanten  h^n^'"^ 
Grades.  Dieselben  lassen  sich  mittels  der  e)  in  eine  Determinante  zusam- 
menfassen ,  oder  auch  auf  folgendem  Wege. 

Sie  haben  die  b — n— 1  ersten  Colonnen  gleich,  lassen  sich  also  in  eine 
Determinante  zusammenfassen,  wenn  man  die  letzten  Colonnen  addiit. 
Werden  dann  in  dieser  Determinante  von  der  letzten  Colonne  die  mit  resp. 
a»^fi+«+r)  ^»-n-fc+r— 1  .••  ac4.r+2  multiplicirten  ersten  Colonnen  ab- 
gezogen und  die  sich  aufhebenden  Glieder  weggelassen ,  so  nimmt  sie  die 
Form  an 

ifll ,  flt  .•.  a>-n-l ,  («0 <»fc— n+H-r+l  - «r+1  «b-iH-«"" ^»"+2  «b-n-H- 1 " •••  -«f+l  «b-n+r) 


I  0,  0    ...      ÖQ,         (-Är+löf+l) 

Diese  Determinante  Iftsst  sich  zerlegen  in  eine  Summe  von  b  —  n  +  1 
Determinanten  vom  Grade  b  — n-}-i  folgend ermassen: 

0,  0 


0, 

0 

... 

0, 

«0. 

0 

... 

0, 

0, 

«0 

... 

flfc-«- 

-2 

0 
0 


0,  0   ... 
0,  «r+2,  0  ... 

0,      0,    a, ...  ab-ii-2.  öb-«+*-l 


"0» 

0, 
0, 


0,    «0 


ab-n-2»  «b-n+t-l 


0> 


0,     0,    0  ... 


«•-ft 


0,     0   ... 

0,  0,  ar+3,  0  ...  0, 

a^  0,     0,     0  ...  0, 

0,  «0»    0,     0  ...  0, 


0 
0 
0 


0,   0,      0,     Ol  ...  db-Ji-Sj  Äb-«+#-,  2 


0,  0,    0,      0 


ö#+l 


0,   0  ...  0,    a^^n-^r^u  0, 
«0,0  ...  0,  0,        0, 

0,  «o--.  0,  0,        0, 


0 
0 
0 


0,  0  ...  a^, 
0,  0  .  .  0, 
0,    0  ...  0, 


0,        0,       0 
0,       «t»  «•+2 


0, 


«0»  ö*+i 


0,    0  ..-.    0,     ab-n+r, 


H} 


0  ...  0, 
0,  «0-   •  ö> 


0 

0,  0 

0,  0 


0,   0  ., 
0,   0  ., 


"o> 


.  0, 


0, 
0, 


0 
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Hier  lassen  sich  nnn  die  beiden  leisten  Determinanten ,  ohne  daas  der 
Werth  geändert  wird ,  so  umgestalten ,  dass  alle  Zeilen  bis  anf  die  erste 
einander  gleich  werden,  indem  man  jede  0  in  der  einen  Determinante,  der 
in  der  andern  ein  a  entspricht,  durch  dieses  a  ersetzt.  Beide  Determinin- 
ten  lassen  sich  dann  zusammenfassen ,  indem  man  die  ersten  Zeilen  addirt 
Das  Resultat  lässt  sich  ebenso  mit  der  vorhergehenden  Determinante  za- 
sammenfassen  u.  s.  w.  Man  erhält  zuletzt  eine  einzige  Determinante  Tom 
Grade  b — n  +  1. 

Die  dritte  Summe,  aus  welcher  Cgr  besteht,  bekommt  so  die  Form 

S      ei)*-«+i^..^a^— *      ... 
*=»+!  ... 

0  0     ...        «0  ö.-|.i 

Setzt  man  nun  r=n — A:,  «=n — t,  und  verändert  in  den  beiden  ersten 
Summen  die  durchlaufenden  Buchstaben  so,  dass  auch  hier  die  Indices  der  b 
m— (  werden,  so  ergiebt  sich 

Es  ist  also  die  aus  fx  und  h^  abgeleitete  Determinante  von  der  Deter- 
minante in  F)  nur  dadurch  verschieden ,  dass  die  Zeilen  und  Colonnen  in 
der  umgekehrten  Ordnung  stehen  und  ausserdem  jedes  Element  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  hat.  Sie  lässt  sich  also  ebenfalls  durch  a^^*"— "X«—!) 
dividiren  und  enthält  dann  keinen  fremden  Factor  mehr. 

Aus  dieser  zweiten  Ableitung  der  Determinante  F)  ergiebt  sich,  wie 
bei  Baltzer  a.  a.  0.,  dass,  wenn  die  Resultante  0  ist  und  die  Gleichungen 
eine  einzige  gemeinsame  Warzel  o>  haben ,  also  die  partiale  Determinante 
yin  nicht  verschwindet,  die  Proportion  statthat: 

a>«-^ :  »»-^ :  . . .  :  cö  :  1  =  y,i :  y,2 :  . . .  :  y,  ,-i :  y,,,. 
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XYI.    lieber  einige  Integrationen  längs  geschlossener  Wege. 

Im  Folgenden  sei  «  =  a;  +  iy  und  F(z)  =  F{x  +  ii/)  eine  Fanction, 
welche  sjnektisch  bleibt  längs  des  Umfangs  and  innerhalb  des  Rechtecks, 
welches  aas  den  Seiten  05  =aa,  C(f=2b  (s.  j^p 
beigesetzte  Figur)  construirt  ist  und  von  der 
x-Axe  halbirt  wird.  Die  gebrochene  Function 

erleidet  dann  nur  an  den  Stellen  eine  Unter- 
brechung der  Continuität,  wo  der  Nenner  ver- 
schwindet, also  für  «  =  0,  +in,  +2i»,  +3f« 
n.  s.  w.  Den  ersten  dieser  Ausnahmepunkte 
umgehen  wir  in  einem  aus  dem  Coordinaten- 
anfange  0  init  dem  Radius  OA=ir  beschrie- 
benen Viertelkreise  EJ,  die  übrigen  Ausnahmepunkte  schalten  wir  durch 
die  Annahme  b*<,n^  aus;  für  das  Integral 


h 


dz 


c*  — e~ 

nehmen  wir  als  Integrationsweg  die  geschlossene  Linie  ABCDEA^  so  dass 
bekanntlich  der  Integralwerth  s=:0  ist.  Das  Integral  zerfällt  in  die  fünf  ein- 
zelnen Integrale  längs  AB^  BCy  CDy  DEj  EA^  und  es  sind  dann  die  folgen- 
den selbstverständlichen  Substitutionen  anzuwenden: 

längs  AB:  z  =  x  von  a:  =  r   bis  a:  =  a , 


„  BC:  z  =  a  +  iy  „  y  =  0  , 
„  CD:  z  =  x  +  ib  ,,  x  =  a  , 
„       DE:   z  =  iy  „     y  =  6      , 

„       EA:  z  =  r^^         „    ^  =  4«  , 
Damit  gelangt  man  unmittelbar  zu  der  Gleichung 

0  ö  ö 


ir  =  0, 
^  =  0. 


a 


ib)_ 
(*-Hi6) 


.r      F{a  +  iy)  r      F{x  +  ib 

0  0 

r  0 
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worin  i  znr  Abkürzung  fQr  re^^  benutzt  ist.    Bei  verschwindenden  r  con- 
vergirt  auch  (;  gegen  die  Null  and  zugleich  wird 

Lim  -. T  =  l ; 

die  vorige  Gleichung  geht  dann  in  die  folgende  über : 

a  h 

0  0 

Das  zweite  Integral  linker  Hand  kann  in  der  Form 
b 
•g-(«+«!r)F(a+fy) 


/       1  — e"-2(«H-t»)     "^ 
0 
dargestellt  werden,  und  daraus  erhellt,  dasa  sein  Werth  bei  unendlich 
wachsenden  a  gegen  die  Null  convergirt,  wenn 

1)  Xiin{«-<«+«»>-F(a+iy))  =  0,  für  a  =  oo. 

Setzen  wir  diese  Bedingung  als  erfüllt  voraus  und  nehmen  speciell 

J  e'^e^*  4  V/    «  (e'  +  e-*)  *  /     siny 

und  ebenso  für  negative  t 

0  0  0 


Durch  Addition  und  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  gelangt 
man  zu  folgenden  Hesultaten: 

'F(x  +  ^in)  —  F{x''^in)         dx 

2i  'e^  +  e-* 

Ö 


i) 


00 

r 

0 

J  e*  — e— *  *J  2  siny  ' 

0  0 

/"Fix  +  ^in)  +  F(x—lin)        dx 
2 


») 


4« 
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Als  Beispiel  nehmen  wir  F(z)=:«~^';  die  Bedingung  i)  wird  dann 

und  sie  ist  erffillt  für  1+Ar>0.    Die  Gleichung  2)  führt  in  diesem  Falle  zu 
dem  unbrauchbaren  liesultate  00  =  00.    Dagegen  folgt  aus  Nr.  3) 

kn 


oder  für  €"'=:( 


0  0 

Diese  Formel  dürfte  neu  und  nicht  ohne  Werth  sein,  weil  das  Integral 

rechter  Hand  bei  jedem  rationalen  Ar=  -  mittels  der  Substitution  /=ati"  in 


du 


0 

transformirt  und  dann  nach  den  gewöhnlichen  Methoden  entwickelt  wer- 
den kann. 

Aus  Nr.  4)  ergeben  sich  für  Ars +  A  und  h^^-l  die  beiden  Gleich- 
ungen 


——^dy=s 2C.0S —  /  ,    ,   ^dt, 

siny     ^2  2j  l  +  i^     ' 

ü  0 

/     zmy     '       2  2J  1  +  ^ 

0  0 

Beschränkt  man  X  auf  dasjenige  Intervall,  welches  den  beiden  für  X 
angegebenen  Intervallen  gemeinsam  ist,  so  darf  man  die  beiden  vorigen 
Gleichungen  addiren ;  man  erhält 

0 
Hieran  knüpft  sich  ein  neuer  und  sehr  einfacher  Beweis  für  eine  längst 

bekannte  Integralformel.   Setzt  man  nämlich 


dx 


und  substituirt  rechter  Hand  im  ersten  Integrale  x  =  ^,  im  zweiten  ^  =  ^1 
so  erhält  man  ^  , 
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—-—dx^2  I  Z-Ä ^' 


00 

--—-dx=- ,     0<fi<I 

1  +  x  stniin  ^ 


/^- 


0 

Eine  zweite  Anwendnng  der  Formel  3)  ergiebt  sich  för  F(z)  =  e~*=\ 
wobei  Ar>0  sein  mass,  damit  F(z)  der  Bedingung  1)  genagt;  man  erhält 


/ 


OD 


«*  +  «-'  4 

0 
Diese  Gleichung  lässt  sich  dadurch  verificiren,  dass  man 

1        _jtK  1 3 5  i 

setzt    und    die    einzelnen  Keihenglieder  nach  einer  Formel  umgestaltet, 
welche  ich  im  I.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  S.  186  entwickelt  habe. 

SCHLÖMILCH. 


XVn.    lieber  die  Bestimmung  des  Oewiohts  einer  dnreh  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  bestimmten  Unbekannten. 

Wenn  aus  den  Normalgleichungen 

i   (aa)ar  +  (a6)y  +  (ar)z  +  (an)=0, 

1)*  j   (aft)a:  +  (6^)y  +  (6c)2  +  (6n)=0, 

f   {ac)a:+(fec)y  +  (cc)2  +  (cn)=0 
die  Unbekannte 

_      (g;i.2) 

^^      (CC.2) 

bestimmt  wurde,  so  ist  das  Gewicht  von  z 

2)  Pa  =  (cc.2) 

{Theoria  moius  arL  182  und  Encke  1835  8.  286). 

Diese  Art  der  Gewichtsbestimmung  ist  entschieden  in  der  Mehrzahl 

der  Fälle  die  beste;    namentlich   kann  die  von   Encke   als    „zweite" 

bezeichnete  Methode  der  theoria  combinationis  arU  20  (Encke  1635  8.  2d3), 

wenn  es  sich  nur  um  die  Gewichte  der  Unbekannten  xyz  selbst  handelt, 

hier  nicht  in  Concurrenz  treten. 

Es  fügt  sich  aber  die  von  Gauss  gegebene  und  von  Encke  erläuterte 

Herleitung  der  Gleichung  2),  die  sich  auf  die  Wahrscheinlichkeitsfunction 


*    Wir  beschränken  die  Rechnung  auf  drei  Unbekannte,  da  sich  die  all- 
gemeine Giltigkeit  leicht  einsehen  lässt. 
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stützt,  der  systematischen  Darstellang  der  Methode  der  kleinsten  Qnadrate, 
welche  möglichst  rasch  apf  Anwendungen  ausgeht,  nicht  gut  ein,  weshalb 
eine  andere  Herleitung  erwünscht  ist. 

Die  Methode  der  Gleichung  2)  lässt  sich  unmittelbar  aus  der  von  Eneke 
als  „zweite"  bezeichneten  herleiten,  und  diese  letztere  Iftsst  sich  nach 
unserer  Ansicht  viel  kürzer  finden,  als  dieses  bei  Encke  geschieht,  da 
dieser  geradezu  die  Entwickelung  der  Theorica  comhinalionis  art,  20  mit  un- 
bestimmter Auflösung  der  Normalgleichungen  giebt,  was  nicht  nöthig  ist, 
wenn  man  das  Princip  der  kleinsten  Quadratsumme  als  bereits  bewiesen 
voraussetzt. 

Folgende  Entwickelung  liefert  die  „erste**  und  die  „zweite**  Methode 
der  Gewichtsbestimmung  unter  Zugrundelegung  des  Princips  der  kleinsten 
Quadratsumme,  ohne  Benutzung  der  Wahrscheinlichkeitsfunction. 

Wenn  es  möglich  wäre,  die  Gleichungen  l)  nach  or,  y,  z  aufzulösen  und 
die  dadurch  erhaltenen  Ausdrücke  nach  den  in  den  Summen  (afi),  (6n),  {cn) 
vorkommenden  Grössen  ^i ,  ^t»  ^s»  ^4  •••  ^^  ordnen,  so  würde  man  etwa 
erhalten 

3)  —  *  =  yi  Wi  +  y«  w,  +  y,«,  +  y^w^  + . . ., 

und  es  wäre  dann 

(Encke  1835  S.  289). 

Zum  Zweck  der  Elimination  von  x  und  y  aus  1)  multiplicirt  man  diese 
Gleichungen  mit  den  vorläufig  unbestimmt  gelassenen  Coefficienten  Qi ,  Q^f 
ißg,  und  bestimmt  dieselben  so,  dass 

4     (),(««)  +  (?.  («ft)  +  Ö,  («0  =  0, 
5)  j    Q,{ab)  +  Q,{bb)  +  0,{bc)=^0, 

I    Q,{ac)+Q,(bc)  +  Q,{cc)  =  U 
dann  wird 

- 1  =  (?,  (aw)  +  Q^  (bw)  +  0,  {cw). 

Die  Vergleichung  dieser  und  der  Gleichung  3)  liefert 

7t  =  Qi^  +  0tbf  +  03C,, 

hieraus  wegen  5) 

(fly)  =  0,     (6y)  =  0,     (cy)  =  l 
und  sodann 

e)  (yy)  =  ö,. 

Man  findet  also  (yy)  und  damit  das  Gewicht  von  z  [vergl.  4)],  wenn 
man  aus  den  Gleichungen  5),  deren  Coefficienten  (aa),  {ab)  etc.  dieselben 
sind,  wie  die  der  Gleichungen  1),  Qi  und  Q^  eliminirt  und  den  dadurch  be- 
stimmten  Werth  C,=  (yy)  nimmt.    Dieses  ist  die  „zweite*'  Methode. 
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^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 


W^^^.^^^^^^^^.^^^t 


Da  die  EliminatioD  von  x  und  y  ans  I)  geliefert  hat 

(cw.2) 


z  =  - 


(cc.2)* 

80  wird  die  Elimination  Ton  jß,  and  Q^  aus  5)  einen  ähnlichen  Ansdmck  lie- 
fern, welcher  ans  dem  letzten  erhalten  wird,  wenn  in  (cit.2)  gesetst  wird 
(a«)  =  0,     (6n)  =  0,     (cn)  =  — 1. 


Damit  wird 


(6n.l)  =  (6«)-j-^(««)  =  0, 
(c«.l)  =  (o«)-gl>(«n)=-|, 
(cn.2)  =  (c«.l)-|^(6«.l)  =  _i. 


Also  geht  obiger  Ausdruck  für  %  ttber  in 


(cc.2)' 
und  dieses  ist  nun  der  reciproke  Werth  des  Gewichts  von  z,  also 

p,=:(cc.2), 
womit  die  „erste"  Methode  gefunden  ist. 

Carlsrnhe,  Februar  1872.  W.  Jordan. 


Berichtigung. 

Im  letzten  Bande  (1871)  dieser  Zeitschrift  auf  S.  414  sind  die  als  Coordimiten 
von  M,  W  und  D  bezeichneten  Zahlenwerthe  zu  ersetzen  durch  folgende: 


M 

W 
D 


-2469,194,  +14777,418, 
-680,785,  +18150,716, 
+  3246,153,  +17823,029. 


Aaf  S.  400  oben  ist  zn  lesen  Parabel  statt  Hyperbel. 
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XII. 

Die  Geometrie  nnendlicli  dünner  Strahlenbündel 
und  die  Affinität  ebener  Systeme. 

Von 

Prof.  P.  Zech 

in  Stuttgart. 


(Hierzu  Taf.  IV,  Fig.  1.) 


1.  Die  Theorie  der  BewegUDg  eines  Lichtstrahls  darch  eine  Reihe  von 
optischen  Mitteln  hat  bis  jetzt  nur  in  ganz  beschränktem  Masse  ihr  Ziel 
erreicht.  Die  von  Gauss  stammende  Lehre  von  den  Haupt-  and  Brenn- 
punkten eines  Linsensystems  gilt  nur  für  Strahlen,  welche  kleine  Winkel 
mit  der  allen  Linsen  gemeinschaftlichen  Axe  machen.  Ihre  Resultate  in 
ganz  elementarer  Form  liegen  vor  in  „C.  Neu  mann,  Haupt-  und  Brenn- 
punkte eines  Linsensystems,  Leipzig  1866*S  und  in  weiterer,  insbesondere 
graphischer  Ausführung  in  „E.  Reuse  h,  Constructionen  zur  Lehre  von  den 
Haupt*  und  Brennpunkten  eines  Linsensjstems,  Leipzig  1870**.  Für  Strah- 
len ,  welche  beliebige  WinkeJ  mit  den .  brechenden  Grenzebenen  bilden, 
liegen  Untersuchungen  vor  von  Kummer  (Crelle's  Journal,  Bd. 57  S,  18«, 
und  Berichte  der  Berliner  Akademie,  1860  S.  469),  zum  Theil  schon  durch 
Hamilton  Gefundenes  reproducirend.  Möbius  (Leipziger  Berichte  der 
Akademie,  1862  S.  l)  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Resultate 
von  Kummer  sich  einfach  daraus  ableiten  lassen,  dass  ein  unendlich  dün- 
nes Strahlenbündel  zwei  parallele  Ebenen  in  affinen  Gebilden  schneidet. 
Er  hat  jedoch  nicht  alle  Consequenzen  aus  diesem  Satze  gezogen.  Einen 
Anfang,  weiter  zu  gehen,  hat  Frischauf  in  dieser  Zeitschrift  (Bd.  16 
S.  159)  gemacht.  Ich  glaube,  es  ist  der  Mühe  werth,  den  betretenen  Weg 
weiter  zu  verfolgen.  Es  scheint  mir,  Jass  durch  eine  solche  Untersuchung  • 
die  Verfolgung  eines  Lichtstrahlenbündels  durch  eine  Reihe  optischer  Mit- 
tel wesentlich  erleichtert  wird ,  da  das  Wesen  der  Methode  darin  besteht, 
aus  irgendwelchen  drei  Strahlen  den  Charakter  des  ganzen  Bündels  nach- 
zuweisen, sei  es  graphisch,  sei  es  durch  Rechnung.    Hat  man  aber^ininaLTp 
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einen  Strahl  durch  eine  Reihe  von  Mitteln  verfolgt,  so  wird  es  verhältniss- 
m&ssig  einfach  sein ,  zwei  unendlich  nahe  in  gleicher  Weise  zu  verfolgen, 
nnd  damit  ist  dann  die  Form  des  Strahlenbündels  für  jedes  Mittel  sogleich 
bestimmt. 

Die  Theorie  der  Affinität  ist  in  keinem  der  mir  bekannten  Lehrbücher 
in  der  hier  nothwendigen  Weise  ausgebildet ;  es  wird  also  nöthig  sein ,  sie 
vorauszuschicken  und  des  Zusammenhangs  wegen  dabei  auch  Bekanntes 
noch  kurz  anzuführen. 

2.  Wenn  ein  geometrisches  System  in  einer  Ebene  aus  einem  andern 
durch  Projection  oder  durch  eine  Reihe  von  Projectionen  entstanden  ist 
oder  entstanden  gedacht  werden  kann,  so  heissen  die  zwei  Systeme  c ol- 
lin ear:  jedem  Punkte  und  jeder  Geraden  des  einen  Systems  entspricht 
ein  Punkt  und  eine  Gerade  des  andern.  In  dem  besondern  Falle,  daas 
ausserdem  jedem  endlichen  Elemente  des  einen  Systems  ein  endliches  des 
andern,  also  jedem  unendlich  fernen  wieder  ein  solches  entspricht,  heissen 
die  Systeme  affin.  Je  zwei  parallelen  Geraden  entsprechen  wieder  paral- 
lele Gerade,  und  jedem  Parallelogramm  wieder  ein  Parallelogramm. 

Im  Folgenden  ist  stets  von  zwei  affinen  Systemen  in  derselben  Ebene 
die  Rede;  die  Punkte  des  einen  Systems  sollen  durch  die  kleinen  Buchsta- 
ben des  lateinischen  Alphabets  bezeichnet  werden ,  die  entsprechenden  de8 
andern  Systems  durch  dieselben,  mit  rinem  Strich  versehenen  Buchstaben. 
Denkt  man  sich  zunächst  auf  einer  Geraden  eine  Reihe  von  Punkten  a,  6,  c 
n,  8.  w.  und  die  entsprechenden  Punkte  a\  h\  c  u.  s.  w. ,  die  wteder  auf 
einer  Geraden  liegen  müssen ,  so  lässt  sich  nachweisen ,  dass  diese  Punkt- 
reihen ähnlich  sind,  d.  h.  dass  die  Strecken  ab  und  ab\  bc  und  b'c\  ac  nnd 
ac  u.  8.  w.  gleiches  Verhältniss  haben.  Denn  dem  unendlich  fernen  Punkte  i 
der  Geraden  ab  entspricht  der  unendlich  ferne  /  der  Geraden  a  b\  weil 
jedem  Punkte  von  ab  ein  Punkt  auf  a'6'  nnd  dem  unendlich  fernen  wieder 
ein  unendlich  ferner  entspricht.  Projicirt  man  nun  von  t  aus  die  Punktreihe 
ab\  d.  h.  zieht  man  durch  jeden  Punkt  dieser  Punktreihe  eine  Parallele  zu 
a6,  und  projicirt  man  ebenso  von  t  aus  die  Punktreihe  a6,  d.  h.  zieht  man 
durch  jeden  Punkt  von  ab  eine  Parallele  zu  ab\  so  schneiden  sich  die  ent- 
sprechenden Strahlen  der  Parallelstrahlenbüschel  auf  einer  dritten  Ge- 
raden, welche  ähnlich  ab  und  ähnlich  ab'  durch  diese  Büschel  getheilt 
wird.  Also  sind  auch  die  Punktreihen  ab  und  a' b'  ähnlich  und  damit  auf 
die  einfachste  Art  jedem  Punkte  der  einen  Reihe  der  entsprechende  der 
andern  zugewiesen.  Ist  die  Entfernung  zweier  Punkte  der  einen  Reihe 
gleich  der  der  entsprechenden  der  zweiten  Reihe,  so  sind  die  Punktreihen 
congruent. 

Zum  Unterschied  von  ähnlichen  Systemen  ist  für  jedes  Paar  Punkt- 
reihen affiner  Systeme  das  Aehnlichkeitsverhältniss  ein  anderes,  womit  zu- 
sammenhängt, dass  in  affinen  Systemen  die  Gleichheit  entsprechender  Win- 
kel nicht  stattfindet. 
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3.  «Bind  drei  endliche  Punkte  (a,  6,  c),  die  nicht  auf  einer  Geraden 
liegen,  im  einen  System,  and  die  entsprechenden  Punkte  (a\  b\c)  im  an- 
dern gegeben,  so  kann  man  zu  jedem  Punkte  d  den  entsprechenden  i 
finden.  Wenn  nämlich  irgend  eine  Gerade  durch  d  zwei  Seiten  des  Drei- 
ecks ahc  in  e  und/* schneidet,  und  e  und  f'  die  entsprechenden  Punkte  der 
entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  ab'c  sind,  so  theilt  dt  die  Strecke  e'f' 
ähnlich,  wie  «f  durch  rf  getheilt  ist.  Zwei  endliche  sich  entspre- 
chende Dreiecke  bestimmen  also  zwei  affine  Systeme. 

Ans  der  Art,  wie  zu  einem  vierten  Punkte  d  der  entsprechende  be- 
stimmt wird,  folgt  leicht  der  von  Möbius  aufgestellte  Satz,  dass  das  Ver- 
hältniss  der  Inhalte  irgend  zweier  entsprechender  Figuren  affiner  ebener 
Systeme  constant  ist.  Zunächst  ist  klar,  dnss  alle  Paare  entsprechender 
Dreiecke,  welche  zwei  bestimmte  ent.9prechende  Punkte  zu  einer  Ecke  und 
irgendwelche  entsprechende  Strecken  zweier  bestimmter  entsprechenden 
Geraden  zur  gegenüberliegenden  Seite  haben,  gleiches  Inhaltsverhältniss 
besitzen.  Sind  z.  6.  e  und  /'Punkte  auf  dr,  und  e  und  f  die  entspreehen- 
den  auf  ftV,  so  haben  die  Dreiecke  abc^abe^aefn,  s,  w.  gleiche  Höhen, 
ebenso  ab'c\  db'e\  def  u.  s.  w.,  und  die  Grundlinien  Ac,  be^  ef  u.  s.  w. 
haben  zu  6V,  b'e^  ef  u.  s.  w.  beziehungsweise  stets  dasselbe  Verhältniss, 

also  ist  auch        ,         , ,,  ,        .        ,,,,  y     »  'w 

abc  :  a  hc=abc:  abc  =öe/:a«?/u.  s.  w. 

Statt  der  Punkte  a  und  a\  welche  diesen  Dreiecken  gemeinschaftlich 
sind,  kann  man  aber  auch,  während  die  gegenüberliegenden  Seiten  gleich 
bleiben,  ein  anderes  Paar  entsprechender  Punkte  nehmen,  z.  B.  s  und  /; 
dann  hat  man  zunächst,  weil  sich  alle  Höhen  proportional  ändern: 
sbc  :  abc  =  $' b'c:  db'c\ 
sef:  aef=s'ef':  def  u.  s.  w., 
also  durch  Verbindung  mit  den  obigen  Proportionen 

$bc  :  s  b'c  =:  sef  i  se'f  u.  s.  w. , 
d.  h.  Dreiecke,  welche  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  zu  einer  Ecke 
und  entsprechende  Strecken  derselben  zwei  entsprechende  Geraden  au  ge- 
genüberliegenden Seiten  haben ,  stehen  in  constantem  Inhaltsverhältniss. 

Jedes  Dreieck  aber  lässt  sich  in  drei  Dreiecke  zerlegen,  welche  mit 
dem  ursprünglichen  je  eine  Ecke  gemein  und  die  gegenüberliegenden  Sei- 
ten auf  einer  bestimmten  Geraden  haben.  Ist  nämlich  Imn  das  zu  zerlegende 
Dreieck  und  werden  die  Seiten  /«,  m«,  ///  der  Reihe  nach  von  der  Ge- 
raden, auf  der  die  gegenüberliegenden  Seiton  liegen  sollen,  in  v,  A,  ^  ge- 
schnitten ,  so  ist  .  ,     .         111 

wobei  die  einzelnen  Theile  positiv  oder  negativ  sind ,  je  nach  dem  Sinne, 
in  welchem,  den  Buchstaben  folgend,  das  Dreieck  nmltreist  wird. 

Also  haben  überhaupt  alle  entsprechenden  Dreiecke  gleiches  Inhalts 
verhältniss   und  daher  auch  je  zwei  entsprechende  Vielecke,  da  diese  in 
entsprechende  Dreiecke  sich  zerlegen  lassen.  ^  j 
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4.  Zwei  coUineare  ebene  Systeme  lassen  sich  durch  Drehung  und  Ver- 
schiebung ihrer  Ebenen  im  Allgemeinen  so  legen,  dass  das  eine  die  Per- 
spective des  andern  ist.  Bei  zwei  affinen  ebenen  Systemen  ist  dies  nicht 
immer  der  Fall.  Denn  wenn  in  zwei  ebenen  Systemen,  welche  perspectiv 
visch  zu  einander  sind,  jedem  endlichen  Funkte  nur  ein  endlicher  entspre- 
chen soll,  so  müssen  entweder  die  Träger  der  ebenen  Systeme  parallel  sein 
—  und  in  diesem  Falle  sind  die  Systeme  ähnlich  — ,  oder  muss  der  Aug- 
punkt unendlich  weit  entfernt,  also  das  eine  System  eine  Parallelprojection 
des  andern  sein.  Dass  dies  aber  nicht  immer  möglich  ist,  ergiebt  folgende 
Betrachtung. 

Die  affinen  Systeme  seien  durch  die  Dreiecke  abc  und  a  b'c  bestimmt. 
Man  beschreibe  um  a  einen  Kreis  mit  dem  beliebigen  Halbmesser^;  diesem 
Kreise  entspricht  im  andern  System  eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  a. 
Denn  erstens  entspricht  in  projectivischen  Systemen  jedem  Kegelschnitt 
wieder  ein  Kegelschnitt,  zweitens  kann  in  affinen  Systemen  einer  Ellipse 
nur  wieder  eine  Ellipse  entsprechen,  weil  jedem  endlichen  Punkte  wieder 
ein  endlicher  entspricht,  und  drittens  wird  jede  Sehne  durch  a  ähnlich  ge- 
theilt,  wie  die  entsprechende  Kreissehue  durch  a,  d.  h.  sie  wird  halbirt 
oder  d  ist  Mittelpunkt.  Die  dem  Kreise  entsprechende  Ellipse  hat  im  All- 
gemeinen zwei  Halbmesser,  welche  dem  Halbmesser  ^  des  Kreises  gleich 
sind.  Es  seien  de  und  df'  diese  Halbmesser  und  ae  und  af  die  ihnen 
entsprechenden  Halbmesser  des  Kr'^ises.  Legt  man  die  Ebenen  der  zwei 
affinen  Systeme  so,  dass  ae  und  de'  oder  a/und  df  zusammenfallen,  wäh- 
rend die  Ebenen  einen  beliebigen  Winkel  bilden,  so  ist  das  Dreieck  def" 
Parallelprojection  von  a^/* durch  Strahlen,  welche  im  ersten  Falle  mit  ff , 
im  zweiten  mit  ee'  parallel  sind.  Da  aber  zwei  entsprechende  Dreiecke  die 
affinen  Systeme  bestimmen  und  durch  Parallelprojection  stets  ein  affines 
System  entsteht,  so  ist  überhaupt  das  ganze  System  d O'c  jetzt  eine  Pa- 
rallelprojection von  abc. 

'Unmöglich  ist  diese  Construction,  wenn  der  Halbmesser  q  des  Kreises 
grösser  oder  kleiner  ist,  als  die  grosse  oder  kleine  Halbaxe  der  dem  Kreise 
entsprechenden  Ellipsen.  Man  kann  dann  durch  Parallelprojection  des 
einen  Systems  nur  ein  dem  andern  ähnliches ,  nicht  congruentes  System  er- 
halten. 

5.  Zwei  affine  Systeme  in  einer  Ebene  haben  im  Allgemeinen  nur 
einen  einzigen  Punkt  entsprechend  gemein.  Denn  wenn  abc  und 
db'c  wieder  die  die  zwei  Systeme  bestimmenden  Dreiecke  sind  und  0  ein 
den  Systemen  entsprechend  gemeiner  Punkt,  so  treffen  die  Verbindungs- 
linien Oa  und  Oa'  die  Geraden  bc  und  b'c  in  Punkten  d  und  rf',  welche  ent- 
sprechende Punkte  sind,  als  Schnitte  entsprechender  Geraden.  Mau  hat  sonach 

oa  :  od=sod :  od 
uder  aa'  ist  parallel  ,dd.    Ausserdem  muss  noch  sein 

bd:dc  =  b'd:dc\ 
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Um  also  einen  entsprechend  gemeinen  Pnnkt  zu  finden,  hat  man  eine 
zu  aa  parallele  Gerade  zu  suchen,  welche  hc  und  ftV  in  d  und  dt  ähnlich 
theilt;  der  Schnittpunkt  von  ad  und  a((  ist  der  gesuchte  Punkt.* 

Sollten  ad  und  adt  parallel  werden,  so  fiele  der  entsprechend  gemeine 
Punkt  ins  Unendliche;  dieser  besondere  Fall  soll  später  untersucht  werden. 

Sollte  es  ferner  noch  einen  zweiten  sich  selbst  entsprechenden  Punkt 
Oi  geben,  so  würde  die  Gerade  öö,  zwei  congruente  Punktreihen  zu  glei- 
cher Zeit  enthalten ,  jeder  Punkt  dieser  Geraden  würde  sich  selbst  entspre- 
chen. Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  jede  zu  aa'  parallele  Gerade  die 
Strecken  bc  und  fcV  ähnlich  theilt,  d.  h.  wenn  aa\  bb\  cc' parallele  Gerade 
sind ;  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  liegen  dann  auf  einer  Parallelen 
zu  aa\  Auch  dieser  speci^lle  Fall  wird  später  betrachtet  werden.  Vor- 
erst soll  nur  von  dem  allgemeinen  Falle  die  Rede  sein,  dass 
im  Endlichen  ein  einziger  Punkt  0  vorhanden  ist,  welcher 
sich  selbst  entspricht. 

6,  Wenn  zwei  Punkte  einer  Geraden  zu  entsprechenden  Punkten 
solche  haben ,  welche  auf  derselben  Geraden  liegen ,  so  gehört  überhaupt 
zu  jedem  Punkte  der  Geraden  als  entsprechender  wieder  ein  auf  ihr  liegen- 
der Pnnkt.  Eine  solche  Gerade  ist  also  den  zwei  Systemen  entsprechend 
gemein  oder,  was  dassselbe  ist,  entspricht  sich  selbst.  Sind  nun  e  und  f 
zwei  Punkte  einer  solchen  Geraden,  welchen  die  Punkte  e  und  f  dersel- 
ben Geraden  entsprechen,  und  projicirt  man  die  Punktreihe  e/ durch  irgend 
ein  Parallelstrahlenbüschel  auf  eine  zu  ef  parallele  Gerade  nach  e"/*",  so 
schneiden  sich  im  Allgemeinen  ee"  und  ff"  in  einem  Punkte  5,  und  man 
kann  nun  die  Punktreihe  ef  als  Parallelprojection  von  e'f'  ^^^  ^^®  Punkt- 
reihe ef'  als  Centralprojection  derselben  Punktreihe  e"/*"  von  S  aus  be- 
trachten. Sollen  also  die  Punktreihon  ef  und  e'f  einen  Punkt  s  entspre- 
chend gemein  haben,  so  muss  er  zugleich  Parallelprojection  eines  Punktes 
5"  und  Centralprojection  desselben  Punktes  von  S  aus  auf  ef  sein.  Man 
erhält  den  Punkt  /'  und  nur  einen,  indem  man  durch  S  eine  Parallele  mit 
ee'*  oder  ff"  zieht.  Daraus  folgt,  dass  eine  sich  selbst  entsprechende  Ge- 
rade immer  auch  einen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  enthalten  muss, 
d.  h.  jede  sich  selbst  entsprechende  Gerade  geht  durch  den  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkt  0. 

Eine  Ausnahme  findet  nur  statt,  wenn  ef=e'f''j  dann  sind  die  Punkt- 
reihen^congruent  und  S  fällt  ins  Unendliche.  Solche  congruente  Punktreihen 
sollen  später  aufgesucht  werden. 


*  Punkt  d^  ergiebt  sich  dur^h  folgende  Constru^tion :  Projicire  b  und  c  durch 
Parallelen  mit  aa  auf  b'e  nach  b"  und  <•",  ziehe  durch  b*  und  ä"  irgend  zwei  parallele 
Gor.ide  und  schneide  auf  ihnen  von  6'  und  b''  aus  Stücke  gleich  b'c  und  A'V  ab  nach 
gleicher  oder  entgegengesetzter  Seitf ,  je  nachdem  b'c  und  6'V  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind.    Die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  trifft  b'c'  im^^unkte  dr. 
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7.  Will  man  unter^ncheu,  ob  und  welche  sich  selbst  entsprechende 
Gerade  in  zwei  affinen  Systemen  vorkommen,  so  hat  man  demnach  nur  die 
durch  den  sich  selbst  entsprechenden  Funkt  0  gehenden  Geraden  in  Be- 
tracht zu  ziehen.  Da  nun  alle  Gerade,  welche  eulsprechende  Punkte  zweier 
entsprechender  Geraden  verbinden,  Tangenten  einer  Parabel  sind,  weil  die 
Fnnktreihen  entsprechender  Geraden  ähnlich  sind ,  so  sind  die  gesachten 
Geraden  die  Tangenten  von  0  aus  an  jene  Parabel.  Es  giebt  also  zwei  oder 
eine  oder  keine  sich  selbst  entsprechende  Gerade,  je  nachdem  0  ausserhalb, 
auf  oder  innerhalb  der  Parabel  liegt. 

Nimmt  man  statt  ab  und  ab'  zwei  andere  entsprechende  Punktreihen 
cd  und  cV,  so  erhält  man  eine  andere  Parabel,  aber  die  Tangenten  von  0 
ans  an  diese  Parabel  müssen  mit  der  an  die  erste  von  0  aus  gezogenen  zu- 
sammenfallen. Denn  wenn  eine  dieser  letzten  Tangenten  die  Gerade  cd 
D  g  und  die  Gerade  c'<f  in  g'  schneidet,  so  sind  g  und  g'  entsprechende 
Funkte,  weil  die  Tangente  sich  selbst  entspricht,  also  der  g  entsprechende 
Punkt  auf  ihr  liegen  muss.  Nun  ist  aber,  da  g  uüd  g'  entsprechende  Punkte 
d^r  Punktreihen  cd  und  cV  sind,  die  <5erade  gg'  Tangente  an  die  zweite 
Parabel,  also  berührt  die  sich  selbst  entsprechende  Gerade,  wie  sie  die  erste 
Parabel  giebt,  auch  die  zweite. 

Alle  Parabeln,  die  man  aus  verschiedenen  Paaren  ent- 
sprechender Geraden  erhält,  sind  also  in  denselben  Winkel, 
dessen  Spitze  0  ist,  eingeschrieben. 

Will  man  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  durch  Construction 
finden,  so  hat  mau  nicht  nöthig,  etwa  die  durch  ab  und  a'b'  bestimmte  Pa- 
rabel  zu  zeichnen  und  von  0  aus  Tangenten  an  sie  zu  ziehen.  Es  ist  ein- 
facher und  genauer,  Brennpunkt  und  Scheiteltangente  der  Parabel  direct  zu 
bestimmen  und  dann  die  Tangenten  von  0  aus  zu  ziehen.  Dies  geschieht 
folgender massen :  Zieht  man  aa''  gleich  und  parallel  mit  bb\  so  ist  aa' 
Richtung  der  Axe,  weil  aa"  und  daher  auch  bb'  auf  eine  Senkrechte  zu  a'a" 
sich  ebenso  so  gross  projicirt,  als  aa\  was  eine  bekannte  Eigenschaft  der 
Strecken  einer  beweglichen  Tangeute  an  eine  Parabel  zwischen  zwei  festen 
{ab  und  ab')  ist.  Wenn  man  ferner  (nach  der  in  Nr.  5,  Anm.,  gegebeneu 
Construction)  eine  Senkrechte  zu  aV  zieht,  welche  ab  und  ab'  ähnlich 
theilt,  so  ist  dies  die  zur  Axe  senkrechte  Tangente  oder  die  Scheiteltan- 
gente.  Errichtet  man  endlich  Senkrechte  auf  aa'  und  bb'  in  den  Punkten, 
wo  sie  von  der  Scheiteltangente  geschnitten  werden,  so  schneiden  sich  nach 
einem  andern  bekannten  Satze  diese  Senkrechten  im  Brennpunkte  F  der 
Parabel.  Durch  den  Brennpunkt  und  die  Scheiteltangente  ist  die  Parabel 
bestimmt.  Beschreibt  man  über  OF  eAs  Durchmesser  einen  Kreis,  welcher 
die  Scheiteltangente  in  /*,  und  ^  schneidet ,  so  sind  0/',  und  Of^  die  Tan- 
genten von  0  an  die  Parabel  oder  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden 
'1er  affinen  Systeme. 
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8.  Hat  man  einmal  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  gefunden, 
so  kann  man,  was  unter  Umständen  von  Vortheil  ist,  den  Brennpunkt/" 
beliebig  wählen;  die  zugehörige  Scheiteltangente  ist  dann  die  Verbindungs- 
linie der  Fusspunkte  der  Senkrechten  von  F  auf  die  zwei  sich  selbst  ent- 
sprechenden Geraden.  Zieht  man  an  diese  neue  Parabel  zwei  beliebige 
Tangenten,  welche  die  eine  sich  selbst  entsprechende  Gerade  in  m  und  m\ 
die  andere  in  n  und  n  schneiden,  so  sind  mn  und  m'n  zwei  entsprechende 
Pnnktreihen,  welche  beliebig  viele  Tangenten  an  die  Parabel  geben,  wenn 
man  ihre  entsprechenden  Punkte  verbindet.  Die  sich  selbst  entsprechenden 
Geraden  sind  also  Tangenten  an  beliebig  viele  Parabeln,  deren  Brenn- 
punkte sich  beliebig  annehmen  lassen,  und  jede  Parabel  kann  man  sich 
durch  beliebig  viele  verschiedene  Paare  entsprechender  Geraden  erzengt 
denken. 

Sind  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  imaginär,  d.  h.  schneidet 
der  über  OF  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  die  Scheiteltangente  der 
ans  ah  und  ab'  erhaltenen  Parabel  nicht,  so  lassen  sich  die  entsprechenden 
Geraden  als  doppelte  Strahlen  des  involutorischen  Büschels  betrachten, 
welches  von  0  aus  die  in  Beziehung  auf  den  Kreis  OF  conjugirten  Punkte 
der  Scheiteltangente  S  projicirt.  Denkt  man  sich  nun  einen  Brennpunkt  F' 
und  die  zugehörige  Scheiteltangente  S',  so  sind  dieselben  imaginären  Ge- 
raden auch  die  doppelten  Strahlen  des  involutorischen  Büschels,  welcher 
von  0  aus  die  in  Beziehung  auf  den  Kreis  über  OF'  als  Durchmesser  con- 
jugirten P\inkte  der  Scheiteltangente  5'  projicirt  j  d.  h.  diese  zwei  Büschel 
fallen  zusammen.  Sind  also  hh'  und  kk'  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  auf 
S  für  den  Kreis  OF,  so  schneiden  die  Strahlen  Oä,  Oh\  Ok^  Ok'  die  gesuchte 
Gerade  S'  in  Paaren  von  Punkten,  welche  für  den  Kreis  über  OF'  con- 
jugirt  sind,  und  daher  den  Kreis  selbst  in  Paaren  von  Punkten  B  und  B\ 
K  und  K\  deren  Verbindungslinien  sich  im  Pol  von  S>  in  Beziehung  auf  den 
Kreis  schneiden.    Ist  aber  der  Pol  bekannt,  so  kennt  man  auch  die  Polare. 

9.  Man  kann  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  auch  direct  be- 
stimmen als  doppelte  Strahlen  zweier  projectivischer  Strahlenbüschel.  Pro- 
jicirt man  nämlich  die  Punktreihe  ah  und  die  Pnnktreihe  a' b'  von  0  aus, 
so  erhält  man  zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  weil  die  Punktreihen 
ähnlich  sind.  Zieht  man  irgend  einen  Kreis  durch  0,  welcher  drei  entspre- 
chende Sti  ahlenpaare  in  A  und  ^',  B  und  B\  C  und  O'  schneidet,  bestimmt 
die  Schnittpunkte  von  AB'  und  J!B^  von  AC'  und  A^C  und  verbindet  sie,  so 
schneidet  die  Verbindungslinie  den  Kreis  in  zwei  Punkten,  durch  welche 
die  doppelten  Strahlen  der  zwei  projectivischen  Strahlenbüschel  gehen. 
Diese  doppelten  Strahlen  projiciren  aber  von  0  aus  entsprechende  Punkte 
von  ab  und  a'b\  sind  also  nichts  Anderes,  aU  die  sich  selbst  entsprechenden 
Grraden. 

Die  zwei  projectivischen  Strahlenbüschel  haben  Paare  rechtwinkliger 
Strahlen,  welche  sich  entsprechen,  d.  h.  das  eine  hat  zwei  auf  einander 
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senkrechte  Strahlen,  welchen  im  andern  wieder  zwei  anf  einander  senk- 
rechte Strahlen  entsprechen.  Diese  rechtwinkligen  Paare  lassen  sich  in 
nnserem  Falle,  wo  die  projeetivischen  Faoktreihen  ähnlich  sind,  am  einfach- 
sten folgend ermasscn  bestimmen.  Man  lege  in  den  Winkel  aOb  eine  Ge- 
rade aß  =  ab'  und  parallel  zu  ab,  nnd  verschiebe  das  Dreieck  Gab'  so, 
dass  a  mit  a  nnd  b'  mit  ß  zusammenfallt;  dabei  komme  0  nach  a.  Wird 
nun  ein  Kreis  durch  0  nnd  a  beschrieben,  dessen  Mittelpunkt  auf  aß  liegt, 
so  bestimmt  er  auf  er^  zwei  Punkte  s  und  g?,  welche,  mit  0  verbunJen,  zwei 
rechtwinklige  Strahlen  des  ersten  Systems  geben:  sie  sollen  ab  in  e  und/" 
schneiden.  Verlegt  man  aber  das  Dreieck  amß  mit  den  Punkten  s  und  ip 
zurück  nach  a'Ob\  wobei  e  auf  e  und  qf  auf/"  fällt,  so  ist  eOf  ein  Rech- 
ter, und  weil  e  und  /"  die  Strecke  a'  b'  ähnlich  theilen,  wie  s  und  g>  die 
Strecke  aß  oder  e  und  f  die  Strecke  ab,  so  sind  e  und  e\  fnnd  f  Paare 
entsprechender  Punkte.  Also  sind  Oe  und  0/",  Oe  und  Of  die  gesuchten 
rechtwinkligen  Paare. 

Beschreibt  man  jetzt  irgend  einen  Kreis  durch  0,  welcher  diese  Paare 
in  E  und  F,  E'  und  F'  schneidet,  so  sind  EF  und  E'F'  Durchmesser  des 
Kreises.  Die  Verbindungslinien  EF'  und  E'F  schneiden  sich  auf  der  Ge- 
raden, welche  die  Schnittpunkte  der  doppelten  Strahlen  der  projeetivischen 
Büschel  verbindet;  sie  sind  aber  als  Verbindungslinien  der  Endpunkte 
zweier  Durchmesser  parallel,  also  ist  auch  jene  Gerade  parallel  zu  EF' 
und  E'F.  Sind  A  und  Ä  Schnitte  des  Kreises  mit  einem  andern  Paare  ent- 
sprechender Strahlen,  so  geht  die  Gerade  auch  durch  den  Schnittpunkt  von 
AE'  und  ÄE  oder  AF'  und  ÄF\  sie  ist  also  bestimmt  und  daher  auch  die 
doppelten  Strahlen.  Man  hat  also  abermals  einen  Wog,  die  sich  selbst  ent- 
sprechenden Geraden  zu  bestimmen.  Zugleich  sieht  man,  dass  OE  und  OF', 
OF  und  OBf  und  die  sich  selbst  entsprecheiiden  Geraden  dieselbe  Winkel 
halbirende  haben. 

Dass  man  für  je  zwei  entsprechende  Punktreihen  immer  dieselben 
rechtwinkligen  Paare  erhält,  ist  unmittelbar  klar.  Denn  nimmt  man  irgend 
eine  Punktreihe  des  ersten  Systems,  so  sind  Oe  und  O/'zwei  rechtwinklige 
Strahlen,  welche  Punkte  desselben  projiciren.  Ihnen  entsprechen  aber  Oe 
und  Of'  im  zweiten  System ,  welche  durch  die  entsprechenden  Punkte  der 
zweiten  Punktreihe  gehen  müssen,  also  sind  Oe  und  Of'  zwei  rechtwink- 
lige Strahlen,  welche  dem  ersten  Paare  entsprechen. 

10,  Beschreibt  man  um  0  einen  Kreis  im  ersten  System,  so  entspricht 
ihm  im  zweiten  System  eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkt  0  (siehe  Nr.  4). 
Irgend  zwei  zu  einander  senkrechten  Halbmessern  des  Kreises  entsprechen 
conjugirte  Halbmesser  der  Ellipse ;  denn  nimmt  man  zu  den  Kreishalbmessern 
noch  die  Tangenten  in  ihren  Endpunkten,  so  entspricht  dem  dadurch  ge- 
bildeten Rechteck  des  ersten  Systems  ein  Parallelogramm  d^fi  zweiten 
(Nr.  2,  Schluss),  nnd  den  Tangenten  des  Kreises  müssen  Tangenten  der 
?3llipse  entsprechen;  da  diese  Tangenten  mit  de^  Halbmessern  an  die  Be- 


Digitized  by  LjOOQIC 


Von  Prof.  P.  Zech.  361 

riibrung8punkte  ein  Parallelogramm  bilden,  so  müssen  die  Halbmesser  con- 
jugirt  sein. 

Nimmt  man  jetzt  diejenigen  Halbmesser  des  Kreises,  welche  auf  dem 
rechtwinkligen  Paare  des  ersten  Systems  liegen,  dem  im  zweiten  System 
wieder  ein  rechtwinkliges  Paar  entspricht,  so  sind  die  entsprechenden  con- 
jugirtcn  Halbmesser  der  Ellipse  senkrecht  auf  einander,  d.  h.  zwei  Halb- 
axen  der  Ellipse.  Es  lassen  sich  nun  einfach  die  Durchmesser  der  Ellipse 
bestimmen,  welche  dem  Kreisdurchmesser  gleich  sind,  und  dann  die  Durch 
mes&er  des  Kreises,  welche  im  ersten  System  den  Ellipsendurchmessern 
entsprechen.  Damit  hat  man  zwei  Paare  congruenter  sich  entsprechen- 
der Geraden,  congruent  getheilt,  weil  die  Mitten  0  und  die  Enden  der  glei 
eben  Durchmesser  einander  entsprechen. 

Die  rechtwinkligen  Paare  sind  stets  reell,  die  congruenten  entsprechen- 
den Geraden  können  reell  oder  imaginär  sein. 

Sind  Ok  und  Ok'  zwei  congruente  entsprechende  Punktreihen  und  be- 
schreibt man  im  ersten  System  ein  Parallelogramm  Oklnty  so  entspricht 
ihm  im  zweiten  wieder  ein  Parallelogramm  Ok'l'm\  also  ist 

rm^=:0k'=0k  =  lm, 
d.  h.  irgend  zwei  entsprechende  Punktreihen,  welche  congruenten  Punkt- 
reihen parallel  sind,  sind  ebenfalls  congruent. 

11.     Das  Resultat  der  letzten  Nummern  ist: 

a)  Zwei  affine  Systeme  in  einer  Ebene  haben  einen  einzigen  endlichen 
Punkt,  der  sich  selbst  entspricht; 

b)  durch  diesen  Punkt  gehen  zwei  sich  selbst  entsprechende  (reelle 
oder  imaginäre)  Gerade,  welche  man  als  Tangenten  von  dem  sich 
selbst  entsprechenden  Punkte  an  die  Parabel  betrachten  kann,  die 
von  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  zweier  entspre- 
chender Punktreihen  berührt  wird ,  oder  als  doppelte  Strahlen  'der 
projectivischen  Büschel,  durch  welche  zwei  entsprechende  Punkt- 
reihen von  dem  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  aus  projicirt 
werden ; 

c)  durch  den  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  giebt  es  zwei  stets  reelle 
Paare  rechtwinkliger  Strahlen,  von  denen  je  zwei  dieselbe  Hai- 
birungslinie  haben,  wie  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden; 

d)  durch  den  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  giebt  es  zwei  (reelle 
oder  imaginäre)  Gerade,  welchen  congruent  getheilte  entsprechen. 

Diese  Sätze  gelten  für  gewöhnliche  affine  Systeme  in  einer  Ebene; 
die  (in  Nr.  5)  angeführten  Ausnahmen  sollen  in  den  folgenden  Nummern 
kurz  betrachtet  werden. 

12  Wenn  bei  Aufsuchung  des  entsprechend  gemeinen  Punktes  des 
durch  die  Dreiecke  abc  und  ah'c  bestimmten  affinen  Systems  (nach  Nr.  5, 
2.  Abs.)  die  zu  aa  parallele  Gerade,  welche  bc  und  b'c  in  d  und  d  ähnlich 
tlieilt,   so  liegt,  dass  aa==dd\  so  ist  ad^a  ein  Parallelogramm  und  der 
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sich  selbst  entsprechende  Pankt  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Rich- 
tnngen  ad  oder  act.  Weil  ad=adf,  so  sind  diese  Punktreihen  congruent, 
and  jeder  Panktreihe  dieser  Richtung  entspricht  eine  congruente.  Zieht 
man  eine  Gerade  dieser  Richtung,  welche  ah  und  a' b'  in  e  und  e  ähnlich 
theilt,  so  ist  ee'  eine  sich  selbst  entsprechende  Gerade  mit  zwei  congruen- 
teil  Theilnngen,  die  eben  deswegen  keinen  endlichen,  sich  selbst  entspre- 
chenden Punkt  hat. 

Die  zweite  sich  selbst  entsprechende  Gerade  fällt  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  zusammen,  da  von  den  zwei  Tangenten,  die  an  eine  Pa- 
rabel von  einem  unendlich  fernen  Punkte  aus  gezogen  werden,  nur  die  eine 
im  Endlichen  liegt.  Dagegen  giebt  es  noch  eine  endliche  Richtung,  der 
eine  zweite  mit  congruenter  Theilung  entspricht.  Denkt  man  sich  nämlich 
c'c'  und  b' b"  gleich  und  parallel  ö^d  gezogen,  so  sind  cc*  und  bh"  parallel, 
also  auch  ihre  Mittellothe,  welche  ad  m  p  und  q  schneiden  sollen.  Ver- 
schiebt man  wieder  p  und  q  zurück  um  dd  parallel  mit  diesem  nach  p'  und 
q\  so  ist  cp^=^cp'  und  bq^=^b'q\  und  es  sind  cp  und  hq  und  cp'  und  Vq 
parallel.  Also  ist  cp  oder  bq  eine  Richtung,  welcher  eine  congruent  ge- 
theilte  entspricht,  nämlich  cp'  oder  b'q.  Unmöglich  wird  diese  Construction 
nur,  wenn  die  Mittellothe  von  cc"  und  bb"  parallel  ad  sind^  dann  fallen  die 
awei  Richtungen  mit  congruenter  Theilung  zusammen. 

13.   Der  zweite  besondere  Fall  ist,  wenn  in  den  die  affinen  Systeme 
bestimmenden  Dreiecken  abc  und  db't  die  Verbindungslinien  na,  bh\  cc 
mit^r  sich  paraUel  sind  (s.  Nr.  5).    Dann  enthält  die  Gerade,  auf  welcher 
4i9  entsprechenden  Seiten  der  perspectivischen  Dreiecke  sich  schneiden, 
l|ki»ter  sich  selbst  entsprechende  Punkte:  es  fallen  auf  ihr  zwei  congruente 
Theilungen  zusammen;   ausserdem  giebt  es  keine  entsprechenden  Punkt- 
reibeQ.    Penn  wären  q  und  q'  entsprechende  Punkte,  welche  von  a  und  d 
gleich   weit  abstehen,   so  wäre  qq'  als  Verbindungslinie   entsprechender 
Punkte  (nach  Nr.  5)   zu  ad  parallel,   also  aqq'd  entweder  ein  Parallelo- 
gramm oder   ein  Trapez  mit  gleichen  Winkeln  an  den  parallelen  Seiten. 
J^enfalls  schneiden  sich  aq  und  dq'  auf  der  sich  selbst  entsprechenden 
Gei^d^n;  im  Fall  des  Parallelogramms  wären  sie  also  parallel  zu  dieser 
Geraden  und  würden  zu  den  congruenten  Theilungen  gehören ,  welche  den 
vorher  angeführten  zusammenfallenden  parallel  sind ;  der  Fall  jles  Trapezes 
aber  kann  nur  eintreten,  wenn  die  sich  entsprechende  Gerade  Mittelloth  von 
qd  und  somit  von  bb\  cc  u.  s.  w.  ist:  dann  sind  überhaupt  je  zwei  entspre- 
qJiendQ  Gerade  congruent,  die  Systeme  sind  Spiegelbilder  von  einander. 
Abgesehen  von  dieseip  Falle   giebt  es   also   keine   weiteren  congruenten 
Pnuktreihen. 

Ausser  der  Geraden,  auf  welcher  sich  alle  Punkte  entsprechen,  giebt 
es  noch  ein  Parallel büschel  sich  selbst  entsprechender  Geraden,  die  Ver- 
bhidongsUnien  je  zweier  entsprechonder  Punkte,  weil  je  zwei  entsprechende 
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Punkte  anf  einer  Parallelen  zu  aa^  bb\  cc   a.  s.  w.  liegen  müssen,  also 
jedem  Punkte  dieser  Geraden  wieder  ein  Punkt  derselben  entsprechen  mnss. 


14.  Nachdem  die  hauptsächlichsten  Eigenthümlichkeiten  zweier  affiner 
Systeme  in  einer  Ebene  erörtert  sind,  sollen  nun  mit  ihrer  Hilfe  die  un- 
endlich dünneu  Strahl enbündel  untersucht  werden. 

Bestimmt  man  ein  Strahlenbündel  durch  seine  Schnitte  mit  zwei  paral- 
lelen Ebenen,  die  künftigliiu  (nach  Möbius)  Grundebenen  heissen  sol- 
len, so  ist  ein  Bündel  paralleler  Strahlen  durch  congruente  Gebilde  in  den 
Grundebenen,  ein  Bündel  von  einem  Punkte  ausgehender  Strahlen  durch 
ähnliche  Gebilde  charakterisirt.  Eine  allgemeinere  Art  von  Strahlenbün- 
dein  wird  die  Grundebenen  in  coUinearen  Gebilden  schneiden  und  ausser- 
dem Hesse  sich  noch  eine  beliebige  Zahl  von  Beziehungen  zwischen  beiden 
Schnitten  denken.  Weil  es  sich  hier  nur  um  uliendlich  dünne  Bündel  han- 
delt, bei  deren  Betrachtung  die  Analysis  sich  mit  linearen  Functionen  be- 
gnügt, so  wird  auch  die  Geometrie  bei  der  durch  solche  Functionen  dar- 
gestellten Beziehung,  d.  h.  bei  der  Collineation  stehen  bleiben.  Da  aber 
die  Grandebenen  parallel  sind  und  je  zwei  entsprechende  Punkte  auf  dem- 
selben Strahle  liegen ,  so  entspricht  jedem  endlichen  Punkte  ein  endlicher, 
jedem  unendlich  fernen  ein  unendlich  ferner.  Also  tritt  bei  unendlich  dün* 
nen  Bündeln  und  parallelen  Grandebenen  nnr  der  besondere  Fall  der  Col- 
lineation ein,  welcher  durch  „Affinität^*  bezeichnet  ist.  (Kummer  a.  a.  O. 
S.  221  spricht  blos  von  collinearer  Beziehung,  Möbius  von  Affinität.) 

Man  kann  somit  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  als 
ein  solches  definiren,  welches  zwei  parallele  Ebenen,  die 
Grandebenen,  in  affinen  Gebilden  schneidet.  Es  ist  bestimmt, 
sobald  drei  Strahlen  desselben  gegeben  sind  oder  die  zwei  Dreiecke,  in 
welchen  diese  Strahlen  die  Grundebenen  treffen.  Diese  Dreiecke  sind  un- 
endlich klein;  da  aber  die  affine  Beziehung  dieselbe  bleibt,  wenn  man  alle 
Dimensionen  in  gleichem  Masse  ändert,  so  kann  man  sich  die  Dreiecke 
immer  endlich  denken  und  an  endlichen  Figuren  Constructionen  ausführen, 
welche  auch  über  die  unendlich  kleinen  Aufschluss  geben. 

Wird  die  erste  Grundebene  von  drei  Strahlen,  welche  das  Bündel  be- 
stimmen, in  a,  6,  c,  und  die  zweite  in  o,  /?,  y  getroffen,  und  projicirt  man 
a,  ^,  y  durch  parallele  Gerade  nach  a\  b\  c  auf  die  erste  Grundebene,  so 
hat  man  in  dieser  zwei  durch  die  Dreiecke  ahc  und  ab'c  bestimmte  affine 
Systeme,  und  alle  Beziehungen,  die  bei  unendlich  dünnen  Strahlenbündeln 
vorkommen,  lassen  sich  vermittelst  dieser  Systeme  durch  Construction  in 
der  Ebene  finden. 

Wenn  z.  B.  ein  weiterer  Strahl  die  erste  Grundebene  in  d  trifft,  so 
darf  man  nur  den  entsprechenden  Punkt  i  bestimmen,  um  die  Projection 
dtf  des  Strahles  auf  diese  Grundebenc  zu  erhalten,   und  projicipt>n)an  ^ 
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durch  eine  Parallele  mit  aa  nach  d  auf  die  zweite  Grnndebene,  so  ist  dö 
die  wirkliche  Lage  des  Strahles  im  Räume.  Ferner  ist  jeder  Punkt  eines 
Strahles  durch  seine  Projection  auf  die  erste  Grundebene  bestimmt,  da  die 
Projection  des  Punktes  die  des  Strahles,  soweit  er  zwischen  die  zwei  Grund - 
ebenen  fällt,  Ähnlich  theilt,  wie  die  Strecke  des  Strahles  zwischen  denselben 
Ebenen  durch  den  Punkt  selbst  getheilt  wird.  Ist  nur  die  Projection  des 
Strahles  gegeben ,  so  finden  sich  sein  Schnitt  e  mit  der  ersten  Grundebene 
und  die  Projection  e  seines  Schnittes  mit  der  zweiten  Grundebene  als  die- 
jenigen entsprechenden  Punkte  der  affinen  Systeme,  welche  auf  der  Strahl- 
projection  liegen.  Man  bestimme  (nach  der  Anmerkung  zu  Nr.  5)  diejenige 
zu  der  Projection  parallele  Gerade,  welche  ab  und  ab'  in  f  und  c'  ähnlich 
theilt;  dann  liegen  die  gesuchten  Punkte  auf  den  Geraden  Oe  und  Oe\  wo 
0  der  sich  selbst  entsprechende  Punkt  der  affinen  Systeme  ist. 

Derjenige  Strahl,  welcher  mit  der  Projectlonsrichtnng  a'a  parallel  ist, 
geht  durch  den  entsprechend  gemeinen  Punkt  der  affinen  Systeme,  weil  die 
Projection  seines  Schnittes  mit  der  zweiten  Grandebene  zusammenfallt  mit 
der  Spur  in  der  ersten  Grundebene.  Er  soll  Hauptstrahl  genannt  werden. 

15.  Man  denke  sich  jetzt  die  Grandebenen  senkrecht  zum  Hauptstrahl. 
Dann  ist  für  jeden  Strahl  die  Entfernung  seiner  Projection  auf  die  erste 
Grandebene  von  dem  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  0  sein  kürzester 
Abstand  vom  Hauptstrahl ,  der  Grösse  und  Richtung  nach.  Ist  p  der  Fuss- 
punkt  der  Senkrechten  von  0  auf  aa',  so  ist  p  Projection  desjenigen  Punk- 
tes des  Strahles  acr,  welcher  dem  Hauptstrahl  am  nächsten  liegt.  Der  Ab- 
stand dieses  Punktes  von  der  ersten  Grundobone  —  er  heisse  Ordinate 
des  kürzesten  Abstands  —  verhält  »ich  zum  Abstand  beider  Grundebenen, 
wie  sich  ap  zu  aa'  verhält.  Man  kann  also,  da  für  alle  Strahlen  der  Ab- 
stand der  Grundebenen  derselbe  ist,  den  Quotienten  {ap  :  aa')  als  Mass  der 
Ordinate  des  kürzesten  Abstands  betrachten,  positiv  oder  negativ,  auf  der 
einen  oder  andern  Seite  der  ersten  Grundebene,  je  nachdem  ap  und  aa 
gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 

Dieses  Mass  ändert  sich  nicht,  wenn  man  einen  audorn  Strahl  nimmt, 
dessen  Projection  auf  die  erste  Grundebene  parallel  aa'  ist.    Denn  die  Ge 
raden  Oa  und  Oa  schneiden  als  entsprechende  Gerade,  und  weil 

0a:0m  =  0a':  Om\ 
ist,  die  Parallele  in  entsprechenden  Punkten  m  und  m',  und  wenn  die  Senk- 
rechte Oq  diese  Parallele  in  q  schneidet,  so  hat  man  offenbar 

mq  ap 
mm'  aa'' 
Also  haben  alle  Strahlen,  welche  sich  auf  die  erste  Grundebene  parallel 
projiciren,  gleiche  Ordinaten  für  ihre  kürzesten  Abstände  vom  Hauptstrahl. 
Ihre  Spuren  in  der  ersten  Grucdebene  liegen  in  einer  Geraden  und  ebenso 
die  Projectionen  ihrer  Sparen  in  der  zweiten  Grundebene  auf  die  erste,  und 
diese  zwei  Geraden  gehen  durch  den  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  0. 
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Denkt  man  sich  jetzt  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte 
von  ab  und  a  b\  ^welche  die  Projectionen  einer  Reihe  von  Strahlen  vorstel- 
len, so  berühren  diese  (nach  7)  eine  Parabel.  Es  sei  mm'  (s.  die  Figur) 
eine  dieser  Verbindungslinien,  Or  dijö  Senkrechte  von  dem  sich  selbst  ent- 
sprecheuden  Punkte  0  auf  mm',  dann  ist  {mrimm')  Mass  der  Ordinate  des 
kürzesten  Abstands  vom  Hauptstrahl  für  alle  parallel  zu  mm'  sich  projici- 
renden  Strahlen.  Dieses  Mass  bleibt  ungeändert,  wenn  man  statt  mr  und 
mm'  ihre  Projectionen  auf  die  Scheiteltangente  der  Parabel  nimmt.  Für  jed« 
beliebige  Tangente,  soweit  sie  zwischen  den  festen  Tangenten  ab  und  a'b' 
liegt,  hat  aber  diese  letzte  Projection  immer  denselben  Werth,  nämlich  das 
Stück  ££'  der  Scheiteltangente  zwischen  den  zwei  sich  entsprechenden  Ge- 
raden ab  und  a' b']  also  ist  die  Projection  von  mr  auf  die  Scheiteltangente 
für  sich  allein  ein  Mass  für  die  Ordinate  des  kürzesten  Abstands.  Schnei- 
det ferner  mm'  die  Scheiteltangente  in  jli,  ao  ist  die  Projection  von  m^  auf 
die  Scheiteltangente  für  alle  Tangenten  constant,  daher  ist  auch  die  Pro- 
jection von  rfi  auf  die  Scheiteltangentc  Mass  der  gesuchten  Ordinate;  nur 
ist  die  Ordinate  jetzt  nicht  von  der  ersten  Grundebene  aus  gerechnet,  son- 
dern von  einer  mit  ihr  parallelen  Ebene,  welche  die  Strahlen  zwischen  den 
Grnndebenen  im  Verhältniss  mf*  :  fim'  theilt. 

Verbindet  man  nun  fi  mit  dem  Brennpunkte  F  der  Parabel,  so- steht 
(iF  nach  einem  bekannten  Satze  senkrecht  auf  mm\  und  beschreibt  man 
über  OF  als  Durchmesser  einen  Kreis,  welcher  Or  in  Ä  trifft,  so  ist  RF 
gleich  und  parallel  r^i,  also  die  Projection  von  RF  auf  die  Scheiteltangente 
oder  der  Abstand  des  Punktes  R  von  der  Parabelaxe  Mass  der  gesuchten 
Ordinate. 

Bestimmt  man  also  für  zwei  entsprechende  Punktreihen 
den  Brennpunkt  der  durch  sie  bestimmten  Parabel,  be- 
schreibt über  der  Verbindungslinie  dieses  Brennpunktes 
und  des  sich  selbst  entsprechenden  Punktes  als  Durchmes- 
ser tuneii  Kreis,  so  ist  der  Abstand  eines  Punktes  dieses 
Kreises  von  der  Parabelaxe  ein  Mass  für  die  Ordinate  des 
kürzesten  Abstands  vom  Haupt&trahl  für  alle  Strahlen, 
welche  sich  senkrecht  zur  Verbindungslinie  jenes  Punktes 
mit  dem  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  projiciren. 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  es  für  jene  Ordinaten  ein  Maximum  und 
ein  Minimum  giebt.  In  der  Figur  gilt  dies  für  die  Punkte  Ä,  und  h^.  Der 
Abstand  von  /<|  von  der  Axe  ist  Mass  der  Ordinate  für  alle  zu  Oh^  parallele 
Gerade  und  umgekehrt.  Die  Strahlen  mit  grössten  und  kleinsten  Ordinaten 
des  kürzesten  Abstands  projiciren  sich  also  in  zwei  zu  einander  seokrechten 
Richtungen  0/2,  und  Oh^.  Die  Ebenen  durch  den  Ilauptstrahl  parallel  zu 
diesen  Strahlen  heissen  „H  aupt ebenen*^,  und  es  giebt  stets  zwei  zu  ein- 
ander senkrechte  Ilauptebonen,  deren  Spuren  in  der  ersten  Grundebene 
OÄ,  und  OÄt  sind.    (Kum  nie  r  a.  a.  0.  S.  198.)  ^^        •     ,. 
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16.  Wenn  man  den  Schnitt  irgend  einer  den  G fandebenen  paralleleii 
Ebene  mit  dem  Bündel  bestimmen  will,  so  darf  man  nnr»die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  ähnlich  theilen,  wie  der  Abstand  der  Grand- 
ebenen von  jener  Ebene  getheilt  wirul.  Ist  das  Bündel  durch  a  ^  b^  e  und 
a\  b\  e  bestimmt  und  werdet  aa\  hb\  cc  durch  a\  6",  c'  ähnlich  getheilt, 
so  ist  a  b"c"  Projection  des  Schnittes  des  Bündels  mit  einer  Ebene,  welche 
in  demselben  Verhältniss  den  Abstand  der  Grandebenen  theilt. 

Im  Allgemeinen  ist  a"b"c'  ein  Dreieck;  es  kann  aber  auch  vorkom- 
men, dass  die  drei  Punkte  in  eine  Gerade  fallen.  Dies  ergiebt  sich  am  an- 
scbaulicbsten,  wenn  man  das  Bündel  im  Räume  betrachtet  Bezeichnet  man, 
wie  früher,  mit  «,  /3,  y  die  Schnitte  der  drei  Strahlen  aa^  bß,  cy  mit  der 
zweiten  Grundebene  und  lässt  eine  Gerade  längs  der  Seitlinien  aa  and  bß 
parallel  zu  den  Grnndebenen  sich  bewegen,  so  beschreibt  dieselbe  ein 
hyperbolisches  Paraboloid,  und  da  dieses  im  Allgemeinen  von  cy  in  zwei 
Punkten  geschnitten  wird ,  so  giebt  es  zwei  Lagen  der  Geraden,  in  welchee 
sie  die  drei  Strahlen  zugleich  sehneidet. 

Dann  müssen  aber  alle  Strahlen  des  Bündels  durch  diese  Gerade 
gehen.  Denn  nach  Nr.  S  haben  entsprechende  Dreiecke  affiner  Systeme 
gleiches  Inhaltsverhältniss.  Wenn  nun  die  drei  Strafilen  aa^  bß^  cy  eiAt 
den  Grnndebenen  parallele  Ebene  in  drei  Punkten  m^  n,  p  schneiden,  die 
in  gerader  Linie  liegen,  so  ist  das  VerhShniss  der  Inhalte  der  Dreiecke 
mnp  und  abc  der  Null  gleich.  Ist  dö  ein  viertel*  Strahl,  welcher  jene 
Ebene  in  ^  trifPt ,  so  ist  also  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  mnq  oder  mpq 
oder  npq  dej'  Null  gleich,  d.  h.  q  liegt  auf  der  Geraden  mnp.  Insbesondere 
geht  der  Hauptstrahl  durch  die  zwei  Geraden. 

Die  Projectionen  der  Geraden  auf  die  erste  Grundebene  geben  also 
durch  0  und  theilon  aa\  bb\  cc  u.  s.  w.  ähnlieh,  d.  h.  es  sind  die  Tangen- 
ten von  0  an  die  durch  ab  und  ab'  bestimmte  Parabel  und  daher  (nach  7) 
die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  der  affinen  Systeme.  Man  nennt 
die  Geraden  „Focallinien**  und  die  Ebenen  durch  sie  und  den  Haupt 
strahl  ,,Focalebenen^^ 

Ist  der  Brennpunkt  F  einer  Parabel  und  die  Scheiteltangente  bestimmt, 
so  erhält  man  (nach  7)  die  Focallinien  als  Verbindungslinien  von  O  mit  den 
Schnittpunkten  /*,  und  /i  der  Scheiteltangente  und  des  Kreises  über  OF  als 
Durchmesser.  Daraus  folgt  sogleich,  dass  Ä, Ä,  parallel  ^  /i  ist  oder  dass 
„Hauptebenen  und  Focalebenen  dieselben  winkeih  albiren- 
den   Ebenen  haben"..  (Kummer  a.  a.O.  S.  203.) 

17.  Die  Ordinaten  der  Focallinien  bestimmen  sich  folgenderma.sscn: 
Es  sei  n  der  Schnitt  der  Projection  0/,  der  einen  Focallinie  mit  einer  Tan- 
gente mm'  der  durch  ab  und  ab'  bestimmten  Parabel,  dann  ist  {mn  :mm) 
oder,  nach  dem  bei  den  kürzesten  Abständen  eingeführten  Masse,  einfach 
die  Projection  von  Wft  auf  die  Scheiteitangente  ein  Mass  der  Ordinale. 
Diese  Projection  ist  aber  gleich  der  von  0/,  auf  die  Scheiteitangente,  weil 

Digitized  by  LjOOQIC 


Von  Prof.  P.  Zech.  MY 


»fi  VLud  Of^  Stücke  von  Tangenten  an  die  Parabel  sind,  welche  swiaeb^li 
der  Tangente  0/*,  und  der  Scheiteltangente  liegen,  and  die  Projeetien  vofi 
Of^  auf  die  ScheitelUugente  ist  wieder  gleich  dem  AbsUttd  de»  Punktes  f^ 
von  der  Parabelaxe,  weil  die  Mitte  von  /)  /,  gleichen  Abstand  von  der  Paf«- 
belaxe  hat,  wie  die  Mitte  von  OF.  Also  ist  der  Abstand  der  Pnakte  fi  ond 
f^  von  der  Parabelaxe  Mass  der  Ordinalen  der  ITocallinieii.  Da  die  grösste 
und  kleinste  Ordinate  des  kürzesten  Abstands  durch  die  Abstände  def 
Punkte  A|  und  A,  von  der  Parabelaxe  bestimmt  wird,  so  folgt  sogleich,  dass 
die  Punkte  des  Hauptstrahls,  durch  welche  die  Focallinien  gehen,  dieselbe 
Mitte  haben,  wie  die  Punkte,  in  welchen  er  von  den  äuasersten  kiirceetea 
Abständen  geschnitten  wird,  und  jene  liegen  immer  swisohen  dieset. 
(Kummer  a.  a.  0.  S.  201,  202.) 

Es  ist  ein  leicht  nachzuweisender  Satz,  dass,  wenn  z^  und  z^^  in  Be- 
ziehung auf  eine  beliebige  Gerade  in  einer  Ebene  die  gri)88te  xxoA  kleinste 
Ordinate  eines  in  derselben  Ebene  liegenden  Kreises  sind ,  z  die  einew  ha^- 
liebigen  Punktes  des  Kreises  ist,  und  wenn  der  Bogen  ZZ|  den  Peiipberi»- 
winkel  y  fasst,  folgende  Beziehung  gilt: 

«  =:  2,  COS^y  +  z,  stn'y. 

Bezeichnet  man  in  unserem  Falle  mit  r,  r,  und  r^  die  Abstände  eilte» 
beliebigen  Punktes  des  Kreises  über  OF  und  der  Punkte  h^  und  h^  von  der 
Parabelaxe ,  so  ist 

r  =  Ti  cos^ »  +  '•«  sin^  » , 
wo  o  den  Peripheriewinkel  über  dem  von  A,  zum  beliebig  gewählten  Punkte 
gehenden  Bogen  bedeutet.  Diese  Formel  hat  zuerst  Hamilton  aufgeatellf 
(Kummer  a.  a.  O.  S  199);  sie  ist  der  analytische  Ausdruck  für  den  Satsi 
dass  die  Ordinalen  der  kürzesten  Abstände  durch  die  Abstände  der  Punkte 
eines  Kreises  von  einer  Geraden  in  seiner  Ebene  gemessen  werden. 

18.  Denkt  man  sich  ausser  dem  Hauptstrahl  noch  einen  zweiten  BtVaU 
und  diesen  begrenzt  durch  irgend  zwei  den  Hauptebenen  parallele  Ebenenv 
so  wird  die  Projection  dieses  Stückes  auf  die  erste  Grundebene  von  0  aus^ 
unter  einem  Winkel  gesehen,  welcher  nach  Kummer  der  Drehung»- 
winkel  des  Strahles  für  die  durch  jene  Ebenen  abgeschnktene  Länge  dös 
Hauptstrahls  heisst.  Insbesondere  also  ist  der  Winkel ,  unter  welchem  von 
0  aus  die  Strecke  mm  zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  gesehen 
wird,  der  Drehungswinkel  des  in  mm'  projicirten  Strahles  für  die  Länge  des 
Hauptstrahls  zwischen  beiden  Grundebenen.  Daraus  folgt  sogleich  (vergl. 
14),  dass  für  gleiche  Länge  des  Hauptstrahls  (von  der  ersten  Grundebene 
aus)  parallel  sich  projicirende  Strahlen  gleichen  Drehnngs winkel  haben. 
Dagegen  erhält  man  im  Allgemeinen  verschiedene  DrehungswinkeJ ,  Wenn 
man  dieselbe  Länge  auf  den  Hauptstrahl,  aber  von  verschiedene!!''  Punkted 
aus  aufträgt.  Denn  es  ut  klar,  dass  zwei  bewegliche  Ebenen,  welche  stets 
den  Orundebenen  parallel  sind  und  denselben  Abstand  von  einander  beifaäl« 
ten,  gleiche  Stücke  auf  jedem  Strahl  abschneiden,  die  sich  also^ch  in«! 
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gleicher  Länge  projiciren,  aber  eben  deswegen  von  0  ans  nicht  nnter  glei- 
chen Winkeln  gesehen  werden. 

Schneidet  man  das  Bündel  durch  eine  zu  den  Grundebenen  parallele 
Ebene  in  einem  Abstände  R  von  der  ersten  Grundebene ,  wahrend  der  Ab- 
stand der  Grundebenen  D  sei,  so  erhält  man  für  irgend  einen,  in  mrn  pro- 
jicirten  Strahl  den  Drehungswinkel ,  wenn  man  die  Projection  m"  des 
Schnittes  des  Strahles  mit  jener  Ebene  auf  die  erste  Grundebene  sucht,  was 
einfach  geschieht,  da 

mtnitn m'=  D  :  Ä. 

Es  ist  dann  mOm"  Drehungswinkel  des  Strahles  für  die  Lange  R  des 
Hauptstrahls  von  der  erbten  Grundebene  aus,  und  da  die  Projection  von 
mm  auf  die  Scheiteltangeute  für  alle  Strahlen  constant  ist,  so  ist  die  Pro- 
jection von  mm"  auf  die  Scheiteltai^gente  Mass  für  R, 

Schneidet  Om  den  Kreis  über  OF  in  M^  und  beschreibt  man  über  mF 
als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  geht  dieser  durch  M^  weil  OMF  ^\n  Rech- 
ter ist,  durch  f,  weil  ab  senkrecht  auf  fjP  steht,  also  mzF  ein  Rechter  ist, 
und  durch  fi,  weil  m^uF  ein  Rechter  ist.  Trifft  nun  Om"  den  Kreis  Über  OF 
in  P,  und  ist  P^  P^  eine  zur  Scheiteltangente  f^  /",  parallele  Sehne  dos  Krei- 
ses; schneidet  ferner  MP^  die  Scheiteltaugente  in  er,  so  ist  das  Dreieck 
mom"  ähnlich  dem  Dreieck  ixM.    Denn  es  ibt 

Winkel  omm"==Mm(i==M€(i  =  Mex, 
und  der  Winkel  m"om  hat  zum  Masse  den  Bogen  MP^^^  der  Winkel  ixM 
die  Summe  der  Bogen  Mf^  und  P,/i  oder  die  Summe  der  Bogen  Mf^^  und 
/*,  P, ,  d.  h.  wieder  MP^^  so  dass  also  auch  £xM=^mOrn'  der  Drehungswin- 
kel ist.    Man  hat  sonach 

mm" :  mO  =  sM  :  ax. 

Nun  bildet  mm"  mit  der  Scheiteltangente  denselben  Winkel,  wie  sM 
mit  OA/ —  beide  sind  Periphericwinkel  über  Em  — ;  man  kann  also  statt 
mm"  die  Projection  auf  die  Scheiteltangente  oder  R  setzen  und  statt  eM  die 
Projection  von  eM  auf  OM  oder,  da  FM  senkrecht  auf  OM  steht,  auch  die 
Projection  von  sF  &n(  OM  oder  sFcosq>y  wenn  q>  der  Winkel  von  «Fmit  OM 
ist.  Verlängert  man  aber  Fe  bis  zum  Schnitte  Ä'  mit  dem  Kreise  über  OF, 
so  ist  eIC=iOm  co$q>  und  die  Proportion  lautet 

Ri =  eF.  cos  (ft:  sXy 

COSip 

woraus 

R.£X=zeÄ:.eF. 

Da  aber  tK.zF  constant  ist,  so  ist  R  umgekehrt  proportional  tx, 

Ist  der  Drehungswinkel  constant,  d.  h.  sucht  man  die  Länge  R  dos 
Hauptfitrahls ,  welcher  ein  bestimmter  Drehungswinkel  zukommt  für  einen 
gegebenen  Strahl,  so  erhält  man  für  verschiedene  Strahlen  verschiedene  M 
auf  dem  Kreise  über  0F\  Mx  bewegt  sich  parallel  weiter,  weil  es  mit  der 
Scheiteltangente  stets  den  constanten  Drehnngswinkel  bildetj^fo:  wird  zu 
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einem  Maximam  oder  Minimum,  wenn  Mx  Tangente  an  den  Kreis  über  OF 
wird.  Verbindet  man  die  Berührungspunkte  Äf,  und  M^  dieser  zwei  Tan- 
genten mit  0,  so  .schneiden  die  Verbindungslinien  die  Gerade  ad  in  den 
Spuren  derjenigen  Strahlen,  welchen  ein  Minimum  oder  Maximum  von  R 
zukommt. 

Zieht  man  durch  t  eine  Parallele  zu  Mx^  so  ist  ^x  proportional  dem 

Abstände  von  M  von  dieser  Geraden ,  oder  -  wird  gemessen  durch  die  Ab- 

R 

stände  der  Punkte  des  Kreises  über  OF  von  jener  Geraden.   Man  h.it  somit 

nach  dem  allgemeinen  Satze  in  17) 

~  =  ^co^^ +-««>, 

wenn  Ä,  und  Ä,  die  Mussersten  Wertbe  von  R  sind  und  ^  der  Peripherie* 
winke!  ist,  welcher  zum  Bogen  MM^  gehört. 

Kummer  führt  den  Winkel  a  ein,  welchen  die  Gerade  Om  mit  der 
Spur  OÄ,  der  einen  Hauptebene  macht.  Mass  dieses  Winkels  ist  also  der 
Bogen  Mh^\  das  Mass  des  Drehungswinkels  ß  ist  der  Bogen  M Pi,  Zählt 
man  alle  Winkel  in  gleicher  Richtung,  so  ist  in  der  Figur  ß  negativ,  wenn 
a  positiv  ist,  also  ä,  P,  =  /\ä,  =  «  +  ß.  Wenn  M^  auf  der  Mitte  des  Bogens 
MP^  liegt,  so  ist  3f,  M  negativ,  also 

woraus 

(Kummer  a,  a.  O.  S.  220). 

19.  Die  Dichte  des  Bündels  in  irgend  einer  zu  den  Grundebenen  pa- 
rallelen Ebene  ist  umgekehrt  proportionirt  den  Dreiecksflftchen ,  welche 
irgend  drei  Strahlen  aus  der  Ebene  ausschneiden,  da  bei  affinen  Systemen 
alle  entsprechenden  Flächen  gleiches  Verhältniss  haben.  Nun  ist  der  dop- 
pelte Inhalt  des  Dreiecks  Oah  gegeben  durch 

J=:ab.Kz=^—„.KB.iF, 
sF 

oder  wenn  man  ab  auf  die  Scheitcltangente,  iF  auf  die  Axe  projicirt,  wobei 
man  für  die  erste  Projection  eine  Constante  <;,  für  die  zweite  den  halben 
Parameter  p  erhält: 

P 
Also  ist  die  Dichte  dem  Product  h's.eF  umgekehrt  proportional,  d.  h.  dem 
Rechteck  ans  den  Stücken  einer  Sehne  des  Kreises  über  0/*,  welche  durch 
denjenigen  Punkt  der  Scheiteltangente  geht,  in  welchem  sie  von  der  Grund- 
linie des  Dreiecks  —  0  als  Spitze  betrachtet  —  geschnitten  wird. 

Sind  die  Focallinien  reell,  so  ist  die  Dichte  umgekehrt  proportionirt 
dem  Product  («/;  .  f/i)  der  Abstände  der  Schnittebene  von  den  Focallinien  u 
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in  den  zu  den  Grundebenen  parallelen  Ebenen  durch  die  Focallinieii  ist  die 
Dichte  unendlich.  Sind  die  Focallinien  imaginär,  schneidet  also  der  BLreis 
über  OF  die  Scheiteltangente  nicht,  so  liegt  auch  £  ausserhalb  des  Kreises 
und -jenes  Product  ist  das  Quadrat  der  Tangente  vpn  £  an  den  Kreis.  Es 
giebt  dann  ein  Maximum  der  Dichte,  wenn  £  der  dem  Kreide  nächste  Punkt 
der  Scheiteltangente  ist. 

20.  Man  kann  noch  auf  andere  Weise  einen  Einblick  in  den  Bau  eines 
unendlich  dünnen  Strahlenbündels  erhalten ,  indem  man  als  Schnitt  in  der 
ersten  Grundebene  eine  Ellipse  annimmt  und  zusieht,  in  welcher  Art  die- 
selbe sich  ändert,  wenn  man  zu  anderen,  der  Grandebene  parallelen  Schnit- 
ten übergeht.  Ellipsen  sind  es  nach  Nr.  4  unter  allen  Umständen;  ihre 
Flächen  sind  aus  der  vorhergehenden  Nummer  bekannt,  da  sie  den  Dichten 
umgekehlt  proportional  sind.  Es  ist  also  blos  noch  Verhältniss  nnd  Rick 
tung  der  Axen  zu  bestimmen. 

Sind  Oa  und  Ob  zwei  conjugirte  Halbmesser  der  Ellipse  in  der  ersten 
Grundebene,  so  sind  es  Oa  und  Ob'  für  die  zweite  Grundebeue,  und  wenn 
aa  durch  a  ähnlich  getheilt  wird,  wie  bb'  durch  jS,  so  sind  Oa  und  Ö§  con- 
jugirte Halbmesser  des  Schnittes,  welcher  den  Abstand  der  Grundebeneo 
in  eben  jenem  Verhältnisse  theilt.  Damit  ist  aber  jeder  Schnitt  bestimmt, 
da  durch  zwei  der  Richtung  und  Grösse  nach  bestimmte  conjugirte  Hiilb 
messer  eine  Ellipse  gegeben  ist. 

Will  man  ans  den  conjugirten  Halbmessern  Oa  und  Oß  die  Axenrich- 
tungen  erhalten,  so  trägt  man  nach  einem  bekannten  Satze  auf  einer  zu  Of 
senkrechten  Geraden  durch  a  nach  beiden  Seiten  von  a  Stücke  a^  und  a^, 
beide  gleich  0^«i6:  dann  sind  die  Halbirungslinien  der  Winkel  der  Geraden 
Ofi  nnd  Of('  die  Axenrichtungen. 

Denkt  man  sich  eine  Reihe  von  Schnitten  parallel  den  Grundebeneo, 
so  werden  vom  einen  zum  andern  die  Axenrichtungen. stetig  sich  ändern. 
In  welcher  Art,  das  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  Puuktreiben  fi 
und  fi'.  Zieht  man  durch  a  eine  Parallele  mit  afi,  welche  ebenso  gross  ist 
und  mit  M  endigt,  so  beschreibt  M  eine  mit  ß  congruente  Punktreihe,  weil 
aM  =  0ß  und  senkrecht  auf  Oß  ist.  Dem  Punkte  b  entspricht  ein  Punkt  M^ 
welcher  mit  ^^  zusammenfällt,  und  man  sieht,  dass  man  die  Punktreihe  M 
aus  der  Punktreihe  fi  erhält,  wenn  man  jedes  3/ parallel  mit  aa\  also  in 
constanter  Richtung  um  ein  Stück  Mfi  verschiebt,  welches  gleich  aa,  aUo 
proportional  bß  und  daher  auch  proportional  M^M  ist.  Durch  diese  Ver- 
schiebung erhält  man  sonach  eine  Punktreihe,  welche  der  Pnnktreihe  jV 
und  daher  den  Punktreihen  a  und  ß  ähnlich  ist.  Ganz  in  gleicher  Weise 
ergiebt  sich,  dass  die  Punktreihe  (i  den  Punktreihen  a  und  ß  und  daher 
auch  der  Punktreihe  fi  ähnlich  ist. 

Projicirt  man  die  ähnlichen  Punktreihen  (i  und  fiJ  von  0  aus,  so  erhält 
man  zwei  Büschel,  deren  entsprechende  Strahlen  durch  ihre  Halbirungs- 
linitsn  die  Axenrichtungen  geben.     Sind  die  Büschel  einstiramig  projecti- 
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vfsch,  d,  b.  dreht  sieh  0^'  in  demBelben  Simi«,  wie  0\k^  wenn  man  ji«  nach 
bestimmter  Richtung  auf  seiner  Pnnktreibe  steh  bewegen  lä'sst ,  so  muss 
auch  die  Halbirungalinie  je  zweier  entsprechender  Sirahlen  stets  in  glei- 
chem Sinne  sich  drehen,  da  der  von  ihr  beschriebene  Winkel  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  der  von  den  Strahlen  beschriebenen  Winkel  ist.  Die 
Axenriehtungen  drehen  sieh  ailso  von  Schnitt  an  Schnitt  immer  in  gleichem 
Sinne ,  es  kommen  in  den  verschiedenen  Schnitten  alle  denkbaren  Axen- 
richtungen  vor. 

Anders  verrhält  sich  die  Sache,  wenn  die  ^wei  Büschel  entgegengesetzt 
projectiviseh  [sind.  Dann  hängt  die  Frage,  ob  die  Halbifangslinien  der 
Geraden  Ofi  und  Oyi  stets  in  gleichem  Sinne  von-ücken,  davon  ab,  ob  der 
von  Oft  anruckgelegte  Winkel  rascher  wiS-chst,  als  der  von  0\k  in  entgegen 
gesetxter  Richtung  beschriebene,  oder  langsamer,  und  ob  hierin  ein  Wech- 
sel stattfindet. 

Es  seien  ft,  und  fi,  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Reihe  fe, 
f*\  und  fft's  die  entsprechenden  der  Reihe  ^^  An  die  Stelle  des  Trägers 
dieser  letzten  Reihe  setze  man-  einen  andern  paraHelen  in  der  Art  gelege 
nen,  dass  ihn  die  Strahlen  O^x  ^Q^  ^\^\  ^^  Punkten  Vj  und  Vt  schneiden, 
deren  Abstand  gleich  dem  von  fii  und  fi^  ist.  Dann  sind  Ofi  und  Ov  Bü- 
schel, welche  congruente  Punktreihen  fi  und  v  projieiren,  und  das  BQschel 
Ov  fHllt  mit  dem  Büschel  0\i!  zusammen.  Fällt  man  jetzt  von  0  die  Senk- 
rechten Op  und  Oq  auf  die  Punktreihen  fi  und  v,  welche  von  den  in  f4,  und 
V,  auf  Ofi|  und  Ov^  errichteten  Senkrechten  in  p,  und  ^,  geschnitten  wer- 
den, so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  (Xifit,  also  auch  vjv,  unendlich 
klein  ist,  der  Winkel  \k^O\K^  dem  Winkel  v^Ov^  gleich,  wenn  Op^^=Oq^\ 
d.  h.  in  diesem  Falle  wachsen  die  Winkel  der  entsprechenden  Strahlen  Oft, 
und  öv,  gleich  schnell. 

Um  dies  zu  beweisen,  ziehe  man  p, /d,  ^^^^  ^^t>  beide  gleich  und  pa- 
rallel mit  jii,  fi) ;  man  hat  nun 

weil  Oo2f4|[ii  ein  Parallelogramm  ist,  und 

Löf40,  =  Op,o, 
als   Peripheriewinkel    in  dem   über  o^p^  als   Darchmesser  beschriebenen 
Kreis,  da  man  die  uneadlich  kleine  Gerade  Oo,  als  Element  dieses  Kreises 
betf  achten  kann.    Man  hat  also 

Z.  |ii,  0^,  =  Op,~o,  =p,  Op,. 
Zieht  man  in  gleicher  Weise  ^,  g,  und  Ocö,,  beide  gleich  und  parallel 
mit  ViV»i  so  ergiebt  sich  ebenso 

L  Vi  0 V,  =!  Ov^ o«  =  Oq% iAi  =  9t O^j. 
Da  nun  v,i/2  und  (ftifif ,  also  auch  pjp,  und  g,  g,  unter  sich  gleich  sind, 
so  sind  die  Winkel  fiiO^»,  und  v,övt  oder  p,  Op,  und  q^Oq^  gleich,  wenn 
Op,  ==  0<lx  iBi.  ^  . 
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Angenommen,  es  gübe  einen  Punkt  m  und  den  entsprechenden  i»,  für 
welche  diese  Gleichheit  stattfindet,  so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Strahlen  Oft  und  Ov  für  jene  Punkte  gleich;  die  Halhirungslinie  ihrer 
Winkel  steht  still,  weil  Ofk  und  Ov  nach  der  Annahme  sich  entgegen- 
gesetzt bewegen,  oder  es  kehren  hier  die  Axenrichtungen  um.  . 

Dass  es  aber  immer  bei  entgegengesetzt  projectiyischen  Büscheln  zwei 
Punkte  figiebt,  für  welche  das  Gesagte  gilt,  zeigt  folgende  Construetion : 

Man  nehme  einen  beliebigen  Strahl  Ofi,  und  den  entsprechenden  Ov,; 
ziehe  die  Senkrechten  Op  und  Oq  und  construire  die  Punkte  p^  end  9,  wie 
oben.  Dann  lirehe  man  das  Dreieck  Ov, ^,  in  seiner  Ebene  um  0,  bis  Oq 
auf  Op  mit  gleicher  Richtung  fällt.  Die  neu^n  Lagen  von  v, ,  q  und  ^,  seieu 
mit  i/', ,  q  und  q\  bezeichnet.  Die  Geraden  p^,  und  qv\  sind  nun  parallel 
und  wenn  sich  ft,  in  bestimmter  Richtung  bewegt,  geht  v\  in  entgegen 
gesetzter  Richtung  um  gleich  viel  weiter,  weil  ft  und  v,  also  auch  fi.  und  v 
congruente  Pnnktreihen  sind.  Die  Verbindungslinie  fi/  geht  daher  durch 
einen  Punkt  A  von  constantcr  Lage,  der  von  pfi  so  weit  abliegt,  als  von 
q'v\  Denkt  man  sich  nun  die  Punkte  m  und  n  auf  p^  und  q'vy  für  welche 
Pi  und  q\  in  P  zusammenfallen ,  so  liegen  sie  auf  dem  Kreise  über  OP  als 
Durchmesser,  und  da,  wenn  M  der  Mittelpunkt  dieses  Kreiaes  ist,  das  Vier- 
eck M Aqn  Kreis viereck  ist,  so  folgt,  dass 

LAqM==AnM=AmM, 

und  zieht  man  durch  0  eine  Parallele  mit  q'A,  welche  von  der  Senkrechten 
von  M  auf  sie  in  P  getroffen  wird,  so  ist  Dreieck  mAM  congruent  OPilf, 
also  MA^MP. 

Daraus  folgt,  dass  der  Punkt  M  bestimmt  ist  als  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  der  durch  A  geht  und  die  Parallele  durch  O  zu  q  A  berührt  (über- 
dies  natürlich  auf  Oq'  oder  Op  liegt).  Ist  M  gefunden,  so  ergiebt  sich  m 
und  n,  welche,  anf  p^  und  q'v  liegend,  gleich  weit  wie  0  von  M  entfernt 
sind.  Aus  n  ergiebt  sich  das  entsprechende  v  und  aus  diesem  das  entspre- 
chende fft'.  Die  Construction  ist  immer  möglich,  weil  q'  und  p  auf  derselben 
Seite  von  0  liegen.  Es  giebt  demnach  stets  zwei  Richtungen  der  gesuchten 
Art,  oder: 

Wenn  f»  und  fi'  entgegengesetzt  projectivische  Büschel 
sind,  so  kehrt  jede  Axenrichtung  zweimal  um,  bleibt  also  in 
einen  bestimmten  Winkel  eingeschloss,en ,  der  nach  dem  obigen 
einfach  zu  construiren  ist. 

21.  Es  giebt  (nach  Nr.  9)  immer  zwei  Punkte  e  und  f  stuf  ab,  welche 
so  liegen,  dass  die  Strahlen  Oe  und  Of  senkrecht  zu  einander  sind,  und 
ebenso  die  entsprechenden  Oe  und  Of\  welche  0  mit  den  auf  a' 6' liegen- 
den, e  und  /'entsprechenden  Punkten  e  und  f  verbinden.  Denkt  man  sich 
Oe  und  Of  als  Halbaxen  einer  Elllipse  in  der  ersten  Grundebene ,  so  ent 
spricht  ihr  in  der  zweiten  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  Oe  und  Of^, 
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Da  aber  (nach  Nr.  9)  Oe  und  Of\  Of  and  Oe  dieselbe  Winkelhal- 
birende  haben,  wie  die  sich  entsprechenden  Geraden  oder  die  Projectionen 
der  Focallinien  auf  die  erste  Grundebene,  nnd  da  (nach  Nr.  16)  die  Haupt- 
ebenen  dieselbe  winkelhalbirende  Ebene  haben ,  wie  die  Focalebenen ,  so 
ergiebt  sich  der  Satz : 

Man  kann  stets  in  der  ersten  Gmndebene  eine  Ellipse  als  Querschnitt 
des  unendlich  dünnen  Strablenbündels  so  wählen ,  dass  ihren  Halbaxen  in 
der  «weiten  Grandebene  wieder  die  Halbaxen  einer  Ellipse  entsprechen 
Qnd  dass  jede  Halbaxe  der  ersten  mit  der  auf  die  erste  Grandebene  pro-, 
jicirten  nicht  entsprechenden  Halbaxe  der  zweiten  dieselbe  Winkelhal- 
birende hat,  wie  die  Spuren  der  Hauptebenen  und  der  Focalebenen. 


22.  Das  Beaaltat  der  letzten  sieben  Nummern  lässt  sich  so  zasammen- 
fassen : 

a)  Ein  anendlich  dünnes  Strahlenbündel  Jst  bestimmt  durch  drei  Strah- 
len. Alle  seine  Verhältnisse  lassen  sich  durch  Constraetion  in  der 
Ebene  bestimmen.  Za  diesem  Zwecke  schneide  man  die  Strahlen 
darch  zwei  zu  einem  der  Strahlen  senkrechte  Ebenen.  Die  Schnitt- 
pnnkte  in  der  ersten  Ebene  seien  0,  a  and  b,  and  die  senkrechten 
Projectionen  der  Schnittpunkte  in  der  zweiten  Ebene  auf  die  erste 
0,  a ,  b\  Die  fünf  Punkte  0^  a^  b^  a\  b'  in  der  ersten  Ebene  dienen 
aar  Uonstruction  des  Bündels. 

b)  Die  Einbüllungscurve  aller  die  Strecken  ab  and  a' 6'  ähnlich  thei- 
lender  Geraden  ist  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  Fsei.  Man  be- 
schreibe  über  OF  als  Durchmesser  einen  Kreis.  Der  Abstand  eines 
Punktes  dieses  Kreises  von  der  Parsbelaxe  ist  Mass  für  die  Or- 
dinate des  kürzesten  Abstands  vom  Hauptstrahl  (der 
durch  0  geht)  für  alle  Strahlen,  welche  senkrecht  zur  Verbindungs- 
linie jcneä  Punktes  mit  0  sich  projiciren.  Unter  Ordinate  ist  ver- 
standen die  Entfernung  von  einer  den  obigen  parallelen  Ebene, 
welche  ihren  Abstnnd  ähnlich  theilt,  wie  ab  oder  a'b'  darch  die 
Scheiteltangente  der  Parabel  getheilt  wird. 

c)  Derselbe  Kreis  über  OF  schneidet  die  Scheiteltangente  in  zwei  Punk- 
ten ^  nnd /'s,  welche,  mit  0  verbanden,  die  Spuren  der  Focal- 
ebenen geben,  und  der  Abstand  der  Punkte  /i  und  f^  von  der  Fa- 
rabelaxe  ist  Mass  für  die  Ordinalen  (siehe  6)  der  Focallinien,  die 
sich  in  Of^  und  Of^  projiciren.  Die  zwei  Punkte  Aj  und  A,  des  Krei- 
ses, deren  Abstand  von  der  Parabelaxe  ein  Maximum  und  Minimum 
ist,  geben,  mit  0  verbunden,  die  Spuren  der  Hauptebenen;  Oht 
und  Ohf  sind  Masse  der  kleinsten  und  grössten  Ordinaten  des  kür- 
zesten Abstands.  ^  j 
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•i*,>•>W•*^/'•v^-', 


d)  Die  reciproke  Lunge  des  Hauptstrahls  für  einen  gegebenen  Dreh- 
nngswinkel,  von  der  Constmctionsebene  aus  gerechnet,  wird 
darch  den  Abstand  der  Punkte  desselben  Kreises  über  OF  von  einer 
Geraden  gemessen,  welche  mit  der  Scheiteltangente  den  Drebungs- 
Winkel  bildet  und  sie  in  demselben  Punkte,  wie  ab^  schneidet. 

e)  Die  Dichte  des  Bündels  in  einer  tvL  den  angenommenen  Ebenen 
parallelen  Ebene  ist  umgekehrt  proportional  dem  Rechteck  aas  den 
Stücken  einer  Sehne  des  Kreises  über  OF,  welche  durch  den  Schnitt« 
pankt  der  Scheiteltangente  der  Parabel  mit  der  Verbindungslinie  der 
Projectionen  der  Punkte  geht,  in  welchen  jene  parallele  Ebene  die 
durch,  a  und  b  gebenden  Strahlen  schneidet.  Liegt  jener  Schnitt- 
punkt ausserhalb  des  Kreises,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Rechtecks 
aus  den  Stücken  der  Sehne  das  Quadrat  der  Tangente  an  den  Kreis. 

f)  Nimmt  man  als  Schnitt  des  Bündels  in  der  ersten  Ebene  eine  Ellipse 
an,  so  wird  j«de  parallele  Ebene  von  dem  Bündel  in  einer  Ellipse 
geschnitten.  Diese  Schnitte  haben  alle  möglichen  Axenrichttttfgati 
oder  sind  in  bestimmte  Winkel  eixigeschleesen,  je  nachdem  die.awei 
Pon^treihen  jü  und  f«'^  yon  Oaas  gasehen,  einstimmig  oder  entgegen- 
gesetat  projectivische  Strablenbttscbel  geben.  Die  Puuktreihen  ft 
und  fi'  aber  ergeben  sieh  ans  den  Ponktreihen  aa  tind  bb\  indem 
man  darcb  jeden  Pnnkt  a  von  an  eine  au  Oa  senkrechte  Oerade 
zieht  ua4  auf  ihr  «ach  beiden  Sehen  hin  von  a  aus  Stücke  <Kft  und 
ay!  abschneidet,  welche  beide  gleich  Oß  sind,  wo  ß  der  auf  66'  lie- 
gende und  et  entsprechende  Punkt  ist.  Die  HalbirungsHttien  der 
Winkel  der  Gnaden  O^  und  Oft'  siad  die  Azen  des  durch  ir  und  ß 
bestimmten  Schnittes. 
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Zur  Theorie  ebeiimr  penpeetiTiseher  PuqktByiteme. 

Von 

Dr.  A.  Voss 

ia  LiDgec. 


Die  folgenden  Betrachtungen  haben  zum  Zweck,  zn  zeigen,  wie  die 
Theorie  der  ebenen  projectivischen  Panktsysteme  mit  der  gröBsten  Leich- 
tigkeit zu  einer  Anzahl  von  Theoremen,  die  leicht  ins  Beliebige  hätte 
vermehrt  werden  können,  ftthrt,  welche  man  freilich  auf  einem  mehr 
indirecten  Wege  durch  eine  perspectivische  Transformation  auch  in  den 
meisten  Fällen  erhalten  kann.  Der  hierzu  eingeschlagene  GesichtHpuokt 
nag  den  Inhalt  der  folgenden  Seiten  rechtfertigen.  Ich  behalte  mir  vor, 
bei  einer  andern  Gelegenheit  die  entsprechenden  Sätze  über  räumliche  Ge- 
bilde der  genannten  Art  zu  entwickeln ,  welche  sich  vorzugsweise  auf 
Raumeurven  vodi  dritten  Grade  beziehen. 

I. 

Lässt  man  zwei  Punktsysteme  $oli£i)  ^o^i^t  si^^  so  entsprechen,  dass 
go  =  (l+o)  A?o  +  iCi  fr  +  .'»t«  I 
61  —  «1  a:e  +  (1  +  *i)  «1  4"  «i^i  • 
I,  =  a^x^  +  b^Xi  +  (l+c,)«,, 

so  kann  man  beide  zar  Vereinfachung  der  Rechnung  auf  ein  neues  Coordi- 
nAIeasystem  beziehto  durch  die  Substitutionen 

Xi^  AiXo+BiXt  +  CiX^, 
«  =  0,1,2, 
und  erhält,  wenn  das  Entsprechen  durch  Gleichungen  von  d4ir  Form 

I'rf*=(l  +  Pi)»'<  oder  t'ite=A<a?'« 
ausgedrückt  werden  soll,  zur  Bestimtnung  von  in  die  cubis6he  Gleic^tin|; 
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j  a — fi        a,    •       ^t      I 

I      fr        fri  — f*        frf     1  =  0, 

1      c  c,       e,— ^  . 

welche  drei  reelle  oder  eine  reelle  aud  zwei  imaginäre  Wurzeln  liefert,  der- 
gestalt ,  dass  das  neue  Coordinatendreieck  entweder  drei  reelle  Fandamen- 
talpunkte  oder  einen  reellen  mit  gegenüberliegender  reeller  FundameDtai- 
linie  besitzt.  Ich  nenne  zur  Abkürzung  die  Punkte  F^,  F^y  F^^  die  ihnen 
gegenüberliegenden  Linien  ^,  ^ ,  ft» 

Jeder  geraden  Punktreihe  oder  jedem  Geradenbüschel  des  ersten  Sy- 
stems entspricht  eine  perspectivische  Panktreihe,  resp.  Büschel  im  zweiten. 

Die  Gleichung  der  Verbindangslinie  zweier  homologer  Punkte  ist. 
Xq       Jli       Jif 

CCq  OCf  QC^        —  U 

^^0      i|*i      ^*t 

oder 

X^x^Xt  (A,  — A,)  +  X^x^x^  Ut— Ao)  +  X^x^Xy  (Ao— A,)  =  0 , 

oder  auch ,  wenn  die  Gleichungen 

gelten : 

1)  A'o"o  +  '5^|Wi+^t".  =  0. 

Geht  die  Gerade  1)  durch  einen  festen  Punkt  ^o^iVti  ^-  ^*  besteht  eine 
lineare  Gleichung 

80  liegen  die  Punkte  x^^x^x^  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  die 
F-  Punkte  und  ^0,^1;  ^t  geht.  Derselbe  zerfällt  in  zwei  gerade  Linien ,  so- 
bald der  Punkt  auf  einer  der  /-Linien  liegt,  so  z.  B.  für  yt  =  0  in 

von  denen  die  erstere  durch  den  gegenüberliegenden  F- Punkt  gebt. 
Bewegt  sich  dagegen  der  Punkt  ^0^1  ^t  ^^^  einer  Geraden 
«0^0  +  «1^1 +  «1^1  =0, 
so  besteht  eine  Gleichung  in  u,  welche  anzeigt,  dass  die  zugehörigen  Ge- 
raden einen  Kegelschnitt  berühren ,  welcher  die  f-  Linien  und  die  Gerade 
0^0  +  '**  berührt.   Geht  letztere  durch  einen  der  F- Punkte,  so  besteht  der 
Kegelschnitt  aus  diesem  und  einem  auf  der  gegenüberliegenden  f-  Linie  lie- 
genden Punkte. 

Jedem  Punkte  ^o«  ^m  Vt  entspricht  also  ein  Kegelschnitt 

Demselben  ist  homolog  im  zweiten  System 
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welcher  den  Punkt  y^yxVt  und  den  ihm  homologen  enthält. 

Jeder  Geraden  <'o^o'^  ^i^i  ~l~^t^s^^^  entspricht  ein  Kegelschnitt 
3)  ^0^0«!  "«  +  ?i«i«'o"« +  ?««»"!  "0  =  0, 

dessen  homologer  mit  3a)  bezeichnet  werden  mag. 

Findet  zwischen  den  Conslanten  des  Kegelschnitts  2)  eine  lineare 
Gleichung  statt 

4)  Poyo^o  +  ^iyi'^i  +  eiyi^«  =  o, 

80  liegt  der  zugehörige  Punkt  y^y^yt  auf  einer  Geraden  4);  die  Kegel- 
schnitte bilden  ein  Büschel,  dessen  vierter  Punkt 

_  1  _  1  _  1 

^0  —  T  >     *i  —  T  '     ^*  —  T  ' 
-«0  -^i  **« 

also  auf  der  Geraden  4)  gelegen  ist. 

Findet  zwischen  den  Constanten  von  3)  eine  lineare  Gleichung  statt 

so  berühren  dieselben  eine  vierte  Linie 

1  1  1 

welche  den  Punkt  6)  enthält,  durch  welchen  die  den  Kegelschnitten  ent- 
sprechende Gerade  stets  hindurchgeht.  Berührt  die  Gerade  1)  einen  Kegel- 
schnitt 

6)  aooV  +  ön«i'+    •    =0, 

80  Jiegen  die  Punkte  x^^  x^-^  x^  auf  einer  Cnrve  vierten  Grades 

7)  flooPo'^i'^t*  +  flu  ^i*iPo*^2*  +  . . .  =  0. 

Berührt  der  Kegelschnitt  6)  alle  drei  f  Linien ,  so  ergeben  sich  die 
obigen  Bemerkungen.  Berührt  er  /*]  und  f^^  so  durchlaufen. die  Punkte  Xq 
einen  Kegelschnitt,  welcher  die  Punkte  F^,  F^  enthält.  Besteht  in  diesem 
Falle  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  Constanteu  von  6),  so  bilden  die 
Kegelschnitte  4)  ein  Büschel.  Insbesondere,  bleiben  die  von  F^y  F^  au  die 
Kegelschnitte  6)  gezogenen  Tangenten  dieselben,  so  stellt  7)  ein  System 
sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte  mit  der  Berührungssehne  f^  vor. 
Denn  die  Tangenten  sind 

Wo«»  +  2  «Ol  «I  =  0 ,     Wqöoo  +  '^«ot  Wf  =  0 , 
so  dass  also  nur  a,|  beliebig  bleibt  und  Gleichung  7)  die  Form 

(«ooPo'^i  *2  +  ««Ol  9o?i  ^o^t  +  ^flüt  (>o92a^o^i)  +  2«n  Qy  9tX^  «  0 
annimmt. 

Würden  die  Geraden  l)  nur  eine  /"-Linie  berühren,  so  bilden  die 
Punkte  a?o  eine  Cnrve  dritten  Grades.    Berühren  die  Geraden  1)  eine  Curve 

8)  1/0*»«,"  =  ^ «,"»+", 

so  liegen  die  Punkte  jJq  auf  einer  Curve,  deren  Gleichung  sich  von  8)  nur 
durch  die  Constante   unterscheidet.     Man  wird   leicht  zu  diesen^ etr ach- 
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tuDgen,  die  noch  weiter  Ausgedehnt  werden  könnten,  die  reciproken  er- 
gänzen. 

IL 

Jedem  Punkte  ^o^i^  entspricht 

di^Bem  wieder 

Ag  Xf^   A|   Xi    X2  Xf  , 

80  dass  schlieBslich 

Alle  Punkte  dieser  Art  kann  man  sich  auf  einer  Carve  angeordnet  den- 
ken, welche  demnach  zugeordnete  enthalten  oder  sich  selbst  entsprechen 
würde. 

Seist  man 

9)  %Ao=Xo,     /o^A,  =  «,,     /opA,  =  i«,. 
80  ist  die  Gleichung  derselben 

10)  lo  =  a^o^)    Si=a^i^,     if==«t^. 

Man  übersieht  leicht,  dass  jede  Curve  .dieser  Art  stetig  mit  Reihen 
von  zugeordneten  Punkten  erfüllt  ist.  0£fenbar  geht  durch  jeden  Punkt 
eine  und  nnr  eine  dieser  Curven,  deren  Gesammtheit  das  System  5  bildet. 
Jhd%  swei  zugeordnete  Punkte  verbindende  Gerade  hüllt  eine  zweite  Curve 
des  Systems  ein ,  deren  Gleichung  in  Liniencoordinaten 

in  Pnnktcoordinaten  ^ 

ist. 

Ich  will  nun  annehmen,  die  Moduln  Aq,  i|,  A|  seien  unendlich  Wenig 

von  1  verschieden, 

il,-8=  1  -|-  Cf»,- ,  wo  f  unendlich  klein; 
dann  ist 

also 

tf^elche  Gleichungen  auch  in  der  Form 

io'*'"'*'  Si'*'""'*''  §2^*°""'**  =  consL 
oder 

geschrieben  werden  können.  Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  für  imagi- 
näre Werthe  von  A}  A,  (also  auch  der  entsprechenden  Ecken  des  CoordiDa- 
tendrei^cks)  die  Gleichungen  ll)  in  Bezug  auf  ein  reelles  Coordinatensystem 
dia  Form 

annehmen. 

Die  Curven  der  Gleichung  11)    können  zwar  sehr  verschiedenartiger 
Natur  sein,  besitzen  aber  eine  grosse  Anzahl  gemeinschaftlicher  Eigen schfti* 
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t^fij  namentlich  den  unter  2)  bis  7)  erwähnten  Kegelschnitten  gegenüber, 
5Fon  denen  einige  der  interessanteren  im  Folgenden  behandelt  werden  sollen. 


m. 

Aus  dem  perspectivischen  Entsprechen  unendlich  neher  Punkte  der 
Curven  folgt  sofort  —  da  jede  Tangente  zwei  homologe  Punkte  verbindet 
und  der  ihr  folgenden  homolog  ist  — : 

Die  Curven  besitzen,  ausser  in  den  i^- Punkten,  durch  welche  sie 
geben,  weder  vielfache,  noch  Inflexionspunkte,  noch  Doppeltangenten. 
Durch  jeden  Punkt  geht  nur  eine  Curve  des  Systems ,  wie  auch  jede  Ge- 
rade nur  von  einer  berührt  wird.  Sie  sind  von  gleicher  Classe  und  Ord- 
nung. 

Femer  fallen  stets  die  Kegelschnitte  2)  und  2  a),  3)  und  3  a)  zusammen. 
Jede  Tangente  einer  Curve  des  Systems  bildet  mit  den  von  ihrem  Tactions- 
punkte  nach  den  F-  Punkten  hinlaufenden  Linien  ein  Büschel  von  constan- 
tem  Doppel verhältniss.  Aus  der  Gleichung  derselben,  aU+  ßV^=^0^  wo 
tr,  V  die  vom  Berührungspunkte  nach  F^^  F^  gezogenen  Geraden  bedeuten, 
erhält  man  sofort  die  Construction  der  Tangente.  Jede  Tangente  wird 
durch  deuTactionspunkt,  und  ihre  Schnitte  mit  den  /*- Linien  in  demselben 
Doppelverhältniss  getheilt.  Für  Schnittpunkte  der  Tangente  mit  der  Curve 
gilt  dasselbe,  wie  für  den  Tactionspunkt.  Die  Berührungspunkte  de1>  von 
einem  Punkte  J  an  das  System  S  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einem 
Kegelschnitte,  welcher  die  F- Punkte  enthält  und  die  durch  .4  gehende 
Curve  in  A  berührt.  Liegt  A  auf  einer  /'- Linie,  so  zerföllt  der  Kegelschnitt 
in  diese  selbst  und  eine  durch  den  gegenüberliegenden  F- Punkt  gehende 
Gerade.  Jeder  Kegelschnitt ,  welcher  durch  die  F-  Punkte  geht ,  schneidet 
die  Curven  in  Punkten,  deren  Tangenten  in  den  Punkt  zusammenlaufen, 
in  welchem  der  Kegelschnitt  eine  Curve  des  Systems  berührt.  Bie  Berüh- 
rungspunkte aller  von  den  Punkten  einer  Geraden  aus  gezogenen  Tangen- 
ten bilden  ein  durch  die  F-  Punkte  gehendes  Büschel  von  Kegelschnitten, 
dessen  vierter  Punkt  auf  der  genannten  Geraden  liegt.  Es  gelten  auch  die 
reciproken  Sätze  ebenso  unmittelbar:  Jede  Gerade  a  schneidet  die  Curven 
in  Punkten,  deren  Tangenten  einen  Kegelschnitt  einhüllen,  welcher  die 
/'-Linien  und  die  Gerade  a  in  dem  Punkte,  wo  sie  selbst  von  der  Curve  des 
Systems  berührt  wird,  ebenfalls  berührt,  und  umgekehrt.  Die  Tangenten 
in  den  Schnittpunkten  einer  durch  einen  /"•  Punkt  gehenden  Geraden 
schneiden  sich  auf  der  gegenüberliegenden  f-  Linie. 

In  diesen  Sätzen  liegt  die  Lösung  der  Aufgabe ,  von  einem  gegebenen 
Punkte  aus  die  Tangenten  an  eine  der  Curven  zu  ziehen,  und  der  ihr  reci- 
proken. Zieht  man  nämlich  in  diesem  Punkte  die  Tangente  an  die  zugehö- 
rige Curve  des  Systems,  so  wird  der  Kegelschnitt,  welcher  durch  die 
/•-Punkte  geht  und  jene  Tangente  in  ihrem  Berührungspunkte  ^V^^^Vn^Pp 
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Curve  in  den  gesuchton  BerübruDg^punkten  ecbneiden.  In  derselben  Weite 
läspt  sieb  die  Lage  der  Punkte  bestimmen,  welche  eine  Gerade  mit  der 
Curve  gemein  hat.  Je  zwei  belieb';;e  Tangenten  an  eine  -Carve  werden 
durch  die  übrigen  Cnrven  in  perspectiviscben  Punktreiben  geschnitten, 
deren  entsprechende  Punkte  die  Tactionspunkte  sind.  Aehnlicbes  gilt  auch 
von  je  zwei  durch  einen  der  F-  Punkte  gehenden  Geraden.  Je  zwei  von 
zwei  beliebigen  Punkten  einer  Ourve  an  clie  anderen  gelegte  Tangenten- 
büschel  sind  perbpectivisch ;  die  Tangenten  der  genannten  Punkte  sind  ent- 
sprechende Strahlen;  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte,  för  welche 
die  von  einem  Punkte  an  eine  Curve  gezogenen  Tangenten  einschliessHcb 
der  Verbindungslinien  mit  den  F  Punkten  perspectivische  Büschel  bilden, 
ist  ein  zweite  Curve  des  Systems.  Die  Verbindungslinien  der  Berührungs- 
punkte z>%'eier  Tangenten  an  zwei  beliebige  Curven  des  Systems,  deren 
Schnittpunkt  sich  auf  einer  dritten  Curve  bewegt,  hüllen  eine  vierte  Curve 
des  Systems  ein.  Die  Berührungspunkte  der  den  Curven  mit  einem  zwei 
/'-Linien  berührenden  Kegelschnitte  gemeinschaftlichen  Tangenten  liegen 
auf  einem  durch  die  gegenüberliegenden  i^- Punkte  gehenden  Kegelschnitte 
und  umgekehrt.  Zwei  Systeme  S,  S'  dieser  Curven,  welche  die  F- Punkte 
gemeinsam  haben,  schneiden  sich  gegenseitig  in  Punkten,  deren  Tangenten 
Curven  dieser  Systeme  selbst  einhüllen  etc.  etc. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  sowie  sich  unendlich  nahe  Punkte 
entsprechen,  durch  eine  wiederholte  perspectivische  Verschiebung  ancb 
zwei  beliebige  als  entsprechende  betrachtet  werden  können ,  was  übrigens 
auch  aus  der  Form  der  Gleichungen  10)  und  ll)  hervorgebt.  Ist  z.  B.  die 
Tangente  im  Punkte  a  gezogen ,  so  kann  ich  einen  ihrer  Scbnittpnnkte  mit 
der  Curve,  z.  B.  a\  als  entsprechonden  betrachten.  Dann  entspricht  der 
Tangente  in  a  die  in  d  gezogene,  dem  Punkte  d  wieder  ein  Punkt  a  anf 
der  letzteren.  Auf  jeder  Tangente  entsprechen  sich  dann  der  Berübraogs- 
puukt  und  irgend  einer  der  Schnittpunkte.  Liegen  also  drei  Berührungs- 
punkte in  gerader  Linie ,  so  findet  dabselbe  auch  für  die  anderen  Schnitt- 
punkte statt,  und  auf  jeder  Tangente  \^X,  das  Doppelverhältniss  von  vier 
Punkten  dasselbe,  wie  das  der  entsprechenden  auf  einer  andern.  Dies  ist 
für  Curven  dritten  Grades  ein  bekannter  Satz.  Ueberhaupt,  liegen  die 
Berührungspunkte  auf  einer  beliebigen  Curve,  so  liegen  die  anderen 
Schnittpunkte  ihrer  Tangenten  mit  der  gegebenen  Curve  auf  ebensoviel 
Curven  desselben  Grades. 

IV. 

Im  Falle  ,       ^ 

repräsentiren  die  Gleichungen  10)  und  11)  Kegelschnitte,  deren  Oleichnng 


^0  "^1  "^  ^  *^I 
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ist.  Sie  berühren  zwei  /-Linien  in  zwei  J^- Punkten  (reell  oder  imaginär) 
oder  bilden  ein  System  sieb  doppelt  berührender  Kegelschnitte.  Der  der 
Berübrnngssehne  ^  gegenüberliegende  Punkt  F^  ist  der  allen  gemeinschaft- 
liche Pol  in  Bezug  auf  /*,  als  Polare.  In  Rücksicht  auf  das  vorher  Bemerkte 
ergiebt  sich  nun  Folgendes: 

Zieht  man  von  einem  Punkte  A  Tangenten  an  ein  System  sich  doppelt 
berührender  Regelschnitte,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem  Ke« 
gelschnitte ,  welcher  den  durch  A  gehenden  Kegelschnitt  des  Systems  in  A 
berührt  und  die  F- Punkte  enthält.  Liegte  auf  einer/- Linie ,  so  Hegen  die 
Berührungspunkte  auf  einer  durch  den  gegenüberliegenden  F-Punkt  gehen- 
den Geraden.  Legt  man  einen  beliebigen  Kegelschnitt  K  durch  zwei  Punkte 
eines  andern  l^  und  den  Pol  ihrer  Verbindungslinie,  so  schneiden  sich  die  in 
den  Schnittpunkten  von  K  und  5  an  5  gezogenen  Tangenten  auf  K.  Für  ein 
Büschel  der  Kegelschnitte  K  liegt  dieser  Schnitt  auf  einer  durch  den  vierten 
Punkt  desselben  gehenden  Geraden. 

Die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  des  Systems  s  mit  einer  Geraden 
TJ  hüllen  einen  Kegelschnitt  ein,  welcher  diese  Linie  in  dem  Punkte,  wo 
sie  von  einc^m  Kegelschnitte  des  Systems  berührt  wird,  und  die  /"-Linien 
berührt.  Die  Tangenten  in  den  Punkten,  in  welchen  das  System  S  von 
einer  durch  einen  F- Punkt  gehenden  Geraden  geschnitten  worden,  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  auf  der  gegenüberliegenden  /-Linie.  Zieht  man 
durch  einen  F- Punkt  zwei  gerade  Linien,  so  schneiden  sich  die  Verbin- 
dungslinien ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Curven  in  einem  Punkte  der  gegen-ä 
überliegenden  /-Linie.    Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist: 

Jede  durch  den  Pol  gehende  Linie  schneidet  einen  Kegelschnitt  in  zwei 
Punkten,  deren  Tangenten  sich  auf  der  Polare  schneiden.  Hieran  knüpfen 
sich  die  weiteren  Sätze  über  Pol  und  Polare,  sowie  sich  auch,  da  man  in 
zweifacher  Weise  vier  auf  zwei  durch  den  Pol  gehenden  Geraden  liegende 
Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitte  als  entsprechende  betrachten  kann, 
aus  dem  bekannten  Satze  über  das  vollständige  Viereck  die  harmonischen 
Eigenschaften  derselben  ergeben. 

Liegen  drei  Punktenpaare  aa\  hb\  cc  auf  drei  durch  einen  Punkt  F^ 
gehenden  Linien «a',  bb\  cc\  so  kann  ich  durch  abcFi,  ab'cFi  zwei  Paare 
von  Kegelschnitten  legen ,  die  sich  in  Fj  und  noch  einem  Punkte  doppelt 
berühren;  folglich  schneiden  sich  stets  die  Linien  ab  ab\  ac ac\  bcb'c  in- 
drei  auf  einer  geraden  Linie  liegenden  Punkten.  Ist  nämlich  5=aO  ein 
durch  abcF^  gehender  Kegelschnitt,  so  ist  die  Gleichung  eines  andern,  wel- 
cher in  ^'i  dieselbe  Tangente  hat: 

wo 

F  =  a^x^  +  a,  x^x^  +  a,  o:,*, 

in  welchem  P  so  zu  bestimmen  ist,  dass  E  die  Punkte  a\  b\  c  enthält. 
Einem  andern  Kegelschnitte  S^  wird  ein  zweiter  Z'^^S^+P'  enJteprccheq. 
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Alsdann  stellen  S'\-\S\  Z-^-XE!  zwei  sieb  in  F^  berCibrende  Büschel  vor. 
Damit  zwei  Kegelschnitte  derselben  sich  doppelt  berühren,  mussi^+iP" 
ein  Quadrat  sein,  welche  Bedingung  zwei  Werthe  für  A  liefert.  Es  giebt 
also  zwei  Paare  von  Kegelschnitten,  welche  durch  je  drei  Punkte  ahc^ 
ah'c  und  den  gemeinsamen  Punkt  0  der  Linien  aQ\  ba\  cc  gehend,  sieb 
in  0  und  einem  zweiten  0'  berühren,  und  die  gemeinsamen  Tangenten  in 
den  beiden  Lagen  von  O'  fallen  in  eine  Gerade  zusammen. 

Je  zwei  Dreiecke  A^AiA^^  F^F^F^^  welche  von  zwei  Tangenten  und 
den  Berührungssehnen  derselben  in  Bezug  auf  einen  Kegelachnitt  gebildet 
werden ,  liegen  mit  ihren  Ecken  auf  einem  Kegelschnitte  und  berühren  mit 
ihren  Seiten  einen  zweiten.  Für  den  letzteren  lassen  sich  die  Berührnngs 
punkte  leicht  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen :  Eine  der  Berükrungs- 
sehnen,  z.  B^  A^A^^  wird  von  dem  Kegelschnitte  da  berührt,  wo  der  auf  der 
andern  /^^F,  den  gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berührende  diese  Sehne 
A^A^  berührt.  Eine  der  Tangenten  A^^A^  wird  da  berührt,  wo  sie  von  dem 
durch  F^F^Ff  gebenden  AiAo  in  ^o  berührenden  Kegelschnitte  geschnitten 
wird.  Diese  Constructionen  specialisiren  sich  noch  mehr,  falls  man  die 
Punkte  Ff^Ff  imaginär  im  Unendlichen  annimmt. 

Gleitet  eine  Linie  auf  einem  Kegelschnitte,  so  durchläuft  ihr  Pol  in 
Bezug  auf  jeden  ihn  doppelt  berührenden  einen  in  denselben  Punkten  dop- 
pelt berührenden  Kegelschnitt,  und  umgekehrt,  die  Polaren  sämmtlicher 
Punkte  eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  einen  ihn  doppelt  berührenden 
hüllen  einen  Kegelschnitt  ein ,  der  in  denselben  Punkten  doppelt  berührt. 

Jede  Linie  wird  von  sämmtlichen  Kegelschnitten  des  Systems  S  in 
einer  Involution  geschnitten ,  deren  Doppelpunkte  durch  den  Schnitt  mit 
der  Sehne  der  doppelten  Berührung  und  dem  Berührungspunkte  der  Linie 
durch  einen  Kegelschnitt  des  Systems  gebildet  werden.  Ziehe  ich  nämlicb 
eine  Tangente  an  einen  der  Kegelschnitte  parallel  der  Sehne  der  doppelten 
Berührung,  so  ist  der  Berührungspunkt  a  die  Mitte  der  Punkte  ^,  c,  in 
denen  sie  einen  Kegelschnitt  des  Systems  trifft.  Da  die  Punkte  bac  mit 
dem  unendlich  entfernten  eine  harmonische  Theilung  bilden ,  so  liegen  (ät 
jede  Linie  die  Punkte  6,  c  harmonisch  zu  den  genannten.  Diesem  bekann- 
ten Satze  entspricht  ein  reciproker.  • 

Jede  Tangente  eines  Kegelschnitts  wird  von  zwei  denselben  in  den 
nämlichen  Punkten  doppelt  berührenden  in  vier  Punkten  desselben  Doppel- 
verhältnisses geschnitten.  Jede  von  einem  Punkte  A  aus  gezogene  Tan- 
gente bildet  mit  den  drei  von  A  nach  zwei  Punkten  B^  C  und  dem  Pole 
ihrer  Verbindungslinie  gezogenen  Linien  ein  constantes  Dopp^verhidtniBS, 
wenn  A  sich  auf  einem  den  gegebenen  in  JB,  C  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitt bewegt.  Ziehe  ich  von  einem  Punkte  an  zwei  sich  doppelt  berüh- 
rende Kegelschnitte  Tangenten ,  so  haben  dieselben  ein  constantes  Doppel- 
verbältniss,  wenn  der  Punkt  sich  auf  einem  dritten,  in  denselben  Punkten 
doppelt  berührenden  Kegelschnitte  bewegt.    2ieht  man  von^<4en  Punkten 
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einer  gegebenen  Linie  a  Tangenten  an  einen  Kegelsohnitt  und  sucht  zu  die- 
sen und  der  Linie  q  jedes  Mal  einen  vierten  Strahl  de«seiben  Doj^elver- 
hältnisses^  so  berührt  derselbe  einen  Kegelschnitt,  welcher  mit  dem  ersten 
auf  a  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Wenn^  ein  Polygon  einem  von  zwei  sich  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitten eingeschrieben,  dem  andern  umschrieben  ist^  so  ist  jede  Tangente 
des  letzteren  Seite  eines  derartigen  Polygons.  Man  bemerkt  sofort,  wie  die 
ser  Satz  noch  dahin  erweitert  werden  kann,  dass  die'  Ecken  desst^lben  auch 
auf  verschiedenen,  doppelt  in  denselben  Punkten  berührenden  Kegelschnit- 
ten liegen  können  etc.  etc. 

Legt  man  durch  die  Berührungspunkte  /", ,  /*„  zweier  sich  doppelt  be- 
rührender Kegelschnitte  Cq^  C]  einen  dritten  C„  so  sind  die  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten  von  C^  und  C^^  C^  und  Ci ,  sowie  die  Linien  /^  und  /*,  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts,  welcher  derselbe  bleibt  für  das  ganze  System 
sich  doppelt  in  jP|  F^  berührender  Kegelschnitte.  Wird  der  Kegelsehnitli  C, 
durch  andere ,  denselben  in  F^  F^  doppelt  berührende  oder  überhaupt  durch 
ein  Büschel  mit  den  zwei  Basispunkten  Fj  F^  ersetzt,  so  entstehen  durcb  die 
Tangenten  Kegelschnitte ,  welche  demselben  Viereck  eingeschrieben  sind. 
Da  ähnliche  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  durch  dieselben  Punkte  im 
Unendlichen  gehen,  jedes  concentrische  System  derselben  sich  in  diesen 
Punkten  doppelt  berührt,  ergiebt  sich  ferner:  Jeder  ähnliche,  ähnlich  ge- 
legene Kegelschnitt  schneidet  ein  System  concentrischer  ähnlicher  Kegel- 
schnitte in  Punkten,  deren  Tangenten  einen  Kegelschnitt  einhüllen.  Der- 
selbe berührt  die  vom  Centrum  nach  den  unendlich  entfernten  (reellen  oder 
imaginären),  den  ähnlichen  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Punkten 
hinlaufenden  Linien.  Wird  auch  der  schneidende  Kegelschnitt  durch  ein 
System  concentrischer  ähnlicher  ersetzt ,  so  entsteht  durch  die  Tangenten 
der  Schnittpunkte  beider  Systeme  ein  neues,  welches  dft  nämlichen  Tan- 
genten von  den  beiden  nnendlfch  entfernten  gemeinsamen  Punkten  aus  be- 
sitzt. Sind  die  beiden  ersten  Systeme  concentrische  Kreise,  so  ergiebt  sich 
aus  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Brennpunkte  confocaler  Systeme :  Je 
zwei  Systeme  concentrischer  Kreise  schneiden  sich  ii\  Punkten,  deren  Tan- 
genten ein  System  confocaler  Kegelschnitte  einhüllen,  und  ein  Brenn- 
punkt des  Systems  fällt  mit  einem  Centrum,  der  andere  mit  dem  andern 
zusammen.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  viele  andere  Sätze  erhalten, 
welche  besonders  auszusprechen,  überflüssig  erscheint. 

Zwei  Systeme  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte,  welche  so  lie- 
gen, dass  die  durch  die  ßerührnngssehne  und  die  beiden  Tangenten  in  den 
Berührungspunkten  gebildeten  Dreiecke  zusammenfallen,  schneiden  sich 
gegenseitig  in  Punkten ,  deren  Tangenten  dem  einen  oder  andern  Systeme 
angehörende  Kegelschnitte  einhüllen. 

Ebenso  ergiebt  sich :  Legt  man  durch  den  Punkt  Fq  eines  Kegelschnit- 
tes C^  und  einen  Punkt  F^  der  Tangente  in  F^  einen  Kegelschnitt  C, ,  so 
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bilden  die  drei  Tangenten  an  C^  in  den  Schnittpunkten  von  C^  und  Cf ,  sovie 
die  andere  Tangente,  welche  von  F,  an  Cq  gezogen  werden  kann,  in  Ver- 
bindung mit  der  Polare  von  F,  fünf  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt,  wel  - 
eher  derselbe  bleibt  für.  alle  sich  mit  Cq  auf  dieser  Polare  doppelt  berüh- 
rende Kegelschnitte  etc. 

Lässt  m«n  anstatt  unmittelbar  folgender  Punkte  irgend  zwei  beliebige 
auf  den  sich  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  entsprechen ,  so  ergeben 
sich  neue  Sfttze ,  von  denen  noch  einige  angeführt  werden  mögen. 

Entsprechen  sich  a,  a  auf  8^  so  wird  aa  einen  Kegelschnitt^  des 
Systems  berühren  ;  jede  Tangente  des  letzteren  schneidet  dann  S  in  zu- 
geordneten Punkten.  Verbinde  ich  alle  entsprechenden  Punkte  ahc.,,.^ 
ab'c  ..,  mit  irgend  zwei  entsprechenden  «,  «',  so  entstehen  zwei  projecti- 
vische  Büschel;  da  aber  das  Büschel  ab'c.,.a  projectivisch  ist  mit 
ab'c,.,a  (nach  der  bekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte),  so  entsteht 
der  Satz: 

Die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
zweier  perspectivischer  Büschel  mit  einem  durch  jhr  gemeinschaftliches 
Centrum  gehenden  Kegelschnitt  hüllen  einen  Kegelschnitt  ein,  der  mit  dem 
ersten  auf  den  beiden  Doppelstrahlen  der  Büschel  eine  doppelte  Berüh- 
rung hat. 

Betrachtet  man  entsprechende  Linien,  welche  durch  F^  gehen,  so  er- 
giebt  sich : 

Die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
zweier  perspectivischer  Büschel,  deren  Doppelstrahlen  die  von  ihrem  ge- 
meinsamen Centrum  an  einen  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  sind ,  mit 
diesem  Kegelschnitt,  hüllen. einen  Kegelschnitt  ein,  der  mit  dem  ersten  auf 
der  Polare  des  Centruros  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Oder  auch :  iOer  Scheitel  eines  Winkels,  def^sen  Schenkel  einen  Kegel- 
schnitt berühren  und  auf  einer  Geraden  zwei  perspectivische  Reihen  durch 
laufen ,  deren  Doppelpunkte  die  dem  Kegelschnitte  und  der  Geraden  ge- 
meinschaftlichen Punkte  sind,  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  welcher  mit 
dem  gegebenen  auf  der  Geraden  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Je  zwei  Linien  schneiden  einen  Kegelschnitt  in  zwei  Sehnen ,  welche 
Tangenten  sind  an  einen  Kegplschnitt,  der  mit  dem  gegebenen  auf  der  Po- 
lare des  Schnittpunktes  der  gegebenen  Linien  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Aus  denselben Principien  ergiebt  sich  auch  ohne  weitete  Schwierigkeit: 

Gehen  die  Schenkel  eines  Winkels  durch  zwei  feste  Punkte,  während 
der  Scheitel  auf  einem  beliebig  gelegenen  Kegelschnitt  gleitf't,  so  hüllen 
die  in  demselben  durch  die  Schnittpunkte  gebildeten  Sehnen  einen  Kegel- 
schnitt ein ,  der  mit  dem  ersten  auf  der  Verbindungslinie  der  festen  Punkte 
eine  doppelte  Berührung  hat,  und  reciprok. 

Entsprechen  sich  a,  a  auf  S  und  lege  ich  durch  die  F- Punkte  und  a 
einen  Kegelschnitt,  der  aa  in  h^  S  lu  c  schneidet,  so  muss  cb  Tangente  an 
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denselben  Kegelschnitt  sein,  welcher  ad  nnd  den  ersten  doppelt  berührt. 
Denn  der  Punkt  t\  in  welchem  ^  von  ch  geschnitten  wird,  ist  der  entspre- 
chende von  c.    Daraus  ergiebt  sich : 

Wenn  ein  Kegelschnitt  S'  durch  zwei  Punkte  <i,  d  eines  andern  Ä"  und 
den  Pol  ihrer  Verbindungslinie  geht,  so  sind  je  zwei  Linien,  welche  sich 
auf  S ^  schneiden  und  durch  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  von  5,  und 
S',  gehen ,  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt,  der  S  in  a,  d  doppelt  berührt. 
'  Oder  auch:  Wenn  ein  Kegelschnitt  S'  die  Verbindungslinie  ad  zweier 
Punkte  ad  von  S  nnd  die  Tangenten  in  o,  a'  berührt,  so  wird  jede  Tan- 
gente desselben  die  beiden  anderen  gemeinsamen  Tangenten  von  5,  S'  in 
Punkten  schneiden,  welche  auf  einem  S  in  ad  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitte liegen. 

Es  würde  leicht  sein,  diesen  Sätzen  noch  eine  beliebige  Zahl  anderer 
hinzuzufügen.  Wie  bekannt,  lassen  sich  die  Eigenschaften  doppelt  berüh- 
render Kegelschnitte  auch  aus  denen  concentrischer  Kreise  herleiten. 
Schneiden  sich  z.  B.  zwei  Kreise  so,  dass  der  erste  durch  das  Centrum  des 
zweiten  geht,  so  bildet  jeder  Peripheriewinkol  des  ersten,  welcher  Über  der 
gemeinschaftlichen  Sehne  steht,  mit  seinen  Schenkeln  zwei  Sehnen  von 
gleicher  Grösse  im  zweiten,  wie  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 
zeigt.  Dieselben  hüllen  also  einen  coneentrischen  Kreis  ein.  Daraus  würde 
sich  der  letzte  der  angeführten  Sätze  mittels  einer  imaginären  perspectivi 
sehen  Transformation  ergeben.  Ueber  weitere  Beispiele  hierzu  vgl.  Chas- 
Jes,  Tratte  de  Geometrie  supSrieure,  $  GSOsqq, 

V. 

Die  obige  Betrachtungsweise  möge  sich  jetzt  auf  Curven  vom  dritten 
Grade  beziehen,  deren  Gleichung 

XqXi^  =  cx^^ 
ist.     Dieselben  sind  specieller  Art,  sie  gehen  durch  zwei  /"-Punkte  und 
haben  in  Fq  einen  Kückkehrpunkt,  in  F^  einen  Wendepunkt.   Werden  diese 
kurz  mit  FqF,   bezeichnet,  so  gelten  für  Curven  dritten  Grades  mit  einem 
Rückkebrpnnkte  (und  Wendepunkt)  folgende  Sätze : 

Die  beiden  Tangenten  in  den  Punkten,  in  welchen  eine  durch  F, 
gehende  Gerade  die  Curve  schneidet ,  schneiden  sich  auf  der  Rückkehrtan- 
gente. 

Zwei  durch  F,  gehende  Gerade  schneiden  die  Curve  in  Punkten,  deren 
Verbindungslinien  sich  auf  einem  Punkte  A  der  Rückkehrtangente  schnei- 
den. Letztere  bilden  also  stets  ein  harmonisches  Büschel  mit  der  Rückkehr- 
tangente und  der  Geraden,  welche  A  mit  dem  Wendepunkte  verbindet. 

Oder:  Je  zwei  von  einem  Punkte  ^1  der  Rückkehrtangente  gezogene 
Tangenten  sind  harmonisch  zur  Rückkehrtangente  und  derjenigen  Linie, 
welche  A  mit  dem  Wendepunkte  verbindet.  Der  Wendepunkt  bildet  mit  je 
drei  anderen  Punkten ,  welche  mit  ih  m  in  gerader  Linie  auf  der-Curve  und 
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der  Rückkehrtangente  Hegen ,  ein  harmonisches  System.  Jede  Linie  durch 
den  Wendepunkt  schneidet  also  das  ganae  Carvensystem  in  einer  Invo- 
Intion. 

Jede  Linie  dnrch  den  Schnitt  von  Wende-  und  Rückkehrtangente 
schneidet  die  Carye  in  drei  Punkten,  deren  Tangenten  sich  auf  FiF«  tref- 
fen und  mit  derselben  stets  dasselbe  Doppel verhXltniss  haben. 

Von  einem  Punkte  a  ans  kann  man  drei  Tangenten  an  die  Curve  sieben. 
Die  Berührungspunkte  derselben  liegen  mit  a  auf  einem  Kegelschnitte,  wel- 
cher durch  F^F^F^  geht.  Die  Tangenten  haben  stets  dasselbe  Doppelter- 
hältniss  mit  aF^  (oder  aF^)^  wenn  a  sieh  auf  einer  Curve  dritten  Orades 
bewegtf  welche  in-^i  F^  dieselbe  Wende-  und  Rückkehrtangente  besitzt.  Die 
drei  Tangenten  schneiden  die  Curve  in  drei  weiteren  Punkten,  welche  mit 
a  und  den  Punkten  F^,  F^,  F^  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Ueber  die 
Gonstruction  der  Tangenten  von  einem  Punkte  aus  ist  schon  oben  das  Nö- 
thige  gesagt. 

Eine  Linie  m  durchschneidet  die  Curve  in  drei  Punkten,  deren  Tan 
genten  zugleich  mit  der  Rückkehr  •  und  Wendetangente  F^F^  und  m  einen 
Kegelschnitt  berühren.  Von  einem  Punkte  der  Wendetangente  aus  Iftsst 
sich  eine  Tangente  ziehen ;  denn  der  Kegelschnitt,  welcher  die  Berfihmngs- 
punkte  enthält,  zerf&Ut  in  diese  selbst  und  eine  durch  F^  gehende  Oerade, 
welche  die  Curve  in  einem  Punkte  schneidet.  Von  einem  Punkte  der  Rück- 
kehrtangente aus  lassen  sich  zwei  Tangenten  ziehen  u.  s.  w.  Von  einem 
Punkte  a  der  Curve  lässt  sich  eine  Tangente  ziehen.  Ein  Kegelschnitt, 
welcher  den  Berührungspunkt  derselben  und  die  Punkte  a,  Fq,  Fi,  F,  ent- 
hält, berührt  die  Curve  in  <i.  Jede  Tangente  bildet  mit  der  von  ihrem  Be- 
rührungspunkte a  aus  gezogenen  und  den  Linien  a  F^ ,  ^  Ff ,  aF^  dieselben 
Doppelvcrhftltnisse.  Jede  Tangente  wird  durch  den  Berührungspunkt  a, 
ihren  Schnitt  b  mit  der  Curve,  der  Rückkehr-  und  Wendetangente  in  dem- 
selben Doppelverhältniss  getheilt.  Ein  Kegelschnitt,  welcher  Rückkehr-, 
Wendetangente,  die  Gerade  F,  F<,  und  die  Tangente  in  a,  berührt,  berührt 
auch  die  Tangente  des  Punktes  b. 

Ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  F|,  F,  geht,  schneidet  die  Curve  in 
in  fünf  Punkten ,  deren  Tangenten  zugleich  mit  der  Rückkehrtangente  und 
der  Geraden  F^^F^  einen  Kegelschnitt  einhüllen.  Ein  ähnlicher  Satz  gilt 
auch  für  den  Rückkehrpunkt  F^. 

Auch  diese  Bemerkungen  Hessen  sich  noch  ins  Beliebige  vermehren. 
In  gleicher  Weise  lassen  sich  auch  für  Curven  vom  vierten  und  höherem 
Grade  Sätze  gewinnen ,  welche  besonders  aufzustellen  wohl  überflüssig  er- 
scheint. 
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XIV. 
Zur  Theorie  der  spkteiMheii  4Jbeiv»tieii« 

Von 

Dr.  Leop.  Geisenheimer 

in  Schweidnitz. 
(Hierzu  Taf.  IV,  Fig.  2.) 


Die  Wichtigkeit  der  sphärischen  Aberration  für  die  Oonstrnction  op- 
tischer Apparate,  wie  anch  das  rein  wissenschaftliche  Interesse  für  die 
dnrch  Brechung  erzengten  Gebilde  haben  dieselbe  znm  Gegenstände  ver- 
schiedener Untersuchungen  gemacht,  deren  werth vollstes  Ergebniss  der 
Dnpin'sche  Satz  bildet,  dass  «in  Strahlensystem ,  dessen  Strahlen  die 
Normalen  einer  Fläche  sind ,  diese  Eigenschaft  darch  die  Brechung  nicht 
verliert.  Die  folgende  Arbeit  sucht,  auf  diesem  Satze  fnssend,  einige  all- 
gemeine Sätze  über  die  Vertheilung  und  Intensität  der  Lichtstrahlen  abzu- 
leiten und  die  Herleitung  der  Formeln  für  die  sphärische  Aberration  belie- 
biger Flächen  zu  geben.  Diese  letzte  Aufgabe  ist  für  die  Brechung  in  Kn- 
gelflächen  mit  gemeinsamer  Axe  bis  zu  Ende  geführt  worden.  Die  erhal- 
tenen Resultate  sind  sofort  für  die  Reflexion  zu  benutzen,  indem  man  den 
Brechungsexponenten  gleich  — 1  setzt. 

§1- 

Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen.     Dupin*8cher 

Satz. 

Ein  geradliniges  Strablensystem  falle  auf  eine  brechende  Fläche;  der 
Brechnngsexponent  der  aufeinanderfolgenden  Medien  sei  6.    Der  Einfalls- 
winkel werde  mit  q),  der  Brechungswinkel  mit  tf;  bezeichnet,  also: 
l)  ninq)s==b  sinil;. 

Der  Winkel  des  einfallenden  Strahles  mit  einer  der  Coordioatenaxen 
ist  durch  die  Coordinaten  seines  Durchschnittspunktes  mit  der  brechenden 
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Pläche  bestimmt.  Dasselbe  ergiebt  sieb  für  den  zugehörigen  gebrochenen 
Strahl,  wie  für  die  Normale,  so  dass  wir  sfiromtliche  Winkel  als  Functionen 
des  gemeinsamen  Durchschnittspnnktes  o:,  ^,  r  betrachten  können.  Die 
Winkel  des  einfallenden  Strahles  mit  den  Azen  seien  durch  a,  ß,  y,  die 
des  gebrochenen  durch  A,  jtt,  v,  und  die  der  Normalen  durch  (nx)  ^  {^t/)^ 
{nz)  dargestellt. 

Da  die  Normale  mit  dem  einfallenden  und  gebrochenen  Strahle  in 
einer  Ebene  liegt,  lltsst  sich  aus  drei,  diesen  Linien  parallelen  Richtungen 
ein  Dreieck  construiren ,  dessen  Seiten  sich  wie 

sin  {q> — ^)  :  sin  tf; :  *i>i  g> 

verhalten.  .  Durch  Projection  dieses  Dreiecks  auf  die  Coordinatenaxen  er 
geben  sich  folgende  Gleichungen: 

i*i«  {fp  —  tff]  cos  (n  x)  +  sin  fp  cos  a  —  sin  rp  cos  A  =  0 , 
sin (qp  —  t/;)  cos{ni/)  +  sin %\f  cosß-—  sin q>cosiA=0^ 
sin  {<p  — -  rl;)  cos  {nz)  +  sin  ^  cos  y  —  sin  <p  cos  v  =  0. 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  1)  ergiebt  sich  hieraus 

C05  A  =  -  [(6  cos  t/;  —  cos  q>)  cos  (w  x)  +  cos  a] , 


3) 


cosfiss-  [(h  cos  ijj  —  cos  q>)  cos  (w  y)  +  cosß] , 
cosv  =  T  [(ft  cos if;  —  cos q>)  cos (n  z)  +  cos y] . 


Die  Doppelgleichung  des  einfallenden  Strahles  wird ,  wenn  n,  t^,  w  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  seiner  Punkte  bedeuten: 
.  u  —  Xf  —  f/w  —  z 

cosoc       cosß       cosy' 

Die  Gleichung  eines  unendlich  nahen  Strahles  wird  durch  Differentia- 
tion nach  x^  f/y  z  gefunden : 

j  {u— x)  d  cosß —  cosß  dx=^{v'— i/)d  cos  et  ^  cos  ady, 
I  {u-'x)  dcosy  —  cosy  dx  =  {tv  —  z)  dcosa  —  cosadz. 

In  jedem  Strahlensjstem  lassen  sich  zu  einem  beliebigen  Strahl  zwei 
unendlich  nahe  finden,  welche  denselben  bei  Vernachlässigung  der  Grössen 
dritter  und  höherer  Ordnung  schneiden.  Die  durch  zwei  consecutive,  sich 
schneidende  Geraden  gelegte  Ebene  nennt  Kummer  die  Focalebene  dieses 
Strahles.  (Grelle ,  Bd.  57.)  Ihre  Gleichung  für  den  obigen  Strahl  sei 
A{u'-x)  +  Bip—y)  +  C{w--z)  =  0. 

Da  die  Gleichungen  4)  und  6)  dieser  Gleichung  genügen  müssen,  folgt 
aus  4) 

Ö)  Acos(ii  +  Bcosß  +  Ccosy=:0.  ^  j 
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Aus  5)  folgt 

Alu—x)4'  B  ^"""^'^  ^ cosß^  cosß  dx  +  cosa  dy 

d  cos  a 
,   ^(m  — x)  d  cosy  —  cosy  dx  +  cosa  dz  _ 

dcosu  ~"    ' 

welche  QleicbuDg  in  die  beiden  zerfällt: 

.  Jdco$a+  Bdcosß+Cdcosy  =  0, 

'  B  {cosa  dy  —  cosß  dx)  +  C{costt  dz  —  cosy  dx)  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  wird  mit  Rücksicht  auf  6) 
8)  Adx  +  Bdy  +  Cdz  =  0. 

Aus  den  Gleichungen  6),  7)  und  8)  folgt  als  Bedingungsgleichung 


cosa       cosß       cosy 

ö) 

dcosa    dcosß     dcosy 
dx          dy          dz 

SS 

Da 

cos^a  +  cos^ß  +  cof^y  = 

1, 

erhftlt  man 

{cos  adx  +  cosßdy  +  cosy  dz)  {cosßd  cos  a^  cos  ad  cos  ß) 
+  {dcosß  dx--  dcosa  dy)=sO. 
Zur  Bestimmung  der  Focalebene  ergiebt  sich 
11)  A'.BiC^  {cosß dz  —  cosy  dy) :  (cosydx  —  rosa  dz) :  {cosady  —  cosßdx). 
Als  Coordinatensystem  für  die  folgenden  Entwickelungen  falle  OZ  mit 
der  im  Punkte  x^y^  z  zur  brechenden  Fläche  errichteten  Normale,  OX  mit 
einer  zur  Einfallsebene  in  diesem  Punkte  senkrechten  Linie  zusammen. 
£s  wird  alsdann  ^ 

A  =  -,     ^  =  -  — ^,     v  =  i/;,     dz  =  0. 

Die  Gleichung  10)  wird 

cos*  g>  d  cosady —  d  cosß  d.T  =  0 , 
12)        ,     dcosa    /rfyV      f dcosß  ,     dcosa\    dy      dcosß      ^ 

^     dy       \dx/        \    dy  dx    /     dx         dx 

Gleichung  ll)  zur  Bestimmung  der  Focalebene  ergiebt 
A:  B  :  C=  —  cos(p  dy  :  co»<p  dx  :  —  sin  (p  dx. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  12)  mit  --^  und 

a  x^ 

-^ ,  die  entsprechenden  Werthe  von  ./•  By  C  mit  y^, ,  ^, ,  C{  und  At,  ^t ,  C\, 
dXt  • 

s«)  erhalten  wir,  wenn  das  einfallende  Strahlensystem  ein  solches  ist,  dass 
seine  Strahlen  zu  einer  Fläche  normal  sind ,  die  Focalebenen  der  einfallen- 
den Strahlen  also  senkrecht  aufeinander  stehen,  die  Bedingung 
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d  cos  ß     d  cos  a 


"'  (  "'•'^;-^:+-». 


dx  dy 

Diese   Entwickeluug  gilt  für   eiu   beliebiges   Sirahlensystem,  dessen 
Strahlen  normal  zu  einer  Fläche  stehen.    Daher  folgt  auch 
.  dcos{iiy)__dcos{nx) 

djc       ~"        dy 
Für  den  betrachteten  Punkt  ist 

cos  (/i  »r )  =  0 ,     cos  (fi  y)  =  0.      * 
Daher  folgt  aus  3) 

dcosk      1  f .  ^dcosinx)  ,  dcosaTi 

dcosu      I  r,,  .dcos{ny)  .  dcosßl 

In  Verbindung  mit  den  eben  entwickelten  Gleichungen  folgt 

.  dcüs^ dcosk 

dx  dy   ' 

In  gleicher  Weise ,  wie  Gleichung  12) ,  ergiebt  £)ich  die  entsprechende 

Gleichung  fttr  6ie  gebrochenen  Strahlen.    Setzen  wir  statt  -^  -r^/ ,  so  er- 

dx  CLX 

halten  wiat  als  Bestimmungsgleichung  der  Focalebenen   der  gebrochenen 

Strahlen 

dcosu 


,     dcosX/dyV      /dcosu  ,     dcosk\dy 


dy     \dx  /       \    dy  dx  /  dx         dx 

Die  Gleichung  16)  liCsst  erkennen,  dass  für  den  beliebig  gewählten 
Punkt  Xy  y^  z  der  brechenden  Fläche  die  Focalebenen  des  gebrochenen 
Strahles  senkrecht  auf  einander  stehen,  also  auch  die  gebrochenen  Strahlen 
die  Normalen  einer  Fläche  bilden.  Nennen  wir  ein  solches  Strahl ensjstem 
ein  orthogonales,  so  ergiebt  sich  der  Dupin'sche  Satz: 

Ist  dai  einfallende  Strahlensystem  orthogonal,  lo  iit  ei  auch 
das  gebrochene. 
Der  Dopi nasche  Satz  erlaubt  eine  bekannte  geometrische  Deutung: 
Bedeutet  S  die  brediende  Fläche,  72  eine  Normalfläche  der  einfallenden, 
J  diejenige  der  gebrochenen  Strahlen,  l^  /,  zwei  zugehörige  Strahlen,  do 
den  zwischen  zwei  unendlich  nahen  Strahlen  liegenden  Bogei^heil  der  bre- 
chenden Fläbhe  5,  so  wird  bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung 

^^_  _dli ^_  _^dl^_ 

cos  (/, ,  do)  cos (/, ,  do) ' 

da  li  und  /,  nach  entgegengesetzter  Richtung  wachsen.  (^ooalp* 

igi  ize     y  g 
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Aus  Gleichung  1)  folgt 

cos (/, ,  do) sin g> 

18)  rf/, +  6rf/,  =  0. 
Integrirend  folgt  als  Gleiehaog 

19)  /,  +bJt^ConsL 

Da  die  Zeit,  welche  ein  Lichtstrahl  gebraucht,  um  von  der  Flftche  R 
zur  Fläche  T  zu  gelangen,  mit  dem  Ausdruck  (/f  +  ^'t)  proportional  ist» 
ergiebt  sich  der  Satz : 

Die  Zeit,  innerhalb  weldier«  ein  Liohtstnüil  Ton  einer  be- 
stimmten Hormalflftohe  der  einfallenden  Strahlen  in  einer  solohen 
der  g^broehenen  Strahlen  gelangt,  ist  ftr  alle  Strahlen  eonatant. 


Indicatrix  der  Normalfläche.     Brechende  Ebenen. 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  des  vorhergehenden  Paragmphen  er- 
giebt sich  für  die  Coordinaten  u,  v^  w  des  Durchschnittspunktes  zweier  un- 
endlich nahen  einfallenden  Strahlen 

cosß      dcosa  ,  dcosa    dy 
'  V'-y         dx  dy       dx 

Werden  die  beiden  negativen  Werthe  der  Krümmungsradien  der  Nor- 
malfläche R  mit  fiti  und  mt,  die  der  Normalfläche  S  mit  it,  und  n,  bezeich- 
net, so  ergiebt  sich 

(1  ^dcosa      dcostt  dy^ 
m, "~    dx  dy     dx^ ' 

]     1  ^d cos €1      dcosa  dy^ 
f    m,""    dx  dy     dXf 

In  derselben  Weise  findet  sich  für  die  gebrochenen  Strahlen 
dcosX      dcosX  dy\ 


r    » 


I  l  _^dcos\      d 
.                                  )    w,  ""    dx  dy     dx\ 

II  ^dcosX      dcosX  dy\ 
'      w,         dx  dy      dx\' 

Die  hier  gefundenen  Krümmungsradien  gehören  zu  den  Normalflächeu 
der  einfallenden  und  gebrochenen  Strahlen,  welche  sich  durch  den  Punkt 
Xj  Pj  z  legen  lassen.  Die  Indicatrix  der  Fläche  R  sei  ein  Kegelschnitt,  des- 
sen eine  Axe,  welche  der  Krümmung entspricht,  mit  der  OX- Axe  de» 

Hfl 

gewählten  räumlichen  Coordinatensystet.      den  Winkel  ö  bilde.    Da  OX  in 
der  Ebene  der  Indicatrix  von  R  liegt,  folgt 


dy 
4)  tgö^-;^  .  cos  fp. 

dx 
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Die  Gleichung  der  Indicatrix  von  B  lautet  in  Bezug  auf  ihre  Axen 

5)  U  ^  s=fi'      k  eine  Constante. 

In  ihrer  Ebene  errichten  wir  zu  OX  eine  Senkrechte.     Als  Gleichung  der 
Indicatrix  in  Bezug  auf  dies  hierdurch  neugebildete  Aiensj  stem  findet  sich 

6)  —  {x  cvsd  +  ysifiöY  +  —  {—  .r  sin 6  +  y  cosdY  =^  k ^ 

\lfl|         »Wj  /  \IW|  Hfj/  \W|         JWj/ 

wo 

Wir  wollen  die  Gleichung  derjenigen  Curve ,  in  welcher  die  von  den 
Punkten  der  Indicatrix  ausgehenden  Strahlen  die  brechende  Fläche  S 
schneiden,  untersuchen.  Diese  Gleichung  wird,  bis  auf  Grössen  höherer 
Ordnung,  in  Bezug  auf  unsere  in  der  Tangentialebene  von  S  liegenden 
Axen  OX  und  OY  gefunden,  indem  in  Gleichung  7)  statt  y  y,costp  gesetzt 
wird.    Diese  Gleichung  lautet  demnach 

+  2.1 \tgicosq>xy=^k^. 

\m,      m^J 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  4)  folgt 

m,      m,  dx     l        \dxj  ^J 

Mit    Benutzung   von    Gleichung   18)    des   vorigen    Paragraphen    er- 
giebt  sich 

»)       ^>"='-F['+e-f;)'"-4 

Ebenso  folgt 


8) 


i  d  cos  a  , 

1      ,     dcosa  .        dy      r/dy,\*       ^  "ll 


Aus  Gleichung  12)  deä  vorigen  Paragraphen  folgt 

\dxJ  dcosa      dcosß  ^     dcosa 

dy^  dy  dy  ^     dx 
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Dies  in  die  vorige  Gleichung  eiDsetzend ,  findet  sich 

'»)   G,"''+:,)---['+ei)'"'-»]^r'- 

Endlich  folgt  in  gleicher  Weise 

Demnach  wird  die  Gleichung  8) 

,  .  dcosa    ^  ,   dcosß   ,  ,      dcosa 

12)  — jc'  H — ^  y*+  2  — xy  =  k. 

'  dx  dy     ^  dy       ^ 

Wir  bezeichnen  diese  Curve  mit  Rg.  In  gleicher  Weise  finden  wir  für 
die  unendlich  kleine  Curve,  welche  der  Indicairix  der  Nurmalfläche  der 
gebrochenen  Strahlen  in  der  Tangentialebene  von  iS  entspricht : 

wo  h  eine  zweite  Constante  bedeutet. 

Diese  Gleichung  werde  mit  T«  bezeichnet. 

Lassen  wir  die  Fläehe  R  oder  T  mit  S  zusammenfallen,  so  ergiebt  sich 
als  Gleichung  der  Indicatrix  5«  von  S 

,  .  dcosUx)    ,  ,   dcosiny)   .  ,      dcosinx) 

1 4)  — -^ —  x^  H — ^-^^  y*  +  2   -—. - —  xy=zu 

dx  dy       "  dy  ^ 

Aus  den  Gleichungen  3)  ergiebt  sich 

deosK      l    (,,  .dcos(nx)  .  dcosa) 

.„X  1     dcosX      1   L,  .dcos(ux)  .  dcosal 

dcosa      1   L,  ^  dcosiny)  .  d cos 31 

-dir =*~  p-*v'-co.^)  — ^-^  ^'+ ^-q. 


Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  da  die  Constanten  Ar,  A,  t 
beliebig  gewählt  werden  können : 

wo 

b  cosip—  cosw 

* 1 • 

Geht  die  brechende  Fläche  in  eine  Ebene  über,  so  wird 
d  cos  (n  x)  d  cos  (n  x)  d  cos  (n  y) 

Die  Gleichung  lö)  wird  daher 
17)  ^'^l''" 


Die  Strahlen  aus  den  Punkten  der  Indicatrix  in  R  und  der  Indicatrix  in  T 


schneiden  demnach  die  Ebene  S  In  ähnlicheu  Cuiveu.    Denken  wir^ 
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her  von  den  Punkten  der  durch  Gleichung  12)  oder  13)  bestimmten  Gurve 
in  S  die  einfallenden  und  gebrochenen  Strahlen  gezogen,  so  schneiden  diese 
die  Normalflächen  R  und  T  in  der  entsprechenden  Indicatrix,  finden  also: 
Werden  die  Stralüen  eines  orthogonalen  Strahlensyttenui  dniok 
eine  Ebene  gebrochen  und  legt  man  dnreh  einen  beliebigen  Punkt 
dieser  Ebene  die  beiden  Hormalfläohen  der  Systeme  i  so  entspre- 
chen in  diesem  Punkte  den  einfallenden  Strahlen  längs  der  In- 
dicatrix  ihrer  Hormalfiftche   gebrochene  Strahlen   längs  der  zu 
letiteren  gehörigen  Indicatrix. 
Aus  diesem  Satze  kann  nicht  geschlossen  werden ,  dass  sich  auch  die 
Axen  der  beiden  Curven  entsprechen.    Damit  dies  stattfinde,  mtisste  eine 
Axe  in  OÄ  fallen,  also  d=0  sein.   Da  ferner  die  längs  der  Indicatrix  einer 
Fläche  gezogenen  Normalen  eine  Parallelfläche  im  Allgemeinen  nicht  wie 
der  in  der  Indicatrix  schneiden ,  kann  der  Satz  auch  nicht  dahin  erweitert 
werden,  dass  den  Strahlen  längs  der  Indicatrix  einer  beliebigen  Normal 
fläche  der  einfallenden  Strahlen  gebrochene  Strahlen  längs  der  Indicatrix 
einer  beliebigen  ihrer  Normalfläohen  entsprechen. 

Die  Constnnte  k  bedeutet  in  den  Gleichungen  5)  und  12)  den  unendlich 
kleinen  Abstand  der  Schnittebene  der  Indicalvix  vom  Skheitel  der  Fläche. 
Gemäss  der  Gleichung  17)  ist  dieser  Abstand  fQr  die  Indicatrix  der  Fläche  T 
der  M'  Theil  desjenigen  der  Fläche  R.  Als  Inhalt  der  unendlich  kleinen 
Indicatrix  in  R  ergiebt  sich 

18)  j^m, .  h  .  j/nif  .h  =  h  ym^ .  m^ 

Als  Inhalt  der  entsprechenden  Curve  in  T  findet  sich 


Da  beide  Curven  derselben  Curve  in  S  entsprechen ,  ergiebt  sich 

h        y h  j 


Bezeichnen  wir  die  Krümmungen  der  Normalfläche  der  einfallenden 
Strahlen  mit  v, ,  &,,  die  der  gebrochenen  mit  ^i,  n;,,  die  der  brechenden 
Fläche  mit  U| ,  t/,.    Es  folgt  ans  den  Gleichungen  2) 

.  dcosa 

v+ 

dy  dx 


dx  dcosa 


Diesen  Werth  in  Gleichung  12)  des  S  1' setzend,  ergiebt  sich 
,,.        ,        t  .   /      .     dcosa  ,  dcosd\       ,  Vdcosa  dcosß      /dcosB^^l 

/Google 
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In  gleicher  Weise  folgt  für  die  gebrochenen  Strahlen 

Die  Krümmungen  der  brechenden  Fläche  ergeben  sich  durch  die 
Gleichung 

^  ,(d  cos  (nx)      d  cos  (ny)\         fd  cos  {n  x)  dcos(ny)      /dcos  (/i  y) VI  __ 
*^^^"  +V     dx      +      dy      r'+l—äi  äi,  V     rfa;     ;J~^- 

Für  normal  einfallende  Strahlen  wird  9=i^=:0,  und  wir  erhalten  die 
Beziehung 

24)  Wi  +  w,  =  -  (r,  + 1;,)  +  —^  (wj  +  w,). 

Die  Vergleichung  der  Absolutglieder  der  letzten  Gleichungen  liefert, 
wenn  die  brechende  Fläche  eine  Ebene,  die. durch  Gleichung  20)  aus- 
gedrückte Eigenschaft. 

__         dcosa       j  dcos{nx)  ,     •  j  .  •,         ,    dcosX  ^,  „ 

Wenn  — : —  und  -^ — -   verschwinden,  wird   auch  — r —    Null; 

dy  dy  dy  ' 

fällt  also  sowohl  einO'Axe  der  Indicatrix  von  A,  wie  eine  solche  derlndica- 
trix  von  S  in  OJIC,  so  ist  dasselbe  für  die  Fläche  T  der  Fall.  Dies  findet  zum 
Beispiel  statt,  wenn  R  und  S  Rotationsflächen  mit  derselben  Axe  sind. 

Gehen  die  einfallenden  Strahlen  von  einem  Punkte  mit  constanter 
Dichtigkeit  aus,  so  ist  die  Normalfläche  derselben  eine  Kugel,  ihre  Indica- 
trix ein  unendlich  kleiner  Kreis.  Nach  beliebigen  Brechungen  entspricht 
dem  Kreise  eine  unendlich  kleine  Curve  zweiten  Grades  in  der  Tangential- 
ebene an  eine  Normalfläche  der  zuletzt  austretenden  Strahlen.  Die  Ver- 
dichtung der  von  verschiedenen  Kadien  des  unendlich  kleinen  Kreises  aus- 
gehenden Strahlen  ist  eine  veränderliche,  und  zwar  verhalten  sich  diese 
VerdichtUDgen  umgekehrt  wie  die  Durchmesser  des  die  Intensität  bestim- 
menden Kegelschnittes.  Die  Axen  desselben  bestimmen  demnach  die  Rich- 
tungen der  gröbsten  und  kleinsten  Verdichtung. 

Verbinden  wir  aufeinanderfolgende  Punkte  durch  eine  Linie,  dere« 
Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  die  Richtung  der  grössten  (resp.  der 
kleinsten)  Verdichtung  angiebt ,  so  erhalten  wir  zwei  Schaaren  von  Cürven, 
welche  sich  in  jedem  Punkte  rechtwinklig  schneiden. 

Sind  die  brechenden  Flächen  Ebenen  und  fügen  wir  noch  die  in  der 
Praxis  stets  erfüllte  Bedingung  hinzu,  dass  die  Entfernung  der  brechenden 
Punkte  sehr  gering  sei,  so  folgt  aus  dem  Früheren,  dass  der  die  Intensität 
bestimmende  Kegelschnitt  mit  der  Indicatrix  der  Normalfläche  der  austre- 
tenden Strahlen  zusammenfalle,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Ist  in  einem  Systeme  brechender  Ebenen  die  Entfernung  der 
brechenden  Punkte  (die  Dicke  des  Byitem^^zu  Ternachlftssigen» 
to  lUlen  die  Curven  der  gröisten  und  kleinsten  Verdichtung  mit 
den  Krttmmungslinien  Shx  Hormalflächen  zusan^^n  ^  ^und  swarj^ 
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verhalten  sich  die  'Verdichtangen  in  einem  Pnnkte  einer  normaf 
len  Fläche  umgekehrt  wie  die  ftaadratworzeln  ans  den  Hanpt- 
krftmmnngen  der  Normalfläche  dieses  Punktes: 

Besteht  das  brechende  Systeni  btatt  aus  Ebenen  aas  Hotatioutiflächea 
mit  gemeinsamer  Axe,  und  liegt  auf  dieser  der  ausstrahlende  Punkt,  so  ibt 
jede  Normalfläche  ebenfalls  eine  Kotationbfläche  mit  derselben  Aie.  Die 
Linien  grösster  und  kleinster  Verdichtung  fallen  mit  den  Meridianen  und 
Parallelkreisen  derselben  zusammen. 

Ist  die  Dicke  des  brechenden  Systems  zu  vernachlässigen,  so  findet 
sich  das  Verhältniss  der  Intensität  grösster  und  kleinster  Verdichtung  fol- 
gendermassen : 

Die  Gleichung  des  die  Dichte  bestimmenden  Kegelschnitts  sei  nach 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Brechungen  für  einen  Punkt  der  letzten  bre- 
chenden Fläche: 

25)  -.+  ?  =  *• 

Sind  die  Krümmungsradien  der  Normalfläche,  zu  welcher  Gleichung  25) 
gehört,  ^1  und  ^,,  so  wäre  die  genaue  Gleichung  der  entsprechenden  Curve 
auf  der  Parallelfläche  des  nächsten  brechenden  Punktes,  wenn  d  die  Länge 
des  Strahles  zwischen  beiden  Parallelflächen  bezeichnet: 


("■^0  ('•'•^■^' 


da  sich  die  Normalen  längs  der  Krümmungslinien  schneiden. 

d  d 

Ist  —  und  -    zu   vernachlässigen ,    so  bleibt   die   Gleichung  25)  un- 

geändert. 

Für  die  entsprechende  Cnrve  der  folgenden  Normalfläche  findet  sich 

daher,  die  neuen  Axen  mit  a  und  6'  bezeichnend ,  folgt 

aib'=a  cos  tp  :  b  cos  tf;. 
Hieraus  ergiebt  sich,  das  Verfahren  wiederholend,  der  Satz: 

Ist  bei  einem  Systeme  brechender  Rotationsflächen  mit  ge- 
meinsamer Aze,  innerhalb  deren  der  ausstrahlende  Punkt  liegt, 
die  Dicke  des  Linsensystems  zu  vernadilässigen,  so  wird  in  einem 
Funkte  der  letzten  brechenden  Fläche  das  Verhältniss  der  Licht- 
verdichtnng  längs  des  Meridians  zn  der  längs  des  Farallelkreises 
gleich  dem  der  Produote  der  Cosinus  der  Einfallswinkel  zum  Pro- 
ducta der  Cosinus  der  Brechungswinkel.' 
Aus  dem  letzten  und  dem  vorhergehenden  Satze  folgt,  dass  sich  bei 
der  Brechung   der  von   einem   Punkte  ausgehenden  Strahlen  durch   eine 
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Ebene  in  jedem  Punkte  dieser  Ebene  die  Krümmangsradien  der  Normal- 
flttcbe  der  anstretenden  Strahlen  wie  die  Cosinnsqnadrate  des  Einfalls-  und 
Breehangs  wink  eis  verbalten. 

Ausser  der  Dichte  längs  einer  Linie  können  wir  die  längs  einer  unend 
lieh  kleinen  Fläche  untersuchen.  Die  Dichten  in  den  verschiedenen  Punk- 
ten eines  Strahles  verhalten  sich  wie  die  Krümmnngsmasse  dieser  Punkte ; 
denn  das  Verhältniss  der  letzteren  ist  das  Umgekehrte  der  in  diesen  Punk- 
ten liegenden,  sich  entsprechenden  unendlich  kleinen  Flächenränme  der 
Parallelflttchen. 

§3. 

Allgemeine   Entwiekelung   der   Aberration.     Hanptstrahlen. 


Die  Gleichungen  2)  des  vorigen  Paragraphen  lauteten 
1  _^dcos 
»I,         dx 
Ferner  ergiebt  sich 


1  dcosa      dcosa    dtfi        \  ^dcosa      dcosa    dy, 

»I, "~    dx  dy     '  dXi*     m, ""     dx  dy     '  dx^ 


dyi_  igS        dy^ 


dx^      cosip^     dXf  cosq>,tgö' 

Ans  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

d  cosa     (\        1  \  .   ,       , 

d  cos  et       1        ,  ^  .    1     ... 

2)  —z c=  —  cos*d  -f  —  sin^ö. 

dx         m,  m. 

Weiter  folgt  aus  Gleichung  12)  des  §  I: 

f dcosa  ,  d cosa  dy\      ,      dy.      dcosa  ,  dcosßdy 

^  s  1     dcosß     igd       r\        1  \ 

4)  —costpAgo=^ — — -^  .-2 h( ]cosq>ttnbcosi, 

w,        ^  dy       cos<p      \m,      m,/        ^  ' 

dcosß      (\        .          1         ,A       . 
6)  ■       =  I  —  sin^h  H co^  d  ]  cos'cp. 

Denken  wir  uns ,  das  System  der  einfallenden  Strahlen  falle  mit  den 
Normalen  der  brechenden  Fläche  zusammen,  so  erhalten  wir,  die  negativen 
Krümmungsradien  mit  r^  und  r,,  den  Winkel  des  zu  r|  gehörigen  Normal- 
Schnitts  mit  OX  durch  d"  bezeichnend : 

dcos(nx)      /l       1\    .   ^ 

dx  r,  r, 

«\  dcosin.y)       1     .  ,^   .    1       -^ 
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Nnn  ist  nach  den  Oleichnngen  3) ,  $  2: 

1  j^dcosk     dcosk  dy\        1  ^dcosl     deosl  dy\ 
«1  ^   dx  dy     dx\  '     n^^    dx  dy     rfa?',' 

Wird  der  Winkel  der  zu  /ij  gehörigen  Krümmungsrichtang  mit  OX 

durch  6'  bezeichnet,  so  folgt,  in  die  letzte  Gleichang  die  früher  gefandenen 

d  cos  K 
Werthe  einführend  und     - —  nach  Gleichung  15),  S 2,  ausdrückend: 

ax 

-=-  J—  cos^6  +  —  sin'd  +  1 ) tgö  sinöcosS 

Ö)  +  (6  cos  -1/;  —  C05  qp)  I  —  cosl^d'  +  —  sin*^ 

A^lX    ig S^ sin ^ cos ^11 
\r,      r,/  '  cost^        J| 

Den   entsprechenden   Ausdruck  für   -  finden  wir,  indem  statt  7^ 
'^  w,  '  dx  t 

der  Werth  t^,  also  statt  ig 6'  der  Werth  —  — ^/  eingeführt  wird.    Da  je- 
doch S"  verschwinden  kann ,  der  aus  9)  herzuleitende  Ausdruck  dann  un- 
bestimmt würde ,  drücken  wir  diesen  Werth  in  anderer  Weise  aus.   Es  ist 
1  __d cosk      d cosl  dy\ 
Wj         dx  dy     dx\' 

Es  folgt  aus  Gleichung  17) ,  S  1 : 

dcosu  «     dcosk 

,         —  CO^ib   ,    , 

10)  iPt  ^    ^y ^öc dyj 

dx\  ,     dcosk  dx'/ 

äy 
Dies  eingesetzt,  giebt 

l  __      1      d cos II ^dcosk    dy\ 

'  w,       ros*t/;      dy  dy     '  dx\' 

Die  Werthe  der  Ableitungen  einsetzend,  ergiebt  sich 

1       1  icos*ip/l     . -,   .     1        ,A      /l        \\cosq>^  X'   .  X       jt 

—  =-  { — ^  {  —  stn^ö  +  —  cos^  Ä )  —  ( )  — '  tgö  smöcosö 

n,      b  |cos'i(;\m|  m,  /      \m,      m^J  cos^f 

12)  +  {b  cos'tlß  —  cos<p)    l  —  sin^d^  -| —  cos^^J    -  , 

L  \^j  ^j  COS  w 

In  diesem  Ausdrucke  findet  sich  tgö'  nur  als  Dividend. 

Unter  den  Strahlen  eines  Systems  sind  in  der  praktischen  Anwendung 
die  unendlich  dünnen  Strahlenbündel  die  wichtigsten,  für  welche  sich  nach 
der  letzten  Brechung  alle  unendlich  nahen  Strahlen  in  einem  Punkte 
chneiden.    Wir  nennen  diese  Strahlen  Hauptstrahlen    (K  u  npa  e  r ,  Crelle's 
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Jonrnal  Bd.  57).   Demnach  ist  für  diese  n^^n^  oder,  nach  den  Gleicfanogen 

Demnach  ist  für  die  Havptstrahlen  entweder 

ddDsk  ,       dy\      dy\ 

-3 —  =  0   Oder    -—-, —  ---7-=o. 
läy  dx  ^      dx^ 

«  .  ,      N  deosX      ^ 

Femer  ist  nach  11),  wenn  — r —  =  0: 
'  dy 

1 1      dcosfL 

Ht      co^t^f      dy 
Daher  wird  in  diesem  Falle  nach  Oleichnng  3),  $2: 

1      dcos^     dcosX 
'  cos^fif      dy     '^    dx   ' 

Die  Bedingung  t^  — t^  =  0  wird  nach  Gleichung  17),  $1: 
ax  X      ds  f 

(dvy i_ 

d  V 

-7^,  imaginär,  also  nicht  brauchbar. 

ax  » 

Wir  erhalten  demnach  für  die  Hanptstrahlen  die  Bedingnngen 

dcosX  1        dcosa     dc<ysK 

15)  "T"     ==Ö»     — TT  • -"X~^  =  -3 — • 

'  dy  cos^iff       dy  dx 

Der  Gleichung  17),  $  l,  wird  dann  durch  jeden  Werth  für  -—  genügt; 

demnach  schneiden   alle  unendlich  nahen  Strahlen  die  Hauptstrahlen  in 
einer  Entfernung ,  für  welche 

-        .  1  __dco$X__^     l        dcns^ 

'  w,         dx        co^'^'     dy 

Die  erste  Bedingung  15)  lautet,  da 

17^    ( )  cosq>  sinöcosö  +  (b  cosi\>  —  cosq))  ( ]sin^ cos&  =  0. 

Die  zweite  Bedingung  15)  lässt  sich  in  Ähnlicher  Wei«e  durch  eine 
Gleichung  zwischen  9»,  ^,  h  ersetzen,  welche  jedoch  keine  so  einfache 
Form  annimmt  Treten  die  Hauptstrahlen  normal  aus,  ist  also  ^»0,  ^=0, 
80  wird  diese  Gleichung 

^*>  (i-i)co^2d+(6-l)(i---)cos2^=:0. 

Ans  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  ergiebt  sich 
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10)  tg26==ig2^, 

6  =  9  oder  d  =  -+&. 

Wir  erhalten  hiermit  den  Satz: 

Für   normal   ans  einer  brechenden  Fläche  tretende  Hanpt- 

strahlen  fallen  die  Hanptkrümmnngsrichtangen  der  brechenden 

Fläche  und  der  Normalfläohe  der  einfallenden  Strahlen  insammen. 

Die   allgemeinen   Bedingungen   für   die   Hanptstrahlen  lassen  unter- 

suchen,  welche  Systeme  HHuptstrahlen  liefern,  während  die  allgemeinen 

Gleichungen  9)  und  12)  die  sphärische  Aberration   für  einen   beliebigen 

Strahl   finden  lassen.    Denn  die  Differenz  ( )  ist  mit  Hilfe  dieser 


('--) 


Ausdrücke  in  eine  von  den  Coordinaten  der  brechenden  Fläche  abhängige 
Reihe  zu  entwickeln,  welche  wir  als  Ausdruck  der  sphärischen  Aberration 
für  das  gewählte  einfallende  Strahlensystem  und  die  zugehörige  brechende 
Fläche  betrachten. 

In  den  Formeln  dieses  Paragraphen  sind  sämmtliche  Krümmungsradien 
nach  gleicher  Richtung  zu  nehmen. 

§4. 
Einmalige  Brechung. 

Fallen  von  einem  Punkte  ausgehende  Strahlen  auf  eine  brechende 
Fläche,  und  sollen  nach  dieser  einmaligen  Brechung  (Spiegelung)  sich  nn- 
endlich  nahe  Strahlen  wieder  in  einem  Punkte  vereinigen,  so  wird  die  Be- 
dingung 17)  des  vorigen  Paragraphen,  da 

wti  =  wft  =  tn ; 


V,       r,/ 


1)  \^^---Jsin29  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  ^=0  oder  r|=r,;  da  in  letzterem  Falle  die  bre- 
chende Fläche  eine  Kugel,  welche  von  der  Einfallsebene  in  einem  grössten 
Kreise  geschnitten  wird,  können  wir  allgemein  sagen: 

Fftr  die  nach  einmaliger  Brechung  austretenden  flauptatrah- 
len  schneidet  die  Einfallsehene  die  brechende  Fläche  in  einer 
Hauptkrümmungarichtung. 
Die  Formeln  9)  und  12)  werden : 

-  =  -  )-  +  (6C051|;  —  COSfp)  ->  , 

w,      b  cos*ilf  )m 

Die  zweite  Bedingung  r^  ^r,  liefert  Ausdrücke,  welche  in  diesen  als 
specielle  Fälle  enthalten  sind. 
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Als  brechende  Fläche  werde  eine  Kotationsfläche  genommen,  in  deren 
Axe  der  strahlende  Punkt  liegt.    Die  erste  der  Gleichungen  2),  für  welche 
d  =  0  gesetzt  wurde,  bedeutet  die  Strecke  des  gebrochenen  Strahles  vom 
Brechungspunkte  bis  zur  Rotationsaxe.    Diese  Formel  Iftsst  sich  in  folgen 
de»  elementaren  Weise  ableiten.   Es  ist  (Fig.  2) 


s  .  / 

sin  <p  =  —  5«w  a ,      5tw  <!/;=—  5m  a , 


m 


sing}      .       *     Wj  mJ 

V  .  =ö  =  — .— ,    daher   n,  =  ö.  —  , 

Sfnil;  m      t  s 

sititb      ,  ,  ,  sinfj/ 

<  =  r,  .  -r-^  j    daher    Wj  =  6  .  m  .  r, 


sinß'  '  's.sinß' 

Fällt  man  vom  strahlenden  Punkte  eine  Normale  auf  die  Verlftogerung 
von  n, ,  so  wird 

s  sin  jS  =  m  sin  (qp  —  ^)  —  r,  sin  ^, 

In  dieser  Formel  steht ,  weil  m  nach  anderer  Richtung,  als  r,  und 

tn 

n,  gerechnet  wurde. 

Damit  ni^n^  werde,  mnss  sein  nach  den  Gleichungen  2): 

3)  —  (coi'*g)  —  cos^'tlf)  +  (^  cosilß  —  cosip)  ( cos'^j  =5  0. 

fn  \^t      '*!  ' 

Diese  Gleichung  hätte  auch  die  Bedingung 

d  cos  Li  ,     dcosk 

T  =  cos*^  -—. — 

dy  dx 

geliefert. 

Da  co-v* qp  —  co^t/;  =  (l  —  6-)  ^iw*-^,   folgt 

11.  ,.•       ^  sin^Hf  1 

4)  __-iro5>  =(/>«-!),  ,     ^ 

'  '•«      ''i  '  b  cos 'tlß  —  cos  qi    m, 

Hier  bedeutet  r,  die  Normale,  r,  den  Krümmungsradius  der  Meridian 

curve.    Wird  die  brechende  Fläche  eine  Kugel ,  so  geht  diese  Gleichung 

über  in 

1  ^»-1  1 

5)  -  =  , ; .  -  . 

'  r,      6  COS  t^  —  cos  tp    m 

Gs  ist 

h  cos'^  —  cos(p  =  Ä  (1  —  4  51«' Tf;  +  •  •  •)  "~  (^  ""  4  siVii;} 

,)  =(''-!)  (i  +  r' -'*  +  ..). 

»-.^i^iO  +  i  «■">  +  -)• 

Wird  ^  und  hiermit  i//=0,  so  folgt  aus  Gleichung  4) 
wir  finden  also:  ^  j 
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Damit  ein  tmendHoh  dflnnes,  normal  anflUlendes  StnUen- 
bündel  nach  einmaliger  Brechnng  sich  in  einem  Punkte  Tereiaige. 
mnBB  die  brechende  Fläche  eine  Kngel  sein. 

Für   die  Kugelfläche   und  ein  Strnhienbändel,   dessen  Hauptelrtblw 

normal  austreten ,  ergiebt  sich  als  Ausdruck  der  sphärischen  Aberratioir. 

• 

7^ = •  -  (—  (cos^  tl;  —  cos^cp) (b  costU^  cos  gp)  .«m*^}, 

^       n,      w,      b  corr^  \m  ^  '       r  '  ) 

^  Wt      w,         n      ^  ^    }\    m         rj       2      r         T  ) 

Es  Bind  die  Differenzen  l )  und  (»i— w,)  stets  von  gleicher  Ord- 
nung; letztere  Grösse  ist  mit  der  Differenz  der  Strecken,  welche  die  aas- 
tretenden Strahlen  auf  der  Rotationsaxe  abschneiden,  die  den  strahlenden 
Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  verbindet,  von  gleicher  Ordnuog 

und  das  Verhältniss  dieser  Strecken  in  der  Grenze  gleich  —  ,  wenn  c  die 

c 

Ordnung  der  Berührung  für  die  Meridiancurve  der  Brennfläche  mit  dieser 

Axe  ist.    Die  Ordnung  dieses  Contacts  wird  im  Allgemeinen  durch  den  re- 

ciproken  Werth  des  ersten  Exponenten  von  tf;,  wenn  ( )  oder  («t— «jl 

\Wj        fl,/ 

in  eine  nach  den  Potenzen  von  ^  fortschreitende  Reihe  verwandelt  wird, 
angegeben.  In  der  Formel  8)  wird  demnach  die  Ordnung  dea  Contacts 
gleich  4>  ^^^  daher  wird  die  Abweichung  der  gebrochenen  Strahlen  auf  der 
RoUtionsaxe  in  der  Grenze  die  Hälfte  von  der  Difl^erenz  der  Krümmungs- 
radien. * 


•  Ein  einfacher  Beweis  hierfür  ist  der  folgende :   Aus  Fig.  2  folgt 

sinß      r^' 
Abgesehen  von  den  speciellen  Fällen ,  dass  der  Brennpunkt  der  Hauptstrahlen  mit 
dem  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte  des  Meridians  der  breehenden  Fläche  zn- 

sammenfalle  oder  ins  Unendliche  rücke,  nähert  sich  also  ^  für  ^=0  einer  festen 

Zahl,  sind  also  tp  und  ß  von  gleicher  Ordnung.  Es  sei  c  die  Ordnnng  des  Contacts. 
so  folgt,  wenn  der  Brennpunkt  zum  Nullpunkt,  die  Rotationsaxe  zu  OX  wird,  als 
Gleichung  der  canstischen  Cutve 

dv 


lfm 
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Die  sphärische  Aberration  wird  yon  einer  höheren  Ordnung,  wenn 

m  r 

Die   sphäritohe  Aberration  tttr   durch  eixie  Kngeliiäohe  ge- 
brochene Strahlen  wird  ein  Minimnm,  wenn  r  ==---—. 

Der  Ansdrack  für  die  Aberration  wird  alsdann  V4»n  der  vierten  Ord 
nnng,  nftmlich 

10)  = —  .  si/i>  .-  +  .... 

Das  Verhäitniss  der  Abweichung  anf  der  Rotatioosaxe  zur  Differenz 
der  Krtimmnngsmittelpunkto  nHhert  sich  in  diesem  Falle  ^;  för  die  Haupt- 
strahlen  wird 

Für  die  Reflexion  ist  6=— I ;  daher  wird  fär  die  Fläche  d-er  geringateii 
Aberration  r  =  oo,  die  Fläche  also  der  ebene  Spiegel. 

Damit  sämmtliche,  von  einem  Punkte  auf  die  brechende  Fläche  fallen- 
den Strahlen  sich  in  einem  Punkte  vereinigen,  mtissen  die  Normalen  der- 
selben, da  die  Normale  des  brechenden  Punktes  mit  einfallendem  und  ge- 
brochenem Strahl  in  einer  Ebene  liegt,  die  Verbindungslinie  des  Ausstrah- 
Inngs  -  und  des  Vereinigungspunktes  schneiden ;  die  brechende  Fl^iche  ist 
also  eine  Rotationsfläche ,  deren  Axe  die  erwähnte  Verbindungslinie  ist. 
Nach  Gleichung  4)  gilt  fiir  alle  Punkte  derselben  die  Gleichui^^ 

^  r^      ri  ^  b  cosiff  —  co$q>    m 

welche  lehrt,  den  Krümmungsradius  r,  der  Meridiancurve  durch  die  Nor- 
male r,  und  einen  Brennstrahl  derselben  auszudrücken.  Andererseits  finden 
wir  für  diese  Curve  nach  dem  Dupin' sehen  Satze,  wenn  m  und  f?|  nach 
gleicher  Richtung  gerechnet  werden: 

12)  m  —  Ä  .  »,  s=  ComU 


Dieses  letste  Verh&UnisB  ist  das  der  nnendlicb  kleinen  Winkel,  welche  eine  vciin 
Nallpankte  ausgehende  Sehne  mit  den  Tangenten  ihrer  Endpunkte  bildet ,  und  daher 

J.  diM  Verhäitniss  der  unendlich  kleinen  Tangenten  selbst.   Der  Tangentennbachnitt 
c 

auf  der  X-  Axe  wird 

1  .    ■• 

"  dy      c+ 1  \dx/ 

Da  nun  derTangentenabschnitt  mit  ( V  und  ~  mit  ^  von  gleicher  Ordnung, 

folgen  die  obigen  Behauptungen. 
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D«  in  diesem  Falle  auch  die  vom  Bilde  ausgehenden  Strahlen  alle 
wieder  im  Objeete  sich  vereinigen,  erhalten  wir  die  Gleichung 

\Si)  co^'cp  =  6  (6*—  1)  . .  — . 

'  ^f       ''i  hcosUf^cosfp    n^ 

Aas  bei^n  Oleichnngen  4)  und  18)  folgt 

Nmeh  13)  folgt 

In  dieser  Weise  drückt  sich  für  die  durch  Gleichung  12)  bestimmten 
Curven,  welche  als  Verallgemeinerungen  der  Kegelschnitte  gelten  können, 
der  Krümmungsradius  r,  durch  die  Normale  r^  und  den  Winkel  der  Norma- 
len mit  einem  Brennstrahle  aus.  Für  die  Reflexion  wird  fr=— l,  Gleich- 
ung 12)  zu  m  +  w,  =  (7ow5/.,  Gleichung  16)  zu  r,  =  — -j|— ,  welche  Gleichun- 
gen, je  nachdem  m  und  n|  nach  gleicher  oder  verschiedener  Richtung  lau- 
fen, einer  Ellipse  oder  Hyperbel  angehören. 

§5. 

Prisma. 

Die  folgenden  Untersuchungen  zwingen  uns  zu  mehreren  neuen  Be- 
Zeichnungen.  Ein  Lichtstrahl  gehe  durch  mehrere  auf  einander  folgende 
brechende  Flftchen  und  es  bedeuten  ^,,  m,  die  Krümmungsradien  der  ersten 
Normalflftche  der  Strahlen  (für  den  brechenden  Punkt),  üf«,  m,  die  entspre- 
chenden Krümmungsradien  der  zweiten  Normalfläche  der  auf  das  zweite 
Medium  fallenden  Strahlen  u.  s.  f. ,  B^^  r^  die  Krümmungsradien  der  ersten 
brechenden  Flüche,  i?,,  r,  der  zweiten  u.  s.  f.,  A^i,  n^  die  Krümmnngs- 
ra/iien  der  NormalflKche  nach  der  ersten  Brechung,  iV,,  n^  nach  der  zwei- 
ten u.  s.  f.,  qoi  den  Einfallswinkel,  ^|  den  Brechungswinkel  bei  der  ersten, 
«p,  und  ^ff  die  entsprechenden  Grössen  bei  der  zweiten  Brechung,  ferner 
*i .  ^t ...  1  *i  ,*«... ,  4'i ,  i't .  • . »  ^1 ,  'Ö't . . .  die  der  Bedeutung  nach  mit  6,  8, 
^  Übereinstimmenden  Grössen  bei  der  ersten,  zweiten  Brechung  etc. 

Für  ein  von  einem  Punkte  auslaufendes  Lichtbündel  wird  ^,==OTi=:fii. 
Fftllt  dasselbe  auf  eine  Ebene,  so  wird  Ä,  =  oo,  r,  =  oo,  und  die  früheren 
Formeln  lauten  für  diesen  Fall : 

1        1      I 


n^       6,.ros*qp,  '  tn 
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Damit  iV,=n, ,  muss  sein  9^  =  ^/;,  also  gE)  =  'V;  =  0;  wir  erbalteu  dem- 
nach: 

Hur  dem  normal  auf  eine  Ebene  fallenden  nnenilioh  dünnen 
Stralilenbllndel  entsprechen  naeh  der  Breohong  Hanptstrahlen. 

Als  Ausdruck  der  sphärischen  Aberration  crgiebt  sich 

^N  ^        ^       V-1,,        1 

iV|      7»!  0,  m 

Fallen   die   einmal  gebrochenen  Strahlen  auf  eine  zweite  brechende 

Ebene,  so  muss  für  die  austretenden  Uauptstrahlen  sein 

dcosXf 

dy 

Da  J2,s=?<x),  r,  =  oo,  folgt  hieraus  nach  Gleichung  15),  $2: 

d  cos  a» 


4)  l— )cos(pf  sin öf  cos&^  =  0. 


Da  nur  für  normal  auf  die  erste  Ebene  fallende  Strahlen  At^=:m^  wird, 
muss  sein  entweder  cosipi=0  oder  i5t=0. 

Die  erste  Bedingung  liefert  ^t^"*    ^b  wird  in  diesem  Falle 

Diese  Bedingung  ist  demnach  nicht  brauchbar.  Die  zweite.  Bedingung 
verlangt,  dass  ^«=^9  ^^^^  ^'^^^  ^^^  ^^^'  ^^^'  Normalfläche  der  schon  einmal 
gebrochenen  Strahlen  gehörigen  Indicatrix  in  die  zweite  Einfallsebene  falle« 

Es  ist  früher,  S  2,  der  Satz  entwickelt  worden,  dass,  wenn  die  bre* 
chenden  Flächen  Ebenen ,  die  Axen  der  Indicatrix  nach  einmaliger  Brech- 
ung  mit  denen  der  Curve  zusammenfallen ,  welche  einem  unendlioh  kleinen 
Kreise  als  Indicatrix  der  ersten  Strahlen  entspricht;  weiter  folgt,  dass, 
wenn  die  austretenden  Strahlen  sich  wieder  in  einem  Punkte  vereuiigen 
sollen,  diese  Axe  auch  in  der  zweiten  Einfallsebene  liegen  soll,  demnach 
die  erste  und  zweite  Einfallsebene  zusammenfallen.  Es  müssen  demnach 
der  einfallende,  gebrochene  und  austretende  Strahl  mit  den  Normalen  bei- 
der brechenden  Ebenen  zusammenfallen  in  eine  Ebene.  Diese  ist  die 
Ebene  des  Neigungswinkels  des  durch  die  beiden  brechenden  Ebenen  ge« 
bildeten  Winkels.  Nach  den  früheren  Formeln  wird  dann 
1  _  1     _U        1  _  I     co^Vt     1 

Es  ist 

.V,=  Ni  +  d,     »i,==Wi  +  c/, 

wo  d  die  Länge  des  gebrochenen  Strahles  zwischen  den  brechenden  Ebenmi^ 
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Da  für  die  Hnuptstrahlen  sein  rnoss 

7)  M^  cos*  9t  =  m,  cos*  ^, , 
ergiebt  sieh,  lltr  N^  ond  14  die  Werthe  einsetzend: 

8)  (fr,  M  +  d)  cos" q>t  =  i^b^ ^^*,    *  m  +  d\  cos* ^f 
Ist  d  zu  vernachlässigen ,  so  folgt 

Ist  fr|.frt=l ,  also  das  Prisma  anf  beiden  Seiten  von  demselben  brechen- 
den Medium  umgeben ,  so  folgt  ans  dieser  Gleichung 

10)  Vi^^-^t,     '*i  =  9«» 

das  heiflst:  die  Breehnag  ist  eine  symmetrische;  wir  finden  also: 

Bei   in   vernaohlästigender  Dicke  des  Prismas  entipraohen 
sich  bei  symmetrischer  Brechung  Hanptstralilcii. 

Die  Ablenkung  ist  in  diesem  Falle  ein  Minimum ;  es  wird 

Ist  die  Grösse  d  nicht  zu  vernachlässigen,  so  folgt  für  die  Brechung 
12)  N,^ö,{b,m  +  d), 

13)  ^.=^."';*-'(^m^^;*«+A 

cor  9,  \       cos^fpi       / 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  diese  Untersuchung  anf  mehrere  Ebenen, 
welche  alle  dieselbe  brechende  Kaute  gemein  haben ,  ausdehnen. 

Sind  die  beiden  brechenden  Ebenen  parallel ,  so  wird  die  Gleichung  0) 
für  beliebig  eintretende  Strahlen  erfüllt;  wir  finden  daher  für  beliebige 
Strahlen  nach  zwei  Brechungen : 

U)  Nt^n,^^''^tg*<p,.d. 

Ein  Vereinigungspunkt  ezistirt  also  in  diesem  Falle  nur  für  normal  auf- 
fallende Strahlen.  Treten  die  austretenden  Strahlen  in  das  erste  Medium 
zurück,  so  erscheint  der  strahlende  Punkt  um  b^.d  verschoben. 

§6. 
Cylindrische  Linsen. 

Fallütt  auf  eine  brechende  Cylinderfläche  von  einem  Pnnkte  ans- 
gehende,  zur  brechenden  Fläche  normale  Strahlen^  so  wird,  da 

^1  =  00 .     Af,  =  OT|  =  m : 


Demnach  kann  nie  iV,=n,  werden;  cylindriscbe  Spiegel  können  also 
nie  reine  Bilder  liefern.  ^^ ,.^^^ ^^ GoOglc 
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Fallen  die  Strahlen  nach  der  ersten  Brechung  oder  Spiegelung  auf 
eine  zweite  brechende  oder  spiegelnde  Cylinderfläche,  so  muss,  damit 
Hanptstrahlen  austreten,  sein: 

dcosXm 

2)  i— jcosg>^  sin  df  cos  df  +  (bf  cos  ij;,  —  cos  gj,)  sin  ^,  cos  ^,  =;  0. 

Fallen,  wie  dies  in  der  praktischen  Anwendung  stets  der  Fall  ist,  die 
Strahlen  auch  normal  zur  zweiten  Cy linderfläche,  so  wird 

co5(p,  =  1,    d,  =  0. 
Hieraus  folgt 

3)  ^,  =  0  oder  ^,  =  7-. 

Die  Indicatrix  der  einmal  gebrochenen  Strahlen  ergiebt  sich  im  ersten 
Brechungspnnkte  nach  der  16) ,  S  2 ,  entwickelten  Formel ; 

n 

Da  die  Indicatrix  S^  des  Cylinders  darch  zwei  parallele  Leitlinien  des- 
selben gebildet  wird  und  R,  ein  Kreis,  ergiebt  sich,  dass  eine  Axe  der 
Cnrve  T«,  also  auch  eine  Axe  der  Indicatrix  von  T,  der  Nornialfläche  der 
einmal  gebrochenen  Strahlen,  diesen  Leitlinien  parallel  ist.  Ferner  folgt 
daraus,  dass  die  längs  der  Leitlinie  und  die  längs  der  Ebene  eines  Normal- 
Schnitts  des  Cylinders  einfallenden  Strahlen  sich  schneiden,  dass  für  eine 
beliebig  gelegte  Normalfläche  dieser  Strahlen,  also  auch  für  die  durch  den 
zweiten  Brechungspunkt  laufende ,  eine  Axe  dieser  Leitlinie  parallel  ist. 
Die  Bedingung  3)  ergiebt  demnach:. 

Eine  Cylinderlinse  liefert  Hauptstrahlen  nur,  wenn  die  Iieit- 
linien  ihrer  Cylinderfläohen  parallel  oder  senkrecht  su  einander 
lanfen. 

Wir  betrachten  zunächst  den  zweiten  Fall,  für  welchen  dt=-.  In  die- 
sem Falle  wird  r,  =s  od,  und  daher 

Es  ist 
wo  d  die  Entfernung  der  Cylinderflächen.    Damit  i^,=fi,,  muss  sein 

Aus  den  Gleichungen  1)  folgt 

b.  fnr. 
6)  ^,  =  6,m,     w,= 
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Die  Gleichnog  S)  liefert  hiernach  die  Bedingung 

Diebe  Gleichang  liefert,  im  Falle  die  Strahlen  in  das  er^te  Mediam 
wieder  zorücktreten ,  aUo  ^,61  =  1,  die  Gleichung 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  eine  Cylinderlinse  nicht  für  jede  Ent- 
fernung des  leuchtenden  Punktes  gleich  deutliche  Bilder  giebt.  Für  i/=Qo 
folgt 

9)  r,  +  R,=^--~'~^d, 

Ist  d  sehr  klein,  so  werden  r^  und  Jt,,  abbolut  genommen,  nahe 
einander  gleich,  haben  aber  verschiedene  Richtung.  In  diesem  Falle  ist 
die  durch  Veränderung  von  JH  hervorgerufene  Differenz  zwischen  N^  und  r, 
sehr  gering.    Ist  r, +  /?2=0,  so  folgt 

,0)  ^_i=(,._x).'^/.+4(*.-i). .  +  ....       • 

Scharfe  Bilder  liefert  daher  eine  Cylinderlinse  nur  für  einzelne  Punkte. 

Die  Aberration  einer  solchen  Linse  Hesse  sich  mittels  der  gegebenen 
Formeln  finden;  man  sieht  jedoch  besser  die  Linse  längs  der  Leitlinien  ihrer 
Cylinder  als  eine  sphärische  Linse  an ,  für  welche  wir  die  Formeln  später 
entwickeln  werden. 

Die  andere  unter  3)  entwickelte  Bedingung  war  ^,=0.  Die  Leitlinien 
der  Cjlinder  werden  in  diesem  Falle  parallel  und  es  ergiebt  sich,  da  /?,=  x: 

Demnach  erhalten  wfr  als  Bedingung  für  die  Vereinigung  der  Strahlen 
12)  i— -=(A.-l)-. 

Ist  6t.6|  =  l,  so  findet  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  vorhin : 

13)  ilf*{^i'('•l-'•.)+^l(^-i)rf|  +  ^{2^nd+(^-l)rf•i+r,(f=o. 

Bei  Vernachlässigung  von  d  findet  sich 

Wir  finden  allgemein 

d 

14)  A',  =  tn  +  -. 

n 

Diese  cylindrische  Schale  wirkt  also  ähnlich ,  wie  zwei  parallele  Ebe- 
nen ,  der  strahlende  Punkt  scheint  um  -  verschoben. 
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§7.      - 
Sphärische  Linsen. 

Werden  als  brechende  Flächen  mehrere  Kugelflächen,  deren  Mittel- 
punkte sich  mit  dem  leuchtenden  Punkte  in  einer  Geraden  befinden,  an- 
gewendet, so  folgt 

-ß,  =  r,,      Ä,  =  r,,      d,  =0,     ^,  =  0. 

Die  Bedingung       --*  =  0  liefert 


\W^m)  ^^*'  ^'  *"'  ^*  ^^^  ^»  ^  ^' 


Für  normal  auffallende  Strahlen  wird  diese  Bedingung  erfüllt;  daher 
ergiebt  sich 

Unendlich  dünne  Strahlen,  welche,  von  einem  Punkte  der 
Linsenaxe  ausgehend,   normal  auf  die  Linse  fallen,  vereinigen 
sich  in  einem  Punkte. 
Es  ergiebt  sich  für  diese  Uauptstrablen 

Wir  entwickeln  das  Folgende  unter  der  Annahme,  dass  &,.6|=:1,  also 
der  Strahl  nach  der  Brechung  in  der  Linse  wie^er^in  das  erste  Medium  zu- 
rücktrete. 

Es  ist 

.V,  =  M,  =  «,  +d, 

(alle  Längen   in   der  Richtung  des  einfallenden  Strahles  gemessen).    Die 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  n^  werden  dahef : 


3) 


4) 


«,  \  bi        r,/       m  \  bi        r,/       n    n^    m 

=.(,,_.)(i_i)_(^-L)^,.i.i. 


Dieser  Gleichung  lassen  sich  verschiedene  Formen  geben,  welche  Ge- 
genstand mehrerer  Unterschungen  geworden  sind.  Für  ein  zu  vernachläs- 
sigendes d  ergiebt  sich  die  bekannte  Näherungsformel 

ein  specieller  Fall  der  Gleichung  24),  S2.  /^^^^T^ 
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Um  eine  allgemeine  Formel  für  die  sphärische  Aberration  der  Licht 
strahlen  zn  erlangen ,  bedienen  wir  uns  der  ftr  einen  beliebigen  Einidls- 
Winkel  geltenden  Formeln: 

Aus  diesen  Gleichnngen  folgt 

J J_ 

Berücksichtigen  wir  keine  Glieder,  welche  hOh«re  Poienseo  ala  ^s 
enthalten,  and  bezeichnen  mit  m'«  den  Werth  von  m«,  wenn  ^«5=0,  also 
den  zu  den  Hanptstrahlen  gehörigen  Abstand ,  so  ergiebt  sich 

Es  ist 

10)  iVx  =  i^'x-l  +«'x-l,      Wx  =  /»x-l+rf«-1, 

wo  (fy.]  die  Länge  des  gebrochenen  Strahles  zwischen  der  (a^l)^^  und 
x*^"  brechenden  Fläche  bedeutet.    Es  sei 

iVx-1    •     «„_!  iVx         »M 

SO  folgt  bis  auf  Grössen  von  höherer  als  zweiter  Ordnung 

Es  bedeuten  hier  n\^i  und  m'^—i  die  entsprechenden  Wcrthe  für 
if;e=o.   Dies  in  9)  einsetzend ,  ergiebt  sich 

"*  -'-<.; !( %)'  *- + "•-' ^  ""•'^-  CS' -i)!- 

Diese  Formel  erlaubt,  die  sphärische  Aberration  nach  beliebig  vielen 
Brechungen  za  finden. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  der  nach  der  n^^*^  Brechung  aus- 
tretende Strahl  mit  der  Axe  bildet,  durch  v^^  lo  folgt  bis  auf  Grössen  von 
höherer  als  erster  Ordnung 

w'x  —  Tx    .             / 1         1  \    /      . 
14)  stn  i/;»  =  -= stfi  Vx  =  \ 7-  I «  K  «<w  V«- 
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n\sinvu  ist  die  Entfernnng  des  brechenden  Punktes  von  der  Axe;  bezeich- 
net man  diese  mit  k^^  so  ergiebt  sich 

-15)  si7in>^^(- ^JÄx, 

Es  folgt 

m  % 
Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  für  die  sphärische  Aberration  nach 
einer  Brechung,  wenn   die  einfallenden  Strahlen  von  einem  Punkte  aus- 
gehen,  also  ^0=0  ist,  und  wir  statt  n\  und  rn%  rix  und  mn  schreiben: 

18)  ^,  =  Y- •(---)' (^'--)V. 

^  6,         \ri       «j/    \    »I,  r^/    ' 

Diese  Formel  stimmt  mit  der  8);  S  4,  entwickelten  bis  auf  Grössen  von 
höherer  Ordnung  überein. 

Gelangt  der  einmal  gebrochene  Strahl  zur  zweiten  Brechung  und  ist 

Ä,  =  -- ,  80  findet  sich 

Jm,*  bi     \r,      w,/     \6i .  m,      r,/      \ 

20)  ^.=(..-,)K.(L- iy('^'+j-i)_(' _iV(^+»_ •){,,. 

'       *       '  '  Jm^*    \r,      /i,  /  \    w,         r,  /      \r,      w^/    \ä,  .  w,      r^/]   * 

Aus  den  Gleichungen  3)  folgt 

22)  fe|  +  l       1^1   A  +  1       1\ 


23) 


Dies   in  20)  einsetzend,   ergiebt  sich  als  Ausdruck    der  sphärischen 
Aberration  einer  Linse 

*       V    U.      V-U    J'7l     ^^^iy 

24)  V  \w,  'r,/ 
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Dieser  verwickelte  Ausdruck  ergiebt  J2  durch  die  Entfernung  desOb- 
jects,  m|,  und  des  Bildes,  n^. 

Wir  betrachten  diese  Formel  unter  der  Bedingung,  dass  d  za  vernacli- 
lässigen  sei-,  also  m,  =n,  gesetzt  werden  könne.    Die  Formel  24)  wird  dann 

6,*     )\    nii  rj     \w,       r,/        \    n^         rJKn^       r,/  \ 

Wir  setzen 
^^  1111 

Aus  der  Gleichung  5),  welche  wir  jetzt  benutzen  können «  ergiebt  sich 

Die  Gleichung  25)  wird 
Diese  Gleichung  liefert,  mit  Gleichung  27)  verbunden:' 

»)  --M(^4)"+a,4.)-+a4:)''!-'- 

Damit  die  sphärische  Aberration  einer  Linse  von  höherer  als  zweiter 
Ordnung  werde,  muss  sein 

30)  (£l_l)..  +  (i_i).y+(i-"-^)s,'  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  für  -  bleiben  nur  reell,  wenn 
3^)  (l_iY>4(^_'i)(i_^).' 

Diese  Bedingung  lässt  sich  umwandeln  in 

32)  (^•y(l-4^)  +  2(2V+l)J-'+(l-4'v.^  >0. 

\mj/  »ii 

Da  stets  (1 — 46|)  negativ,  ergiebt  sich  hieraus 

/««V  .  2(2&,*+n    w,   . 
\m,/  l  — 4ü,      w, 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  für  die  in  der  Praxis  verwen- 

deten  Werthe  von  6,  stets  positiv  sind,  seien  o,  und  a,;  so  ist  — '  nur  reell, 

so  lange  dieses  Verhältuiss  zwischen  «i  und  a^  liegt.  Für  ^^  =  |  finden  äich 
hierfür  die  Grenzen  1,56...  und  0,64..,,  deren  Product  =1  ist.  Wir  finden 
demnach ,  dass  sich  die  sphärische  Aberration  einer  Linse  im  Allgemeinen 
auf  keinen  höhern,  als  den  zweiten  Grad  bringen  lässt. 
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35)  /  2(*.+2)(^-l) 


Wenn  also  J^  nicht  Null  werden  kann,  suchen  wir  die  Werthe  ftar  r^ 
und  r,  bei  gegebenem  m^  und  rit,  bei  welchen  z/,  ein  Minimum  wird,  neh- 
men also  die  Ableitung  der  Oleichung  29)  in  Bezug  auf  x  und  y.  Aas 
Oleichung  27)  folgt  dx  =  dy  und  wir  erhalten 

"'  4,-i)''+c.-i)''+"*'(i-y'-«- 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  27)  ergiebt  sich 

\m,  w,     / 

^  /3       2^  +  l\ 

^       2(6,  +  2)(fti-l)   'Vw,  mj     /• 

Dass  diesen  Werthen  wirklich  ein  Minimum  von  J^  angehört,  folgt  aus 
der  Natur  der  Aufgabe.    Mittels  x  und  y  findet  sich  leicht  Tj  und  r,. 
Für  »I,  =  00  ergiebt  sich 

2 (^+2)(^ -!)•«/    ''    2(^+2)(^-l)  *«.' 

Hieraus  ergiebt  sich 
,7V  2  (fc, +2)  (6,-1)  2(fc.+2)(<'.-l)     „ 

Für  ^,  =  1  wird  r,  =j?^«j,  r,=— ^Wj. 

Die  Strecke,  welche  die  Strahlen  auf  der  Linsenaxe  abschneiden,  ist 
nach  dem  Früheren  gleich  ^^,.  Der  Ausdruck  für  ^^^  wenn  dieses  ein  Mi- 
nitnum,  ist 

3,)  ^•=vv-w+2-)(i-7.)j(^'''-')^. 

Wir  wenden  uns  zur  Aufgabe,  ein  aus  zwei  Linsen  construirtes  System 
derart  zusarnmenzusetzen ,  dass  sowohl  die  sphttrische,  wie  chromatische 
Aberration  von  höhorcm ,  als  zweitem  Grade  werde. 

Der  Ausdruck  A^  für  die  sphärische  Aberration  einer  Linse  gewinnt 
durch  die  Elimination  von  x  mittels  der  Gleichung  27)  die  Form 


39) 


C't 

Die  Dicke  jeder  einzelnen  Linse  sei  zu  vernachlässigen,  die  Entfer- 
nung der  znnICchstliegenden  Punkte  beider  Linsen  nach  der  früheren  Be> 
Zeichnung  (/,.  Damit  die  sphärische  Aberration  des  ganzen  Systems  Null 
sei ,  werde  die  der  Strahlen  nach  zweimaliger  Brechung  ausgedrückt ,  wenn 
sie  einmal  vom  Objecte  und  wenn  sie  einmal  vom  Bilde  des  ganzen  Systems 
ausgehen. 
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Die  Brechnngseoefficienten  der  Strahlen,  für  welche  die  sphärische 
Aberration  verschwinden  soll,  seien  in  den  beiden  Linsen  d|  und  b^  (es 
mSgen  b^  und  6,  die  Brechnngscoefficienten  eines  rothen  Strahles  in  Kjon- 
und  Flintglas  bezeichnen).  Die  Coefficienten  der  Strahlen  von  complemen- 
tärer  Farbe  seien  ß^  und  /?,.  Damit  die  sphärische  Aberration  verschwinde, 
findet  sich  die  Gleichung,  wenn  wir  setzen 

.  J__l—  L_^-^         i._i—         i_i--/ 

-^-A_/'l_iV^_i^i<  A.. 

"^(6,-I)'\m,      «.Arn.      n,;(.n,»''^ 


+1. 

42)  p=-\ 


Hierzu  treten  die  beiden  Gleichungen 
U_y==,J^(l_i)„aer    i-i  =  _-L-(i-i), 

^     (,_,)  =  3  _  (1_  » )  oaor  1-i  =  - ,  • .  (1-1).     • 

Endlich  ist 

44)  Ms  =  Wj  +  <^t. 

Damit  sich  nun  die  complementären  Strahlen  in  demselben  Punkte 
vereinigen ,  muss  sein,  die  zu  der  complementären  Farbe  gehörigen  Werthe 
der  Vereinigungsweiten  mit  w', ,  wi',,  w',,  w', ,  n\  bezeichnend: 

45)  m',  — ;?',  =  d^. 
Aus  3)  findet  sich 

46)    i.  =  -.A^_(/J.-,)i=:i-  +  (|5.-l)(i-i)-ft4  +  .... 

Für  (/i  und  d,  lassen  sich  erst  Werthe  bestimmen,  wenn  die  Radien  be- 
kannt sind,  und  lassen  sich  für  die  erste  Annäherung  vernachlässigen.  Da- 
her ergiebt  sich  für  Aufheben  der  chromatischen  Aberration  die  Gleichung 

''^    i+ (^;i;;(iri)'"i7;^  (i  _T)  ^ '" 

n^  \r^      rj     m^  \r^      rj 
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Ans  den  Gleichnngen  43)  ergiebt  sich 

i  1—1=  -L    (L-L)+J>-.^  + 

)    r,      r,      6,-1     \n,      m,/      6,-1    «,' 
Demnach  findet  sich  für  die  erste  Annäherung  die  Gleichung 

«4     6,  —  1  \inj     «4/      tfii     6,-1  \n,     m,/ 
Da  m^=an^+d^y  liefert  dies  eine  Gleichung  zweiten  Grades  für  n^;  sind 
demnach,  was  gewöhnlich  der  Fall,  mj  und  ti^  gegeben,  so  lassen  sich  fi, 
lind  m,  bestimmen. 

Die  Gleichung  41)  zur  Auf  hel)niig  der  sphärischen  Aberration  enthält 
dann  nur  noch  die  Unbekannten  y  und  z,  zwischen  welchen  man  eine  be- 
liebige Beaiehnng  derart  annehmen  kann ,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
reell  werden. 

Die  Rechnung  liefert  für  den  speciellen  Fall,  dass  d,  gleich  Null  sei, 
aus  Gleichung  50) 


&,  — l     />,— l 

Sind  in  dieser  Weise  die  Werthe  der  Radien  9\ ,  r, ,  r, ,  r^  gefunden, 
so  liefert  Gleichung  45),  indem  man  in  den  Werthen  für  m\  und  fi\  die 
erste  Potenz  von  d  berücksichtigt,  ein  Verhältniss  zwischen  (/,  und  d^. 
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Xym.    Heber  das  Waohsthum  der  Krümmung  ebener  Sehnitte  krummer 

Flächen. 

Ist  P  ein  Pankt  einer  krummen  Fläche,  S  ein  dem  Punkte  P  der  Fläche 
ang^ehöriger  Normalschnitt  derselben ,  S  ein  dem  Punkte  P  der  Fläche  und 
dem  Normalschnitte  S  angehöriger  schiefer  Schnitt  der  Fläche,  o  der  Win- 
kel der  Ebenen  der  beiden  Schnitte ,  k  die  Krümmung  des  Punktes  P  der 
Ourve  5,  k'  diejenige  des  Punktes  P  der  Curve  S\  so  weiss  man,  dass  die 
Relation  besteht 

1)  h' .  rosa  =  A,  * 

welche  von  der  Gestalt  der  Fläche  unabhängig  ist. 

Ist  (p  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  einer  ebenen  Curve  mit  einer 
festen  Richtung  einschliesst ,  und  s  der  Bogen  der  Curve,  so  kommt  die 

Krümmung  der  Curve  dem  Differentialquotienteu  — -  gleich ,  ebenso  stellt 
der  zweite   Differentialqiiotieut  ^-^  das  AVachsthum   der  Krümmung   der 

CS 

Cnrve  dar.  Man  kann  nengieri;r  sein,  zu  wissen,  oh  eine  der  Relation  O 
ähnliche  Relation  zwischen  dem  Wachsthum  der  Krümmung  des  Punktos  P 
der  Curve  5  und  demjenigen  desselben  Punktes  der  Onrve  S'  besteht?  Es 
wird  diese  Relation  im  Folgenden  abgeleitet. 

^v 

Ich  bezeichne  durch  /r  den  Differentialquotienten  -r-ir  Je«  Punktes  P 

*  OS' 

di'r  Curve  5?  und  durch  w»'  denjenigen  des  Punktes  P  der  Curve  S',  so  dass 
fr  und  Tv'  das  Wachsthum  der  Krümmung  des  Normalschnitts  und  des  schie- 
fen Schnittes  im  Berührungspunkte  vorstellen;  ferner  durch  A*,  und  k^  die 
beiden  Hauptkrümmungen  des  Punktes  P  der  Fläche  und  durch  f  den  Win- 
kel der  Ebene  des  Schnittes  S  mit  der  Ebene  eines  der  Hauptnorraal 
schnitte.    Bezuglich  der  Grössen  Ä"  k^  k^  kennt  man  die  Relation 

k  =zk^  cos^  £  -|-  A ,  sin '  s 

und  erhält  durch  deren  Differentiation  ^  j 
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2) 


o  s 


Man  kann  die  Gleichung  der  krummen  Fläche  in  Bezug  auf  ein  recht- 
winkliges Cöordinatensystem  in  der  folgenden  Form  darstellen: 

2  =  «1  +  «2«  +  f^zV  +  «4^*  +  ^5^y  +  %y^  +  a^a^  +  a^x^y  +  a^xy^ 

+  «ioy'+   ••• 

Man  kann  ferner  das  Coordinatonsystem  so  legen,  dasß  der  Ursprung 
desselben  auf  den  Punkt  P  fHllt  und  die  x-  und  y- Axe  die  beiden  Haupt- 
normalschnitte  dieses  Punktes  der  Fläche  berühren.    Man  hat  dann 


«1=0,     «2  =  0,     «3  =  0,     «4  =  - 
und  für  die  Gleichung  der  Fläche 


«5  =  0, 


^2 


Uß. 


3) 


K 


fct 


«  =  -^  o;*  +  -  y'  +  r/^a:»  +  a^x^y  +  a^xy^  +  a^^y^  +  . 


2  2 

Es  sei  (s,  heigedruckte  Figur)  oxyz  das  Coordinatensystem,  so  dass 
der  Punkt  0  des  Systems  und  der  Punkt  P  der  Fläche  zusammenfallen  und 
ox,  oy  die  Haupttan- 
genten des  Punktes  P 
der  Fläche  vorstellen, 
ou  die  Tangente  des 
Punktes  P  des  Nor- 
malschnittes, ov-^ou 
und  <)^  »  0  z  =  a ,  so 
dass  uov  die  Ebene 
dos  schiefen  Schnittes 
ist,  971  ein  Punkt  die- 
ses Schnittes,  oq,  qp, 
pm  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  System  oxyz^  or,  rm 
seine  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  System  ouv.  Man  erhält  die  Gleichung 
des  Normalschnittes  in  Bezug  auf  das  System  uoz,  wenn  man  in  die  Gleich- 
ung 3) 

4)  x=:u.cosBj     y  =  u  siriB 

einsetzt,  und  diejenige  des  schiefen  Schnittes  in  Bezug  auf  das  System 
uov^  wenn  man  in  die  Gleichung  3) 

5)  x  =  u,€OSs  — V, sine, sin a^   y  =su,sinB  +  f>.coSB.sina^    z  =  v.cosa 
einsetzt,  nämlich  für  den  Normalscbnitt  eine  Gleichung  von  der  Form 

6)  z  =  6,w«  +  &,«»  +  ..., 

wo  die  durch  b  bezeichneten  Coefficienten  Functionen  der  Coefficienten  der 
Gleichung  3)  und  des  Winkels  b  sind,  und  für  den  schiefen  Schnitt  eine 
solche  von  der  Form 

7)  CV  =  C,  tt«  -f  CtUt>  +  CgV*  +  ^4«'  +  C^U^V  +  CqUV^  +  C^V^  +  ...^ 

deren  Coefficienten  auch  noch  Functionen  des  Winkels  a  sind.  Man  erhält 
durch  dreimalige  Dififerentiatlon  der  Gleichungen  6)  on4>*) 

ZeiUchrift  f.  .Mathematik  u.  IMiysik.  XVil,  5- 
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8)  ^,  =  6ft,  +  24A,«  +  <J06,tt«+..., 

wo  f  eine  Grösse  bedeutet,  welche  für  w  =  0  verschwindet.  Für  den  Punkt  o 
des  Normalscbnittes  und  des  schiefen  Schnittes  hat  man  in  8)  nnd  9)  in 
setzen 

äi?-«'.  ä;?=«''   ä7'=*'  &T/='»  "="'  ^='' 

wodurch  man  für  den  Normalschnitt  erhält 

10)  w  =  66,, 
und  für  den  schiefen  Schnitt 

11)  cw'=3r,A:'+6r4. 

Wenn  man  die  Grössen  6,,  c,  c,,  e^  aus  den  Gleichungen  3),  4),  5) 
wirklich  berechnet,  so  erhält  man 

6,  =  «7  cofi^  *  +  ^8  ^^'**  «***''«  +  «9  cos  s  sin*  e  +  «lo  **"'  * » 
12) 

C4  =  a^  cos^  «  +  ^^8  ^^*'*  ^  ^^'^ «  +  ''e  ^<^*  f  *»'**  «  +  ^10  **'*'  * » 
woraus  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2)  und  11)  weiter  schltessen 
kann 

13)  r,  =  Jp  sin  er ,     c^  =  fr,  =  ^f*;. 

Setzt  man  12)  und  13)  nach  11)  und  setzt  auch  für  Ar'  seinen  Werth  aus 
1),  80  hat  man 

U)  w' ,  cosa=:w  +  I  kptgcL^ 

welche  Gleichung  die  gesuchte  Relation  ausdrückt  Sie  ist  zwar  nicht  mehr 
völlig  unabhängig  von  der  Gestalt  der  Fläch«,  doch  beziehen  sich  die  Grös- 
sen k  und  p  nur  auf  die  Hanptkrümmungen  des  Punktes  P  der  Fläche  und 
auf  die  Lage  des  Normalschnittes  gegen  dieselben.  Ist  ferner  der  Normal- 
schnitt ein  Hauptnormalschnitt,  so  wirdp3=0  und  es  geht  die  Gleichung  14) 
in  die  folgende  Über: 

w  ,  cosa^=>Wf 

welche  mit  der  Gleichung  1)  conform  und  von  der  Gestalt  der  Fläche  un- 
abhängig ist.     Man  sieht  auch  leicht,  dass  das  Krümmungswachstbum  iv 
eines   zweiten  schiefen  Schnittes,  welcher  mit  dem  Normalschnitte  einen 
Winkel  =^a  einschliesst,  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt  ist: 

15)  fv'\  cosoc  =  w  —  ikpigcc^ 

so  dass  mau  durch  Addition  der  Gleichungen  14)  und  15)  erhält 

\  {w'+nf")  cosa=2  w, 
Troppau.  Dt.  Karl  Exner. 
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XIX.    Zur  graphisohen  Phoronomie. 

(Hierzu  Taf.  IV,  Pig.  3  —  7.) 

Es  soll  die  Aufgabe  gelöst  werden,  aus  der  vorgelegten 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  für  jede  Lage  dessel- 
ben die  wirkende  Kraft  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  auf 
graphischen)  Wege  zu  bestimmen. 

Zur  vollständigen  Angabe  der  Bewegung  gebraucht  man  die  Angabe 
der  Bahncarve  und  der  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  derselben.  Diese 
Geschwindigkeit  denke  man  sich  mit  Hilfe  einer  bestimmten,  übrigens  frei 
zu  wählenden  Einheit  als  Länge  ausgedrückt  und  auf  dcir  Normale  des 
betreffenden  Bahnpunkte  von  diesem  ab  aufgetragen  (Fig.  3).  Die  zweiten 
Endpunkte  liegen  auf  einer  Gurve,  welche  Geschwindigkeitscurve 
heissen  möge  (Fig.  4). 

Anschaulicher  wäre  es  wohl,  die  Geschwindigkeit  in  der  Tangente  auf- 
zutragen ;  aber  dann  ^vürde  die  Bestimmungsweise  ähnlich ,  wie  der  Hodo- 
graph,  für  die  geradlinige  Bewegung  unbrauchbar  werden. 

Sei  (Fig.  5)  ds  ein  Element  der  Bahncurve,  W  W  das  zugehörige  der 
Geschwindigkeitscurve,  so  ist  ^'.P'—ff'/^  die  Zunahme  der  Geschwindig- 
keit, also  dfü.  Man  denke  gich  durch  F  ein  in  seiner  Lage  ganz  beliebiges 
Coordinatensystem  gelegt  und  die  Geschwindigkeit  in  ihre  Componenten 
längs  der  Axen  zerlegt,  so  i$t 

fVjc  =  fo  cos  a ,     Wy  =  w  sin  a , 
dwjp  dfv  .da 

dfi\  dw    .       .  da 

—-^  ^=  ;>  =  -_.  stn  a-^w  cos  a  -— . 

äi        '^       dt  ^  dt 

Ist  Q  der  Krümmungsradius,  so  hat  man 

Q  da  =  rfÄ, 
ds        da       da      w 
'^^  dl'^^dT'     di^'^' 

Aus  der  Figur  ergiebt  sich 

dw  =  {Q+w)  da.tgy, 
dm      /     .     V  da 

3)  T,=(9+«')'^)'-j7- 

Durch  Einsetzen  der  Gleichungen  2)  und  3)  in  l)  ergiebt  sich 

p^  =  —  [(w  +  ^)  tgy  .cosa  —  w  sin  «] ,     Py  =  -  [{fi^  +  Q)  ^gy-  sin  a  +  w  cos «]. 
9  9 

Diese  Ausdrücke  liessen  sich  graphisch  darstellen,  doch  wäre  die  Con- 

struction  sehr  mühsam.    Sie  wird  jedoch  einfach,  wenn  man  die  T-Axe  mit 

der  Tangente   zusammenfallen  lässt,  also  «  =  0  voraussetzt. 
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dann  pi  und  Pn  die  Beschleunigungen  in  der  Tangente  and  Normale,  nnd 
kann  mittels  dieser  die  Beschleunigung  in  jeder  Richtung  j:,  y  mittels  dts 
Parallelogramms  finden : 

Pi=:mpi  =  -{w+Q)tgy.m,       P^  =  mpr  =  —  m. 
Q  9 

Der  letztere  Ausdruck  ist  bekanntlich  die  Flugkraft. 
Pi^^rvtgy, ist  sehr  leicht  zu  construiren. 

(Fig.  6.)    Ziehe  WN  senkrecht  auf  die  Tangente  der  Geschwindigkeit^ 
curve,  bis  die  Tangente  in  /'geschnitten  wird;  diesen  Schnittpunkt  .V  ver- 
binde mit  dem  Krümmungsmittelpnnkto  0  und  verlängere  bis  zum  Schnitte 
iV,  die  durch  fV  zu  PiV  gezogenen  Parallelen. 

fVN^=sPT  ist  die  gesuchte  Beschleunigung  p^.  um  pr  zn  finden, 
mache  PO^=q,  PW\  =  w,  und  ziehe  WiR  senkrecht  auf  ^'W', ,  so  ist 
PB^pr. 

Die  Oesammtbeschleunigung  ist 


w 


p=^--j/{w  +  (f)Ug'Y  +  w' 
Q 
und  die  Richtung  ö,  bezogen  auf  die  Normale: 

fV 

Wäre  die  Bewegung  geradlinig  (Fig.  7),  so  ist  p  =  ao  und  die  obige 
Constrnction   ergiebt   P  T  =^  der  Subnormale   der  Oeschwindigkeitsenrve. 

Dasselbe  resultirt  aus  der  bekannten  Gleichung  tvdtv  =pds^  da  -—=tgj. 
Pr  ist  in  diesem  Falle  natürlich  =0. 

Zürich.  G.  Kapp,   stnd.  poljrt. 


XX.    lieber  rechtwinklige  Trajectorien. 

(Hierzu  Taf.  IV,  Fig.  8  ii.  9.) 
Die  Gleichung 

stellt  für  jeden  gegebenen  Werth  von  (i  eine  Curve  mit  den  laufenden 
rechtwinkligen  Coordinaten  x^  y  dar.  Nimmt  |it  alle  Wertho  von  —  x  bi.^ 
-|-  00  an ,  so  erhält  man  also  ein  System  von  Curven.  Es  sollen  nun  alle 
Curvcn  gesucht  werden,  welche  die  sämmtlichen  Curven  des  gcgebeDeo 
Systems  rechtwinklig  schneiden. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  am  leichtesten  so  lösen: 

(Fig.  8.)    Man  bringt  die  gegebene  Gleichung  auf  die  Form 

dann  ist  die  Grösse  |m,  in  r^  i 
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du  dx 

nicht  mehr  enthalten,  wohei  a  der  Winkel  ist,  den  die  Tangente  in  einem 
heliebigen  Cnrvenpunkte  mit  der  positiven  Richtung  der  iC-Axe  bildet. 
Sind  I  und  ri  die  Coordinaten  von  den  gesuchten  Curven  und  ist  ß  der  Win- 
kel, den  die  Tangente  an  eine  von  diesen  Curven  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  o:- Axe  bildet,  so  ist 

wobei  y  der  Winkel  ist,  den  die  beiden  Tangenten  mit  einander  bilden. 
Damit  dieser  Winkel  ein  rechter  ist,  muss  igy  unendlich  werden,  also 

l  +  igatgp^i  +  ^^p'^(^  oder    |^-|^^=:0. 

Wird  schliesslich  noch 

so  ist 

1)  ?r_?^^=o 

dy      dx  dx 
die  Bedingungsgleichung  dai'ür,   dass  sämmtliche  Curven  des  gegebenen 
Systems  von  der  neuen  Curve  rechtwinklig  geschnitten  werden. 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  in  den  meisten  Fällen 
nicht  ausführbar;  deshalb  sind  solche  Fälle  aufzusuchen,  in  welchen  die 
Integration  möglich  ist. 

Euler  hat  bereits  eine  reiche  Quelle  von  solchen  Fällen  angegeben; 
er  setzt  nämlich 

f*  =  /-(^,y)  =  Z  +  F, 

wo  X  eine  Function  nur  von  a;,  und  Feine  Function  nur  von  y  ist.  Dann 
nimmt  die  Differentialgleichung  1)  die  Form  an 

la)  r-r^=o 

dx 
dx  ^dy 

Diese  Gleichung  lässt  sich  stets  integriren,  sobald  X  und  Y  ratio- 
nale Functionen  sind. 

Eine  zweite  Quelle,  die  im  Wesentlichen  mit  der  ersten  identisch  ist, 
führt  Euler  an,  indem  er 

iL^f{x,y)=^X.Y 

setzt.   Es  tritt  dann  logX  an  die  Stelle  von  X  und  log  Y  an  die  Stelle  von  F, 

also  -r'  yi 

—  an  die  Stelle  von  X'  und  —  an  die  Stelle  von  Y\ 
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Wir  erhalten  daher  die  DifferentialgleichuAg 

Xdx_ydy 

X'  '^  r  • 

Eine  Verallgemeinerung  des  £u  1er* sehen  Verfahrens  liegt  sehr  nahe; 
sie  scheint  aber  noch  nicht  bekannt  zu  sein.  Es  sei  die  Gleichung  der  ge- 
gebenen Curven,  in  Polarcoordinaten  ausgedrückt: 

wo  r  der  Radius  vector  und  /  der  Winkel  desselben  mit  der  Anfangsrichtung 
ist.  Die  Coordinaten  der  gesuchten  Cnrven  (d.  h.  der  rechtwinkligen  Tra- 
jectorien)  seien  dagegen  q  und  r.  Ferner  sei  a  der  Winkel ,  den  die  Tan- 
gente im  Punkte  r,  t  an  eine  der  gegebenen  Curven  mit  dem  zugehörigen 
Radius  vector  bildet,  und  ß  der  Winkel,  den  die  Tangente  au  die  Trajec- 
torie  im  Punkte  Qy  x  mit  dem  zugehörigen  Radius  vector  bildet;  dann  ist 

dt  ^         dt 

und  die  Bedingung,  dass  diese  beiden  Tangenten  auf  einander  senkrecht 

stehen : 

dt       dx 

Dies  giebt 

.  '      df        df  dx      ^ 

^)  h^'Wr^d,'-''' 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  noch 

T  =  ( ,     ^  =  r, 

so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  rechtwinkligen 
Trajectorien. 

Um  nun  zu  solchen  Dififerentialgleichungen  zu  gelangen,  die  sich  in- 
tegriren  lassen,  wenden  wir  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  an,  wie  Euler 
es  für  rechtwinklige  Coordinaten  angewendet  hat.    Wir  setzep 

wo  R  eine  Function  nur  von  r,  und  T  eine  Function  nur  von  i  ist;  dann 
folgt  aus  Gleichung  2) 


rfe 

dx rfp 


oder 

2  a) 
Setzen  wir  hierin  noch 

so  können  wir  die  Differentialgleichung  stets  integriren,  sobald  R  eine 
rationale  Function  von  r  und  T  eine  rationale  Function  von  %  oder  von 
co^^  und  sin  4  ist. 
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Ebenso  können  wir  auch  die  Aufgabe  lösen ,  wenn 

^^/•(r,  0  =  Ä-r  oder   log fi  =  log R  +  log T 
gegeben  ist;  es  wird  dann  die  Differentialgleichung 

TdtBdg 

Hierbei  kann  noch  eine  ganz  besonders  merkwürdige  Gattung  von 
Trajectoriensystemen  auftreten.    Wenn  nämlich 

ist,  so  wird 

J^ £ 

rK^  n  ' 

und  unsere  Differentialgleichung  erhält  die  Form 

Tdt_dQ 

Jetzt  haben  wir  vor  der  Integration  nnr 

zu  setzen,  während  wir  die  Gleichung 

gadz  unbenutzt  laa^en«  Für  diesen  Fall  gilt  deshalb  folgeEder  Satz: 
Wenn  irgend  eine  Curve  aus  dem  gegebenen  System  zusam- 
mengestellt wird  mit  irgend  einer  der  Trajectorien,  so 
schneiden  sich  diese  Curven  nicht  allein  unter  rechtem 
Winkel)  sondern  es  werden  auch  je  zwei  Tangenten  auf 
einander  senkrecht  stehen,  welche  man  an  die  beiden  Cur- 
ven in  zweiPunkten  zieht,  die  von  demselben  Badius  vector 
ausgeschnitten  werden,  die  also  zu  dem^ßelben  Werjbhe  von  t, 
resp.  /  gehören. 

Ein  einfaches  Beispiel  diene  zur  Erläuterung  der  angegebenen  Me- 
thode, namentlich  aber  zur  Erläuterung  des  letzten  Satzes.    Es  sei 

jti  =  r"  cos  m  i. 
Hier  ist  also 

Ä  =  r»,      T=cosmt, 
Dies  giebt 

cosmt    ,         dg        ^       dg  n  cosmi.dmt 

: rfT  =  — 7-    oder    -^=s : , 

m  stnmt  ndg  g  mm  stn m t 

also 

n  log  stnmt  .  logv 

logg^ +-^^, 

mm  mm 

lOQV 

WO  — ^~  die  Integrationsconstante  ist.   Daraus  folgt 
mm 

Dies  ist  das  System  der  rechtwinkligen  Trajectorien, 
(Fig.9.)    Für  „^j^     „ j 

wird  das  gegebene  Curvensyetem  '^^^^^^  ^^  GoOglc 
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und  die  rechtwinkligen  Trajectorien  sind 

g  =  v  sin  i. 
-Hier  sind  die  gegebenen  Curven  Kreise,  die  alle  durch  den  Nallpnnkt 
hindurchgehen,   ihren  Mittelpunkt  in  der  a;<Axe  und  den  Durchmesser  l 
haben. 

Die  rechtwinkligen  Trajectorien  sind  gleichfalls  Kreise,  die  alle  durch 
den  Nullpunkt  gehen,  die  aber  ihren  Mittelpunkt  in  der  ^-Axe  und  den 
Durchmesser  v  haben. 

Wählen  wir  nun  für  k  und  v  zwei  ganz  beliebige  Zahlen,  so  erhalten 
wir  irgend  zwei  Kreise  aus  den  beiden  Curvensystemen.  Ein  beliebiger 
Badius  vector  schneidet  die  beiden  Kreise  iu  den  Punkten  D  und  E^  dann 
stehen  die  beiden  Tangenten  in  J)  und  E  auf  einander  senkrecht. 

Fr  eiburg  i.  Br. ,  7.  März  1872.  Dr.  L,  Kiepert. 


XXI.    Orthogonale  Trajectorien  zu  der  Schaar  von  Cycloiden,  welche 
die  Bahnlinie  und  einen  Bückkehrpunkt  gemeinschaftlich  haben. 

(Hierzu  Taf.  IV,  Fig.  10.) 

In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  in  welchem 
der  Ursprung  mit  dem  gemeinschaftlichen  Kückkehrpunkte ,  die  Abscissen 
axe  mit  der  Bahnlinie  zusammenfällt  und  der  positive  Zweig  der  Ordinaten- 
axe  durch  die  Anfangslage  des  Mittelpunktes  des  rollenden  Kreises  geht, 
erhält  man  für  die  Coordinaten  eines  Cycloidenpunktes  im  Kreishalbmesser 
n  und  im  Wälzungswinkel  <&  die  bekannten  Ausdrücke 

<v 

l)  x=^ot{&  —  sin  if) ,     y  =  a  (1  —  cüs&)  =  2a  sin*  -^  . 

Diese  sehen  .  . 

°  flj:  =  a\^l  —  CüS^)  d^,     dy  =  a  sin  ^.d^, 

dT__i—cosd-  ^ 

-  d^~      5iw{^~""'^2"' 

ferner 

X      ^  —  sin  ^      &  ,  ^  ^ 

y       l  —cosd-       2  2  •'2 


H^mH^-'4)-'£- 


Diese  von  a  befreite  Differentialgleichung  ist  somit  diejenige  der  frag- 
lichen Cycloidenscbaar.    (Ihre  Integration  bietet  ein  instructives  Beispiel 

dar  zu  der  Anwendung  des  für  Gleichungen  von  der  Form  x  =  y(plj-j 

brauchbaren  Verfahrens,)    Die  Differentialgleichung  der  Trajectorienschaar 


dv  dx 

ergiebt  sich  mit  — -^  ,  statt  --;  sie  ist  also 
dx  dy^ 
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dx 


oder,  wenn  man  zur  Abkürzang 

dx 
2)  ^"^rfy'     arc{cotg=^g)=zfp 

setzt,  wodurch 

^y        .         —dg 

wird: 

Differentiirt  giebt  diese  Gleichung 

qdy  +  ydq  —  dx^{i  +  q^)<p.dy  +  y\q).2qdq  +  {l+q*)dq>\. 
Vermöge  2)  und  8)  reducirt  man  auf 

0={l  +  q')q>.dy  +  y\(p.2qdy  +  2(\+q')dq>] 


oder 


Q^^y  I  ^qdq      2d(p 

y  ■*"i+?'      fP  ' 


Die  Integration  giebt  daher,  unter  c  oder  2c  eine  willkürliche  Constante 
verstanden : 

5)  2c  =  y(l  +  ^«).ip«. 

Um  die  Gleichung  einer  Trajectorie  zu  erhalten,  hat  man  q  zwischen  4) 
and  5)  mit  Benutzung  des  Ausdrucks  2)  für  q>  zn  eliminiren.  Die  Elimina- 
tion von  9>  zwischen  4)  und  5)  giebt  zunäclist 

iqy^xy==2cy{l+g'). 

Hieraus  Hesse  sich  ein  Ausdruck  für  q  in  e,  a;,  y,  also  vermöge  2)  auch 
einer  für  q>  ziehen ;  werden  beide  in  4)  oder  in  5)  oder ,  noch  besser,  in  die 
hieb  ans  beiden  ergebende  Gleichung 

6)  2c  =  {qy-x)q> 

eingesetzt,  so  ist  der  Zwöck  erreicht.  Das  Resultat  tritt  aber  in  einer  ab- 
schreckend complicirten  Form  auf,  mit  welcher  kaum  Etwas  anzufangen 
ist.  Zweckmässiger  werden  für  x  und  y  Ausdrücke  in  g)  hergestellt.  Gleich- 
ung 5)  giebt  zu  diesem  Zwecke  unmittelbar 

7)  y=:2  .  -i.stn*g>. 

9 
Aus  6)  erhält  man  sodann 

2c       c 

8)  x  =  qy -=-_(—  2g)  +  sin2q>). 

Entgegengesetzte  Werthe  g>  geben  übereinstimmende  Werthe  von  y^ 
aber  entgegengesetzte  von  x\  die  Curve  liegt  symmetrisch  gegen  diej^  Axe. 

Für  9>=:0  wird  a;  =  0  und  y  =  2c;  es  ist  also  2c  der  Abschnitt,  den 
irgend  eine  specielle  Trajectorie  auf  der  ^Axe  begrenzt.  Vermöge  2)  ist  q> 
oder  (f  +  n  der  Winkel,  um  welchen  die  im  betreffenden  Punkte  , 
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TrajectorientangeDte  von  der  -J-x-Axe  ifn  positiven  Drehsinn  abweicht 
Der  Schnitt  der  Trajectorien  mit  der  y-Axä  findet  daher  unter  einem  rech- 
ten Winkel  statt,  wie  nicht  anders  zu  erwarten  ist,  da  die-^-Axe  selbst  znr 
Cycluidenschaar  gehört. 

Führt  man  1/;=— 9^  ein,  so  ist  dies  der  Winkel,  unter  welchem  die  im 
betreffenden  Punkte  gezogene  Trajectorientangte  von  der  -j-x-Axe  im  ne- 
gativen Drehsinne  abweicht;  die  Gtelchungen  7)  und  8)  nehmen  aber  dann 
die  folgende  Gestalt  an: 

c  c 

9)  a:  =  ~  (2t/;  — Sfn2t/;),      y  =  2.—  SfV^, 

welche  die  auffallendste  Aehnlichkeit  mit  derjenigen  der  Gleichungen  1) 
darbietet  und  demgemKss  für  die  punktweise  Construction  der  Trajectorie 
folgende  Vorschrift  liefert,  welche  die  Verzeichnung  der  Aeste  nur  Einer 
Cycloide  erfordert: 

Man  verbinde  den  gemeinschaftlichen  Rückkehrpunkt  0  mit  einem 
Punkte  P  auf  irgend  einem  der  unbegrenzt  vielen  Aeste  der  zu  der  frag- 
lichen Schaar  gehörigen  Cycloide  C,  welche  von  einem  Punkte  auf  einem 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  c  beschrieben  wird,  und  schneide  —  unter  ^ 
die  Hälfte  des  Winkels  verstanden,  um  welchen  sich  der  Kreis  von  der  An- 
fangslage aus  bis  zur  Ankunft  des  beschreibenden  Punktes  in  P  gewälzt 

hat  —  von  OP=r  ein  Stück  OP '=—  ab,  so  ist  P'  ein  Punkt  der  fra^ichen 

Trajectorie 9  und  zwar  derjenige,  in  welchem  sie  normal  getroffen  wird  von 

c 
einer  dem  Werthe  j-^  des  Kreishalbmessers  entsprechenden  Cycloide   C\ 

und  es  sind  P^  und  P  auf  den  beiden  in  Beziehung  auf  0  ähnlich  liegenden 
Cycloiden  homologe  Punkte.  Dass  die  Trajectorie  von  C  in  /^  normal  ge- 
troffen wird ,  wenn  ihre  Tangente  die  oben  durch  den  Winkel  tff  definirte 
Lage  annimmt,  erhellt  daraus,  dass^  auch  die  Cycloidennormale  in  /^ver- 
möge des  bekannten  Satzes  von  der  +^' Axe  um  diesen  Winkel  im  negati- 
ven Drehsinne  abweicht.  €  selbst  wird  von  der  Trajectorie  in  demjenigen 
Punkte  getroffen,  welcher  dem  Werthe  2. ^oC=  2.57,8'  des  WäJzungswinkels 
in  Graden  entspricht. 

Es  erübrigt  noch,  sich  eine  Vorstellung  von  dem  Verlaufe  der  Trajec- 
torie zu  verschaffen.  Die  auf  0  folgenden  Rückkehrpunkte  von  C  entspre- 
chen den  Werthen 

2 1/;  =  27r ,  47r ,  OTT . . .  2« TT  . . . 

des  Wälzungs winkeis  und  liegen  in  den  Entfernungen 

26'7C,  4c»,  Qcn  .,.2nc7t .,, 
von  0,  sie  geben  daher  Trajectorienpunkte  auf  der  x-Axe  in  den  Entfer- 
nungen 


2c       2c       2c         2c 
%  '     2w'     3«"'  nn  ' 


Digitized  by  LjOOQIC 


Kleinere  Mittheiluugen.  427 


von  0.  Die  Trajectorientangenten  ia  diesen  Punkten  weichen  um  die  Winkel 

7C|  27C,  ^7c . . .  rnt, ,, 
von  der  4*^' Ave. ab,  d.  h.  die  Tangenten  fallen  in  die  x*Axe,  wßlche  so- 
mit die  Curve  in  diesen  Punkten  berührt.  Es  könnte  aiiffallen,  dass  die 
Trajeetorie  Berührungspunkte  auf  der  x-A^e  haben  soll  5  jeder  Zweifel 
verschwindet  aber,  wenn  man  nach  9)  die  Abscissen  und  Ordinaten  zu  zwei 
Punkten  angiebt,  welche,  unter  ö  einen  unendlich  kleinen  Winkel  verstan- 
den, den  Werthen  2{n7$  +  6)  des  Wftizungswinkels' entsprechen.  Man 
findet  die  Abscissen  im  Mehr  und  Weniger  um  Grössen  der  ersten  Ordnung 

2c 

von  —  verschieden,  während  die  Ordinaten  positive  Grössen  der  zweiten 
n  it 

2c 
Ordnung  werden,  welche  sich  von  —  erst  in  den  Gliedern  der  höheren 

nn 

Ordnungen  unterscheiden. 

Die  Scheitelpunkte  der  aufeinanderfolgenden  Aeste  von  C  entsprechen 

den  Werthen 

2if>=3  7i;,  3w,  5«...  (2w  +  l);r... 

des  Wälzungswinkels  {  die  Gleichungen  9)  geben  daher  die  folgenden 
Werthe  der  Abscissen  und  Ordinaten  der  entsprechenden  Trajectorien- 
punkte,  in  welchen  ein  erster,  zweiter,  dritter ...  (it+iy*"  Cycloidenast  in 
seinem  Scheiter  getroffen  wird: 

4  c       4  c       4  c  46' 

ä:=5  — 


71  '    37r'    571  "*  (2n  +  l)7c  " '' 
Sc       Sc         Sc  Sc 

^^j?'    9^'    *2b^''''    {2^+~l'fn'''''' 
Die  Trajectorientangenten  weichen  in  dessen  Punkten  um  die  Winkel 
'  n      Zn      ÖTt     ,     ... 

2'  T'  T-  ^«+i)"- 

von  der  a;-Axe  ab,  sie  stehen  senkrecht  zu  letzterer,  die  Punkte  sind,  mit 
Ausnahme  des  ersten,  Rückkehrpunkte.  Man  überzeugt  sich  noch  deut- 
licher hiervon,  wenn  man  die  Abscissen  und  Ordinaten  zweier  Punkte  zu 
den  Werthen  (2«  +  l)^  +  ^  cles  Wälzungswinkels  angiebt.  Die  Abscissen 
unterscheiden  sich  im  Mehr  und  Weniger  um  Grössen  der  zweiten  Ordnung 

4c 
von  der  Abscisse  7      {_  \-  ^^^  Rückkehrpunktes;  die  Ordinaten  sind  beide 

8c 
um  eine  Grösse  der  ersten  Ordnung  kleiner,  als  seine  Ordinate  ,      1  |\i^' 

Die  Skizze  in  Fig.  10  giebt  ein  Bild  einer  Trajeetorie. 

Stuttgart,  im  December  1871.  C.  W.  BaüR. 
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XXIL    Bürmann. 

Die  Bürmaitn'sche   Reihe   ist   den  Mathematikern   namentlich  seit 
Schlömilch's  Untersachnngen   über    dieselbe    in   dem   2.  Bande   seines 
Compendinms  der  höheren  Analysis  (neue  Ausgabe)  zur  Genüge  bekannt. 
Weniger  bekannt  ist  der  Erfinder  derselben,  und  wenn  wir  diese  gering- 
fügigen Notizen,  wekhe  wir  über  ihn  aufgefunden  hüben,  der  Oeffentllch- 
keit  übergeben  y  so  geschieht  es  zutneist,  um  Fragen  an  dieselben  anzu- 
knüpfen, um  deren  Beantwortung  wir  Jeden  bitten,   der  dazu  im  Stande 
ist;  sei  es  nun,  dass  die  zur  Auskunft  Fähigen  sich  direct  an  uns  wenden, 
sei  es,  dass  dieselben  vorziehen,  den  öffentlichen  Weg  durch  diese  Zeit- 
schrift zu  benutzen.    Der  Name  Bürmann  ist  uns  zuerst  in  dem  11.  Bande 
der  „Memoires  de  rinstilut''  begegnet,  wo  Legendr e  (S.  13  — 17)  über  die 
von  demselben  herrührende  Beihe  in  günstiger  Weise  berichtet.   Diese  Er 
wähnung  stammt  aus  dem  Jahre  1796.  B.  wird  darin  professeur  du  commerce 
de  Mannheim  genannt.    Die  Wiederholungen   des  Referats  bei  Legendre 
{Exercices  de  calcul  integral,  1817,  //,  230)  und  bei  Lacroix  {Traiie  du  cal- 
cul  diff,  ei  integr.y  1819,  ///,  623)  sind  schon  vielfach  citirt  worden.   Dagegen 
scheinen  einige  andere  Quellen  für  die  Bekanntschaft  mit  B.'s  Leistungen 
noch  tiicht  genügend  berücksichtigt  worden  zu  sein,  nämlich  die  durch  Hin- 
denburg  veranstalteten  Sammlungen  von  Aufsätzen.   Hindenburg's  Ar- 
chiv  der   reinen   und   angewandten  Mathematik  erschien  1797  bis  1799  za 
Leipzig  in  elf  Heften,  deren  je  vier  einen  Band  bilden;  der  dritte  Band  ist 
somit   unvollständig  geblieben,   was   in   den  kriegerischen   Zeiten   seinen 
Grund  hatte,  wie   eine  Umschlagsbemerkung  zum  11.  Hefte  ausdrücklich 
berichtet.    Im  8.  Hefte  dieses  Archivs  S.  487 — 494  steht  nun  ein  Aufsatz: 
„Berechnung  des  Kreises'^  von  Herrn  Bürmann,  öffentlichem  Lehrer  der 
Handlung  zu  Mannheim,  und  unmittelbar  darauf  S.  495— 499  ein  „Versuch 
einer   vereinfachten  Analysis"    von   ebendemselben ,    endlich  S.  509    zwei 
Briefe  B.^s  an  den  Herausgeber  des  Archivs,  datirt  aus  Mannheim,   den 
17.  August  und  den  15.  September  1798.     Da  es  uns  heute  nur  auf  biogra- 
phische Notizen  ankommt,  so  begnügen  wir  uns  mit  der  Angabe  der  Ueber- 
schriften  der  auch  sonst  lesenswürdigen  Aufsätze  und  bemerken  aus  dem 
zweitgenannten  nur,  dass  ein  Werk  B.'s:  „Essai  de  calcul  fonctionnaire",  im 
Frühjahr  1797   durch  Lalande   dem  französischen  Nationalinstitnte  über- 
reicht worden  war.    Auf  dasselbe  Werk  bezieht  sich  B.  in  den  erwähnten 
Briefen   mit  den  Worten:  „Ich  hatte  einen  grossen  Mann  in  dem  Fache 
(mnthmasslich  Legendre)  um  ein  Urtheil  über  mein  Werk  ,,  „Essai  de  cal- 
cul  fonctionnaire*^ ^^  gebeten;  er  ist  auch  von  Anderen  mehrmals  daran  er- 
innert worden ,  aber  immer  vergebens.   Ich  weiss  nun ,  dass  er  es  nur  durch- 
-blättert  und  nicht  gelesen  hat  ä  cause  du  twologisme/^    B.  gehörte  nämlich 
mit  Begeisterung  zu  den  sogenannten  Combinatorikcin  «iV^|M?PÄt?^Jn 
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jenem  Werke  die  zwar  etwas  modificirte,  aber  den  Franzosen  immerhin 
nn verständliche  Bezeichnung  Ilindenburg's,  des  Neugrftnders  jener,  wenn 
man  will,  bis  auf  Leib nitzens  Dissertation  de  arte  combinatoria,  1668,  zn- 
rückzudatirenden  Schule.  Auch  in  einem  andern  Gegenstände  knüpfen  B.'s 
Arbeiten  an  Leibnitz  an.  Er  beschäftigte  sich  nämlich  vielfach  mit  der 
Uiiiversalsjtrache,  zu  deren  Erfindung  nach  seiner  Meinung  es  eines  Mathe- 
matikers bedürfe,  und  sagt  gleichfalls  in  jenen  Mannheimer  Briefen:  „Ich 
gedenke  einst,  Anfangsgründe  der  Mathematik  zu  idengraphiren.  Um 
der  allgemeinen  Vorständlichkeit  willen  werde  ich  gar  keine  Buchstaben 
(im  eigentlichen  Sinne)  gebrauchen.*'  Die  folgenden  Hefte  des  Archivs  ent- 
halten, wenn  uns' Nichts  entgangen  ist,  keine  weiteren  Schriftstücke  von  B. 
selbst,  dagegen  in  Heft  10  S.  231  einen  wichtigen  Brief  von  Kramp,  datirt 
Strassburg,  20,Floreai;  an  VII  (1799).  Dort  heisst  es  nämlich :  „Unser  Freund 
B  ii  r  m  a  n  n  ist  seit  einem  Monate  Professor  der  Mathematik  in  Colin  an  meiner 
Stelle,  dahingegen  ich  das  doppelte  Fach  der  Physik  und  Chemie  übernonr.- 
men  habe.**  Eine  Bestätigung  dieses  Ausspruchs  des  berühmten,  aus  Strass- 
bnrg  gebürtigen  Verfassers  der  „Analyse  des  refractions  astronomiques  et  ter- 
resires^*^  findet  sich  in  dem  Vorberichte  zu  der  zweiten  Sammlung  combina- 
torisch  analytischer  Abhandlungen,  herausgegeben  von  Carl  Friedrich 
Hindenburg  (Leipzig  1800),  wo  auf  S.  VII  der  Satz  vorkommt:  „Vielleicht, 
dass  auch  nun  Herrn  Professor  Bürmann's  in  Colin  vielumfassen- 
der  ,y,^Essai  de  calcul  fonciionnaire^\^\  davon  zu  anderer  Zeit  im  mathemati- 
schen Archive  gesprochen  worden,  bereits  abgedruckt  ist;  da,  einer  mir  zu- 
gekommenen sichern  Nachricht  zufolge,  das  Institut  national  von  Paris,  wel- 
chem diese  Schrift  von  dem  biedern  Lalande  zur  Prüfung  vorgelegt 
worden  war,  den  Druck  derselben  mit  rühmlicher  Meldung  ihres  Verfassers, 
schon  seit  einiger  Zeit  verordnet  hat."  In  demselben  Vorberichte  (S.  IX 
bis  XXII)  finden  wir  einen  ziemlich  ausführlichen  Auszug  von  B.*s  comb!- 
natorischer  Schreibweise,  welcher,  wie  nicht  anders  zu  erwarten  ist,  über- 
einstimmt mit  dem  in  einem  andern  Druckwerke  vorhandenen  Originale  in 
französischer  Sprache.  Die  Aufsätze :  ,, Essai  de  caraeteristique  combinatoire^^ 
S.  1 — 28-,  „Developpement  general  aux  fonctions  arbitraires^\  S,  29  —  50;  „Poly- 
nome combinatoire^\  S.  61  —  130,  sämmtlich  von  Burmane  {sie!)  und  die 
Anmerkungen  zu  Bürmann's  {sie!)  „Essai  de  caraeteristique  combina* 
toire^'  von  C.  F.  Hindenburg,  S.  131  —  160  bilden  nämlich  den  An- 
fang dos  Bandes,  welcher  unter  dem  Titel:  „Combinatoiische  Analysis 
und  Derivationscalcul ,  einige  Fragmente,  gesammelt  und  zum  Druck 
befordert  von  Carl  Friedrich  Hindenburg",  zu  Leipzig  1803  heraus- 
kam und  auf  welchen  zur  näheren  Bekanntschaft  mit  dem  Inhalte  jener 
Abhandlungen  verwiegen  werden  mae:.  Von  biographischem  Interesse  fin 
den  wir  daselbst  die  Nachricht,  dass  der  angeblich  im  Jahre  1800  in  Aus* 
führung  begriffene  Druck  des  „Essai  de  eaicul  fonctionnaire"'  eine  getäuschte 
Hoffnung  war;  denn  S.  54  heisst  dieses  selbe  Werk  jetzt  im  Jahr&^SOl  (so 
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ist  das  Datam  der  Ausarbeitnng  des  Aufsatzes)  erst  j^assez  nvance  dSjä  pour 
voir  peuUlre  bienidt  lejour^\  Eine  andere  biographische  Ausbeute  giebt  der 
Vorbericht  des  Herausgebers,  in  welchem  S,  VHerr  Prof.  Bürmann 
KU  Mannheim  genannt  wird.  Sollte  wirklich  B.  von  Colin  wieder  nach 
Mannheim  zurückgekehrt  sein?  Wir  bezweifeln  es  und  halten  diese  un- 
chronologische Bezeichnung  für  das  Kesnitat  einer  etwas  allzu  abgekürzten 
Redeweise,  indem  Hindenburg  sagen  wollte:  B.,  welcher,  als  er  mir 
seine  ersten  Arbeiten  einsandte,  Professor  zn  Mannheim  war.  Jedenfalls 
bedarf  aber  dieser  Punkt  um  so  mehr  der  Aufklärung,  als  Mensel  in  sei- 
nem „Gelehrten  Deutschland  im  neunzehnten  Jahrhundert*',  Bd.  I  S.  206 
(Lemgo  1808)  B.  Professor  und  Director  der  Handelsakademie  zu  Mann- 
heim nennt.  Vornamen ,  Geburtsort  und  Gebnrtszeit  kennt  Mensel  an  der 
angegebenen  Stelle  ebenso  wenig,  wie* Bd.  X  S.  450  (Lemgo  1829)  dessel- 
ben Werkes,  ^V'o  B.  noch  einmal  an geflihrt  ist.  Von  den  Schriften  B.'s, 
welche  Mensel  angiebt,  konnten  wir  uns  leider  einen  Aufsatz  in  der  „Zei- 
tung für  die  elegante  Welt"  (Jahrg.  1807)  nicht  verschaffen.  Vielleicht  hätte 
derselbe  über  B.'s  damaligen  Aufenthaltsort  Aufscbluss  geben  können. 

Die  Fragen,  welche  wir  nun  an  diese  Notizen  anknüpfen,  gehen  dahin: 
Ist  in  Köln  etwa  noch  eine  Familie  Bürmann  vorhanden  oder  weiss  man 
dort  von  einem  solchen  Mathematiker,  welcher  kürzere  oder  längere  Zeit 
daselbst  verweilte?  Ist  Aehnliches  ^i  Mannheim  zu  erfahren?  Wann  nnd 
wo  ist  B.  geboren,  wann  und  wo  gestorben?  Wie  hiess  er  mit  Vornamen, 
was  waren  seine  Familienverhältnisse?  w   Cantor 


ZZm.    lieber  irrednoil)le  oubische  Gleichungen, 

Die  nachstehende  Methode  der  näherungsweisen  Berechnung  der  Wur- 
zeln einer  cubischen  Gleichung  ist  so  einfach  und  naheliegend,  dass  sie 
schwerlich  neu  sein  wird;  gleichwohl  habe  icli  dieselbe  in  den  gangbaren 
Lehrbüchern,  soweit  ich  solche  kennen  gelernt ,  nirgends  gefunden.  Auch 
die  Aufgabensammlung  von  Heis,  welche  doch  die  umständlichere  Methode 
der  Verwandlung  in  einen  Kettenbruch  nach  Clauscn  anführt,  enthält  sie 
nicht.  Vielleicht  ist  deshalb  die  nachstehende  Erörterung  derselben,  wenig- 
stens mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  eines  mehr  elementaren  Unterrichts, 
nicht  unpassend. 

Die  aufzulösende  Gleichung  werde  in  der  Form 

vorausgesetzt,  in  welcher  ^  und  q  positiv  seien.  Alle  anderen  in  Betracht 
kommenden  Fälle  lassen  sich  in  bekannter  Weise  auf  diesen  zurückführen. 
Da  die  angegebene  Gleichung  stets  eine  positive  Wurzel  besitzt,  so  kann 
festgesetzt  werden,  dass  diese  zunächst  gesucht  werden  BoWe,/^ ^^i^ 
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Man  erhält  leicht  dnrch  Division  mit  x  nnd  IVansposition 


•/'  +  -'    »^«^ 


Setzt  man  nnn  tv^ 


" Vp 


allgemein 


f^n-l 


wohci  die  Wurzelzeichen  stets  positiv  genommen  werden  sollen,  so  ist 


af*  —  w»„  = 


also 


X.Wn^\ 


.(W«_i  — ar), 


Da  9,  X,  ^n— !  ui^^  ^R  Btc^s  positiv  sind,  so  folgt  hieraas,  dass  die  Dif- 
ferenzen :r— w, ,  x-^w^  n.  9.  w.  abwechselnd  positiv  und  negativ,  die  Werthe 
von  r»x ,  w^  n.  s.  w.  also  abwechselnd  kleiner  und  grösser  als  der  gesuchte 
Werth  von  x  sind. 


Bezeichnen  wir  den  Factor 


der  Kürze  halber  mit  k^ 


uod  berücksichtigen,  dass  x^  Wn.i  und  rv^  sämmtlich  stets  grösser  als  ^p 
sind  (mit  alleiniger  Ausnahme  von  w,),  so  folgt,  dass  Af„<  — =.  ist,   die 

Glieder  der  Reihe  x  —  w^^  x  —  w^j  x — w^.,,  demnach  einzeln  kleiner  sind, 
als  die  entsprechenden  Glieder  einer  geometrischen  Reihe,  deren  Quotient 

gleich =:  und  deren  Anfangsglied  =a:— w,  ist.    Ist  also  — ;^<1,  so 

2  yp'  ^  2  //>» 

nähern  sich  jene  Differenzen  ohne  Ende  der  Grenze  Null. 

Im    irreducibelen   Falle    ist  diese   Bedingung  stets   erfüllt;    da   hier 

V<2/,V^'»  so  ergicbt  sich,  dass  /f„  stets  kleiner  als  j/^j  ^^^^  ^'^  0,19245 
ist.  Die  Werthe  der  Grössen  w, ,  w,,  w^,.,  nfthern  sich  also  ziemlich  rasch 
dorn  gesuchten  Werthe  von  x. 

Als  Beispiel  diene  die  von  Heis  (S95ft  Nr.  30)  nach  der  Methode  von 
C lausen  behandelte  Gleichung 

a:'  —  2100a;  —  24000  =  0. 

hgp  =  3,32222,  /og'W,  =  1,661  U  , 


logq=      4,38021 
1,06111 
2,7"lÖiÖ" 
623,722 
2100 


2623,722 

3,41892 
logWtr=     1,70946 


4,38021   I 
1,70946  i 


4,38021 
1,70484 


2,67075 
468,544 
2100 


2568,544 
3,40969 
1,70484 


2,67537 
473,556 
2100 


2573,556 
3,41053 
1,70527 


4,38021 
1,70527 


2,67494 
473,089 
2100 


2573,089 
3,41046 
1,70523 


4,38021 
1,70523 


2,67498 
473,133 
2100 


logxz=i  ,70523 ,     x  =  50,726. 


2573,133 
3,41046 
1,7052«  T 
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Die  vorsteheDde  Methode«  welche  nicht  viel  weitlänfiger  ist,  als  die 
trigonometrische,  zumal  die  nöthigen  Logarithmen  fast  nur  auf  zwei  Seiten 
der  Tafel  zu  suchen  sind,  empfiehlt  sich  für  den  Unterricht  dadurch,  dass 
sie  das  der  Aufgabe  an  sich  fremdartige  Element  der  goniometrischen  Func- 
tionen nicht  heranzuziehen  braucht,  daher  auch  vor  der  Kenntniss  der  Tri- 
gonometrie behandelt  werden  kann,  dass  sie  ferner  leicht  abzuleiten  und  zu 
behnlten  ist,  und  endlich  dadurch;  dass  sie  die  directo  Lösung  der  Aufgabe 
gestattet,  aus  den  Functionen  von  3a  diejenigen  von  a  zu  berechnen.  Für 
den  elementaren  Schulunterricht  ist  der  Nachweis  der  Möglichkeit  und  die 
Entwickelung  einer  Methode  der  Berechnung  der  trigonometrischen  Tafeln 
ein  wenig  erquicklicher  Gegenstand.  Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Methode 
kann  man  leicht  von  den  Functionen  von  3^  auf  diejenigen  von  l^  und  dann 
weiter  bis  zu  denjenigen  der  Winkel  von  25"  zu  25"  kommen.  Einfacher 
noch  ist  es  wohl ,  durch  Auflösung  von 

o:«  —  I a?  —  i  =  0  den  log. sin  (60°+ 10°)  =  9,97299 
zu  bestimmen  und  hieraus  die  Functionen  von  20°,  10°,  10°— 9°=1°  u.  s«  w. 
zu  berechnen.  Die  gewöhnliche  Methode  der  trigonometrischen  Behandlung 
des  irreduciblen  Falles  erschein  dann  als  eine  Art  Umkehrung  des  hier 
befolgten  Verfahrens. 

Hamm.  Dr.  F.  Reidt. 
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XV. 

Veber  Cnrven  dritter  Ordnung  nnd  ihre  Abbildung  auf 

einem  Kreise« 

Von 

Dr.  H.  DüRÄGE, 

Professor  an  der  Universit&t  Prag. 


Herr  Olebsch  hat  in  der  Abhandlnng:  ,)Ueber  einen  Satz  von  Stei- 
ner nnd  einige  Punkte  der  Theorie  der  Cnrven  dritter  Ordnung**  (Crelle's 
Jonrn.  Bd.  03  S.  94)  durch  eine  äusserst  elegante  Analyse  nachgewiesen, 
dass  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  sich  mit  Hilfe 
der  elliptischen  Functionen  durch  einen  einzigen  Parameter  ausdrücken 
lassen,  nnd  dass  dann  drei  in  gerader  Linie  liegende  Cnrvenpnnkte  dadurch 
charakterisirt  sind,  dass  die  zugehörigen  Argumente  der  elliptischen  Func- 
tionen eine  constante  Summe  haben,  aus  welchem  Satze  eine  grosse  Menge 
der  interessantesten  Eigenschaften  der  Cnrven  dritter  Ordnung  folgen.  Es 
ist  vielleicht  nicht  ohne  Interesse,  dass  man  zu  den  nämlichen  Wrroeln  in 
einer  sehr  einfachen  Weise  gelangen  kann ,  wenn  man  dem  Coordinaten- 
dreieck  von  vornherein  eine  specielle  Lage  giebt,  eine  Annahme,  die  noch 
zu  einer  weiteren  Bemerkung  Anlass  giebt. 

1. 

Man  kann  bekanntlich*  eine  Curve  dritter  Ordnung  stets  betrachten 
als  den  geometrischen  Ort  der  Durchschnitte  entsprechender  Strahlenpaare 
zweier  projectivischer  Strahleninvolutionen  [o]  nnd  [o'j,  wenn  die  projecti- 
vische  Zuordnung  der  Art  ist,  dass  in  der  Verbindungslinie  oo'  der  Scheitel 
der  beiden  Involutionen  zwei  Strahlen  vereinigt  sind,  welche  entsprechen- 
den Strahlenpaaren  angehören.  Dann  sind  sowohl  die  Scheitel  der  Involu- 
tionen ,  als  auch  je  zwei  Durchschnittspaare  entsprechender  Strahlen  con- 


*  Vergl.  „lieber  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den  geometrischen  Ort  der 
Brennpnnkte  einer  Kegelscbnittschnar  bilde l*',  Math.  Annal.  Bd.  5  S.  88. 
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jugirte  Polenpaare  der  Curve  in  demselben  Systeme.  Die  Strahlen  femer, 
welche  dem  Verbindun^sstrahle  oo'  in  den  zwei  Involutionen  conjngirt  sind, 
sind  die  Tangenten  der  Curve  in  o  und  o\  und  die  beiden  Strahlenpaare, 
welche  in  der  einen  Involutipn  den  Doppelstrahlen  in  der  andern  entspre- 
chen, sind  die  von  dem  Scheitel  der  ersteren  ausgehenden  Tangenten. 

Wenn  man  nun  die  Involutionen  so  wJihlt,  dass  in  den  Verbindungs- 
strahl 0  0  ein  Doppelstrahl  der  einen  Involution  [o']  hineinfällt ,  so  ist  zu- 
nächst der  dem  oo  conjugirte  Strahl  in  [o]  Tangente  an  der  Curve  in  05 
weil  aber  dieser  dem  Strahlenpaare  angehört,  das  dem  Doppelstrahle  o'o 
entspricht,  so  bat  er  mit  diesem  in  0  noch  einen  weiteren  Paukt  und  daher 
mit  der  Curve  nicht  blos  zwei,  sondern  drei  Punkte  gemein.  In  diesem 
Falle  ist  also  0  ein  Wendepunkt,  und  der  dem  00'  conjugirte  Strahl  in  [0] 
die  Wendetangente.  Der  Verbindungsstrahl  o'o,  als  in  [0']  sich  selbst  con- 
jngirt, berührt  dann  die  Curve  in  o\  und  der  zweite  Doppelstrahl  der  Invo- 
lution {o\  ist,  da  er  durch  die  Berührungspunkte  der  von  dem  Wendepunkte 
0  ausgehenden  Tangenten  geht,  die  harmonische  Polare  des  letzteren,  um- 
gekehrt ist  klar:  wenn  man  einen  Wendepunkt  n^  und  den  Berührungspunkt 
m  einer  von  rv  ausgehenden  Tangente  zu  Scheiteln  der  Involutionen  wählt, 
deren  Strahlenpaare  nach  den  conjugirten  Polepaaren  desjenigen  Systems 
gerichtet  sind,  welchem  w  und  m  als  conjugirte  Pole  angehören,  so  sind 
mw  und  die  harmonische  t^olare  von  rv  die  Doppelstrahlen  der  Involu- 
tion [m]. 

Dieser  specielle  Fall  lässt  sich  leicht  analytisch  darstellen.  Bezeichnet 
man  mit  /  die  Wendetangente  eines  Wendepunktes  Wy  mit  W  dessen  harmo- 
nische Polare  und  mit  Ty^  T«,  T,  die  von  w  ausgehenden  Tangenten,  so 
kann  die  Oleichnng  der  Curve  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden: 

worin  y  eine  Constante  bedeutet.  ♦  Man  wähle  nun  W,  J  und  eine  der  drei 
Tangenten  /,  z.  B.  7^  mit  dem  Berührungspunkte  m  zum  Fundamental- 
dreieck, dessen  dritte  Ecke  mit  i  bezeichnet  werde,  und  bezeichne  femer 

r,  oder  wm  mit  ari  =0,  /  oder  tot  mit  x^  =  Of     W  oder  mt  mit  a:,  =  0, 
dann  nehmen  die  Gleichungen  der  beiden  anderen  von  w  (a:,  =3  0,  .r,  =  0) 
ausgehenden  Tangenten  T^  und  T,  die  Formen 

«•opi  +  ar,  =  0 ,     ^Xx  +  a:,  =  0 
an,  worin  a  und  ß  Constanten  bezeichnen.    Für  die  Gleichung  der  Curve 
erhält  man  also  aus  1) 

x^x^  =  7»a;,  (ju^x,  +  a:^)  [ffx,  +  ar,). 

Zieht  man  jetzt  durch  n;  (a^i  ^=3  0 ,  ar,  =  0)  eine  beliebige  Gerade,  deren 
Gleichung 


*  Vergl.  des  Verfassers  „Curven  dritter  Ordnung*',  Art.  630. 
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sei ,  so  erhält  man  für  die  Darehaehnitte  »  und  y  derselben  mit  der  Carve 
die  Beziehung  ^ 

und  daher  für  die  aus  m  (.t,=0,  ;p,=0)  nach  denselben  Punkten  gehenden 
Geraden  die  Gleichung 

Setzt  man  also 
2)      .  -  =i, 

SO  werden  die  Gleichungen  dieser  beiden  Geraden  mx  und  my  re^p. 
x,=3Xa:,  und  x^=i  —  Xx^, 
Hierin  ist  die  analytische  Darstellung  des  oben  erörterten  speciellen 
Falles  der  die  Curve  erzeugenden  Involutionen  enthalten.  Denn  da  die 
Scheitel  der  letzteren  die  Punkte  w  und  m  sind,  so  sind  niw  (a:,=0)  und 
m/(ir,=0)  die  Doppelstrahlen  der  Involution  [ni].  Je  zwei  in  Beziehung 
auf  diese  einander  harmonisch  zugeordnete  Strahlen 

m«...  jr,  =:;ia:, ,  i»y  . ..  a:,  =  — Aa?, 
bilden  also  ein  Strahlenpaar  in  [m].  Wenn  diese  Geraden  daher  die  Curve 
auf's  Neue  in  y  und  x  treiTen,  so  gehen  die  Verbindungslinien  xy  und  xy 
durch  w  und  bilden  das  dem  vorigen  entsprechende  Strahlenpaar  der  Involu- 
tion [n;],  und  xx'  und  yy  sind  zwei  Paare  conjugirter  Pole.  Gehören  i,  l! 
einem  Strahlenpaare  aus  [m]  an  und  bezeichnet  man  die  dem  entsprechenden 
Paare  in  [fv\  zugehörigen  Parameter  mit  jia,  ^l\  so  sind  diese  Werthe  durch 
die  sowohl  in  Bezug  auf  X,  als  auch  in  Bezug  auf  fi  quadratische  Gleichung 
2)  mit  einander  verbunden,  so  dass,  je  nachdem  man  iL  oder  jia  als  die  Un- 
bekannte dieser  Gleichung  betrachtet,  1,  l!  oder  /i,  ^'  die  Wurzeln  dersel- 
ben sind.  Für  die  letzteren  giebt  diese  Gleichung  ^^'sa*/?*-  man  hat 
demnach 

Giebt  man  dem  Punkte  x  die  Werthe  iL,  fi,  so  erhalten  die  übrigen  drei 
Punkte  x\  y,  y  die  folgenden : 

a;...X,f4,     a:'...A',fi,     y...X',f4,     y.,.k,(i. 

Q 

Nimmt  man  nun  -  =  k  als  Modul  elliptischer  Functionen  an  und  setzt 
a 

4)  fi=z^  ß*  sin*  am  u , 

80  wird 

ß*-\^  li  =  ß^  cos^amUj     «• +  fi=:  a'/^amM, 

und  damit  erhält  man  aus  2) 

y* a*  cos^ am  u  J* amu 

sin*  am  u 
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Für  einen  beliebigen  Punkt  der  Cnrve  hatten  wir  ferner 

die  Coordinaten  desselben  sind  also 

und  lassen  sich  demnach  durch  die  elliptischen  Functionen  des  Arguments  u 
so  ausdrücken : 

^    .  ,  cosamu^amu 

ar, : iCt  :iCt  =s  1  :  —  ir  sirram «  :  «y a : 

'  stnamu 

sssinamu  i  —  ß*  sin* am uxiya  cosam  u  Jam u. 
Die  Bedingung,  dass  drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  besteht  darin, 
dass  die  Determinante   ans   ihren   neun   Coordinaten   verschwindet.     Be- 
zeichnen also  ti,  u\  u"  die  Argumente,  welche  dreien  Cnrvenpunkten  an- 
gehören, so  ist  die  Bedingung,  dass  die  letzteren  in  gerader  Linie  liegen,, 
mit  Weglassung  der  constanten  Factoren : 

sin  am  u ,      sin* am  ti ,      cosamu  Jamu 
sin  am  u\      sin*  am  u\      cos  am  u  Jamu      =a  0. 
sin  am  u\     sin*  am  u\     cos  am  u*  ^  am  u" 
Dieses  ist  die  von  Herrn  Clebseh  auf  S.  105  der  erwähnten  Abband- 
long  gefundene  Determinante  mit  der  Specialisirung,  dass  die  darin  vor- 
kommende Grösse  — Uo,  welche  den  constanten  Werth  der  Summe  u+u+u' 
angiobt,  hier  Null  ist.    Diener  specielle  Werth  stellt  sich  dadurch  ein,  dass 
das  Fundamentaldreieck  so  gewählt  ist,  dass  dem  Werthe  tis=0  der  Wende- 
punkt w  entspricht.    Die  Entwickelung  der  obigen  Determinante  giebt  fol- 
gendes Resultat:    Setzt  man  zur  Abkürzung 

cos amu  Jamu  =  Ct, 
und  bezeichnet  mit  M  den  symmetrischen  Ausdruck 

jlf  =  1  —  Ä*  (sin*  am  u  sin*  am  u"  +  sin*  am  u'  sin*  amu-^  sin*  am  u  sin*  am  u) 
-|- Ä*  (l  +  Ä*)  sin* am u stn* am usin* am u' 

—  ^'  sin  am  u  sin  am  u  sin  am  ti"  {sin  am  u  Cy*  (V'  +  ^^  ^^  ^  ^t«"  Ou 

•\'  sinamu' CuCf/)  ^ 
so  ist 

sin  am  u^  sir^amu^  Cu 
sinamuy  sin*amti,  C^' 
sin  am  u\     sin*  am  u\     Cu'' 


=  sin  am  ( ii'—  i/')  sin  am  (m"—  u)  sin  am  (m — u) 
X  sin  am  (u  +  u+  u")  M, 


2. 

Aus  der  vorigen  Betrachtung  folgt  auch  eine  erweiterte  Geltung  eini- 
ger Sätze,  die  bisher  nur  von  den  mit  einem  isolirten  Doppelpunkte  behaf- 
teten Curven  dritter  Ordnung  bewiesen  worden  sind*,  indem  diese  Sätze 


*  „Uober  fortgesetztes  Tangentenziehen  etc/*,  Math.  Annal.  Bd^S«  509. 
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unter  einer  gewissen  Modification  auch  bei  den  allgemeinen  Curven  giltig 
bleiben. 

Um  gleich  angeben  zu  können,  worin  diese  Modification  besteht,  sei 
zuvor  Folgendes  bemerkt.  Wie  man  zeigen  kann*,  giebt  es  nur  zwei  we- 
sentlich verschiedene  Arten  von  Curven  dritter  Ordnung,  wenn  man  nach 
dem  Vorgange  von  Möbius  diejenigen  Unterschiede,  welche  diese  Curven 
in  ihren  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Aesten  darbieten,  als  unwesent- 
lich nicht  berücksichtigt,  vielmehr  annimmt,  dass  je  zwei  unendliche  Cur- 
venftste,  die  sich  der  nlimlichen  Asymptote  anschliessen ,  im  Unendlichen 
zusammenhängen.  Diese  zwei  wesentlich  von  einander  verschiedenen  Cur- 
venformen  sind  folgende : 

Bei  der  ersten  Art  besteht  die  Curve  aus  zwei  getrennten,  auch  nicht 
im  Unendlichen  zusammenhängenden  Theilen.  Der  eine  dieser  beiden 
Theile  (er  werde  mit  ü  bezeichnet)  schliesst  sich  mit  zwei  ins  Unendliche 
gehenden  Aesten  derselben,  stets  reellen,  geradlinigen  Asymptoten  an;  dem 
andern,  mit  S  bezeichnet,  gehören  die  beiden  anderen  reellen  oder  imagi- 
nären Asymptoten  zu.  Von  jedem  Punkte  des  Theiles  ü  gehen  vier  reelle 
Tangenten  aus,  und  zwar  so,  dass  zwei  den  Theil  U,  zwei  den  Theil  S  be- 
rfihren.  Jeder  Punkt  des  letzteren  Theiles  dagegen  liefert  nur  imaginäre 
Tangenten.  Daher  enthält  der  Theil  V  sämmtliche  reelle  Tangentialpunkte 
und  also  auch  die  drei  reellen  Wendepunkte. 

Bei  der  zweiten  Art  der  Curven  dritter  Ordnung  besteht  die  Curve  ans 
einem  einzigen ,  im  Unendlichen  zusammenhängenden  Theile ,  von  dessen 
Punkten  stets  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Tangenten  ausgehen.  Man 
kann  daher  in  gewissem  Sinne  sagen,  dass  die  Curven  zweiter  Art  nur  aus 
dem  Theile  U  bestehen**,  während  der  Theil  S  bei  ihnen  imaginär  gewor* 
den  ist. 

Den  Uebergang  von  der  ersten  zur  zweiten  Art  bilden  die  Curven  mit 
einem  isolirten  Doppelpunkte,  in  den  bei  diesen  Curven  der  Theil  S  zusam- 
mengeschrumpft erscheint.  Die  in  dem  angezogenen  Aufsatze  von  diesen 
letzteren  speciellen  Curven  bewiesenen  Eigenschaften  gelten  nun  auch  bei 
den  allgemeinen  Curven ,  aber  nur  von  dem  Theile  27  derselben ,  der  aller- 
dings bei  den  Curven  der  zweiten  Art  die  ganze  Curve  ausmacht. 

Die  Giltigkeit  dieser  Sätze  beruht  lediglich  auf  der  Eigenschaft,  dass 
die  Coordinaten  der  Curvenpunkte  derart  durch  ein  veränderliches  Argu- 
nuent  ausgedrückt  werden  können,  dass  bei  drei  in  gerader  Linie  liegenden 
Curvenpunkten  die  Summe  dieser  Argumente  verschwindet.  Daher  ist  die 
vorige  Betrachtung  hier  anwendbar,  aber  dieselbe  muss  nun  so  modificirt 
werden,  dass  reellen  Argumenten  auch  reelle  Curvenpunkte  entsprechen, 
und  dass,   wenn  das  Argument  der  Reihe  nach  alle  diejenigen  Werthe 


*  Yergl.  „Ueber   die  Formen  der  Curven  dritter  Ordnung",  Grelle 's  Joum« 
Bd.  75  8. 153.  ^  , 

^  Jedoch  kann  dieser  hier  sich  dreien  reellen  Asymptoten  anschliess^n^OOQlC 
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durchläuft,  welche  nach  und  nach  verschiedene  Curvenpunkte  liefern,  der 
entspreche'nde  Curveupunkt  dabei  den  ganzen  Theil  V  and  nur  diesen  (bei 
den  Curven  der  zweiten  Art  also  die  ganze  Curve)  durchläuft. 

Zu  dem  Ende. nehmen  wir  nicht  blos  den  Wendepunkt  w(j:,s=aO,  ä2=0), 
sondern  auch  den  Berührungspunkt  m  («1=0,  a-,=0)  auf  dem  Theile  ü  lie- 
gend an ;  dann  {liegen  die  Berührungspunkte  der  beiden  anderen ,  von  w 
ausgehenden  Tangenten  a*a:,  4-Ärt  =  0  und  ß*Xx  +xi  =  0  entweder  auf  denn 
Theile  S  oder  sie  sind  imaginär.  Während  nun  die  Gerade  x^^^kXi  sieh 
aus  der  Lage  0*2=0  (der  Wendetangente)  in  die  der  Geraden  «1=0  (der 
Tangente  wm)  fortbewegt,  durchläuft  ^  alle  Werthe  von  0  biB  00,  und 
zwar  bei  def  Drehung  nach  der  einen  Seite  die  positiven ,  bei  der  Drehung 
nach  der  andern  Seite  die  negativen.  Bei  der  einen  dieser  beiden  Dreh- 
ungen liegen  die  Schnittpunkte  x  undy  der  Geraden  o:t=^a:|  mit  der  Curve 
bei^e  gleichzeitig  auf  dem  Theile  IJ^  und  zwar  durchläuft  dabei  der  eine 
Schnittpunkt  das  eine  der  beiden  Stücke,  in  welche  V  durch  die  Punkte  m 
und  w  getheilt  wird ,  der  zweite  das  andere  Stück.  Wir  wollen  annehmen, 
dass  dieser  Drehung  die  positiven  Werthe  von  fi  zugehören.  Dann  entspre- 
chQn  den  beiden  von  tv  an  den  Theil  S  gehenden  Tangenten  negative 
Werthe  von  fi,  und  da  diese  beiden  Werthe  im  Früheren  mit  —  a*  und  — 18* 
bezeichnet  worden  sind ,  so  sind  a'  und  |9*  bei  den  Curven  der  ersten  Art 
positiv,  bei  den  Curven  der  zweiten  Art  dagegen  imaginär,  und  awar  con- 
jugtrt  imaginär. 

Man  könnte  nun,  wenigstens  bei  den  Curven  der  ersten  Art,  es  so  ein- 
richten, dass  die  Formel  4)  für  reelle  Werthe  von  u  reelle  und  positive 
Werthe  von  jia  liefert,  dadurch,  dass  man  iu  statt  u  substituirt  und  nnter  ß 
den  kleineren  der  beiden  Werthe  a  und  ß  versteht.  Mit  Berücksichtigung 
bekannter  Formeln*  erhält  man  dann 


^  =  +  ßUg^am  u ,     (mod  .  IjL^\ 


und 

sin^amu.co^amu 
Für  den  vorliegenden  Zweck  aber  scheint  folgende  Einführung  noch 
besser  zu  sein.    Man  setze 

6)  (i  =  ^ßlg'i% 

dann  erhält  man  nach  einigen  Beductionen 

sin  q> 
Da  nun  a  und  ß  entweder  reell  oder  conjugirt  imaginär  sind,  so  sind  «/?, 
{a+ßy^  {ci—ßf  in   allen  Fällen  reell.     Diese  Grössen   haben  auch  be- 


•  Vergl.  des  Verfassers  „Elliptische  Functionen'*,  S.  23. 
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stimmte  geometrische  Bedeutungen.  Lässt  man  nämlich  einen  Cnrvenpunkt 
den  Theil  U  durchlaufen,  so  durchläuft  f»  alle  positiven  Werthe;  bei  A  aber 
ist  dies  nicht  der  Fall.  Denn  für  den  Punkt  tv^  wenn  also  der  aus  m  ge- 
zogene Strahl  j?,=Xjr,  mit  mro  oder  a;i=0  zusammenfällt,  ist  >l  =  od.  Schrei- 
tet nun  der  Curvenpnnkt  auf  der  Curve  fort,  dreht  sich  also  der  Strahl,  so 
erreicht  k  einen  M inimal werth,  wenn  der  Strahl  die  Curve  berührt,  wächst 
dann  wieder  und  wird  wieder  =00,  indem  der  Strahl  auf's  Neue  mit  mw  zu- 
sammenfällt, wenn  der  Cnrvenpunkt  nach  m  gekommen  ist.  Geht  derselbe 
dann  über  m  hinaus,  so  nimmt  nun  A  negative  Werthe  an  bis  zu  einem  Ma- 
ximum,  welches  wieder  eintritt,  wenn  der  Strahl  aus  m  die  Curve  aufs 
Neue  berührt.  Der  aus  rv  nach  diesen  Berührungspunkten  gehende  Strahl 
(denn  diese  liegen  natürlich  mit  w  in  einer  Geraden)  ist  der  eine  Doppel- 
strahl der  Involution  [w].  Man  findet  aus  2)  nach  den  gewöhnlichen  Kegeln 
leicht,  dass  das  Maximum  und  Minimum  von  A*  eintritt  für  ^=  +  a|5  und 
dass  daiiü  A'  die  Werthe  y'(a4i3)'  erhält.  Ueberdies  ergeben  sich  auch 
leicht  die  Berthe  von  fi,  welche  den  Doppelstrahlen  der  Involution  [w]  an- 
gehörl^u,  dinn  diese  treten  in  3)  ein,  wenn  fi'=fi  ißt;  sie  sind  also  |»s=  +  a|5, 
und  für  diese  wird  resp.  A  =  +  y  (a+/?)  und  A  =  +  y(a— 15).  Der  zweite, 
dem  Werthe  «— a/S  angehörige  Doppelstrahl  in  [w]  geht  durch  die  Berüh- 
rungspunkte der  von  m  an  den  Theil  S  gelegten  Tangenten.  Diese  sind  bei 
den  Curven  der  zMoiten  Art  imaginär,  wiewohl  der  ihnen  entsprechende 
Doppelstrahl  reell  ist. 
Setzt  man  also  nun 

so  sind  -{-^0  und  — ^^  die  den  Doppelstrahlen  der  Involution  \rv]  zugehöri- 
gen Werthe;  -(-  A^  und  —  Aq  gehören  den  von  m  an  den  Theil  [7,  -(-  A,  und 
— A,  den  an  den  Theil  S  gehenden  Tangenten  an.  Bei  den  Curven  der  zwei- 
ten Art  ist  Aj  imaginär,  aber  Ai'  reell  und  negativ.  Hiermit  lassen  sich  die 
Formeln  3),  5),  6)  so  schreiben: 

A=  — A,     M=  — , 


/*  =  f*o'P*4v,     i- -— • 

Nun  ist  leicht  ersichtlich,  dass,  wenn  man  den  Bogen  ^  alle  Wertho 
von  0  bis  2n  durchlaufen  lässt,  der  entsprechende  Curvenpuukt  die  ganze 
Curve  U  und  nur  diese  durchläuft,  indem  jedem  Werthe  von  q>  ein  bestimm- 
ter Curvenpnnkt,  und  auch  umgekehrt  jedem  Punkte  auf  ü  ein  bestimmter 
Werth  von  tp  entspricht.  Denn  es  entsprechen  einander  nach  und  nach  fol- 
gende Werthe: 


von  9> . 

..0,    4«, 

«, 

1«,  2»; 

..    (». 

••0,    ft„ 

<», 

**o.     0; 

„    i. 

..00,  A,, 

00, 

— A„  00. 
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Es  kommt  also  Allerdings  jeder  Werth  von  (i  bei  zwei  verschiedenen  Cur* 
venpunkten  vor,  aber  diesen  entsprechen  verschiedene  Werthe  von  il  und 
daher  auch  versclüedt'ne  Werthe  von  go;  ebenso  ist  es  bei  l. 

Die  Werthepaare  X,  fi  und  X\  (a  bestimmen,  wie  oben  bemerkt,  zwei 
conjugirte  Pole  (auf  dem  Theile  U  der  Curve  giebt  es  natürlich  nur  ein 
reelles  System  conjugirter  Pole).  Gehören  diesen  die  Winkel  tp  and  <p'  an, 
so  hat  man 

zugleich  aber 

,  t 


^j-^NCOlg^'^g). 


Demnach  könnte  g)'  sowohl  gleich  n+g>,  als  auch  gleich  »—9  gesetzt  wer- 
den; aber  da  gleichzeitig  X  in  l\  d,  h.  in  — X  übergeben  muss,  so  ist 
ohne  alle  Zweideutigkeit 

g>'=n  +  g> 

zu  setzen.  Zieht  man  ferner  aus  w  und  m  zwei  Paare  entsprechender  Strah- 
len, die  einander  und  die  Curve  in  o:,  x\  y,  y'  schneiden,  so  dass,  wie  frü- 
her xy^  und  x'y  die  durch  m  gehenden,  xy  und  xy'  die  durch  w  gehenden 
Strahlen  und  xx\  yy  zwei  Paare  conjugirter  Pole  sind,  so  entsprechen  den 
Punkten  a?,  y,  x\  y'  der  Keihe  nach  die  Bogen-g»,  2n—q>  (oder  — y),  n+ipf 
n — q>. 

Denkt  man  sich  nun  in  der  Ebene  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser 
Eins  und  bestimmt  auf  der  Peripherie  desselben  die  Lage  eines  Punktes 
durch  den  Bogen  9,  den  dieser  Punkt  mit  einem  festen  Nullpunkte  ein- 
schliesst,  so  wird  durch  das  Vorige  die  Curve  U  eindeutig  auf  dem 
Kreise  abgebildet,  so  dass  jedem  Curvenpunkte  ein  bestimmter  Punkt 
des  Kreises  entspricht,  und  umgekehrt.  Diese  Abbildung  ist  der  Art,  dass 
der  Wendepunkt  tv  in  den  Nullpunkt  fällt  und  je  zwei  conjugirte  Pole  auf 
dem  Kreise  einander  diametral  gegenüberliegen. 

Die  nähere  Bestimmung  der  Vertheilung  der  Punkte  auf  dem  Kreise 
ergiebt  sich,  wenn  man  wieder  elliptische  Functionen  einführt  und  den 
Bogen  9>  einer  Amplitude  gleichsetzt,  indem  sich  dann  wieder  zeigen  wird, 
dass  die  Summe  der  Argumente  für  drei  in  gerader  Linie  liegende  Curven- 
punkte verschwindet. 

Bei  den  Cnrven  der  ersten  Art,  wo  A,'  positiv  ist,  bringen  wir  die  Aus- 
drücke 5)  und  0)  für  fi  und  X  zunächst  in  die  Gestalt 


uszsaß ; -.       X= 

1  +  co8q>  sin<p 

und  setzen 

^— -p-=r?5,  woraus  A:=— -T 
4ap         Ar"  «+p 

folgt.   Setzt  man  dann  ausserdem 
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so  erhält  man  nach  bekannten  Formeln* 
,J  amu  —  cos  am  u 


:aß- 


J  afnu  +  cosamu 

U  sinamu       sin  am  u 
Bei  den  Curven  der  zweiten  Art  ist  il|*  negativ.    Bezeichnet  man  diese 
Orösse  hier  mit  —  li*,  so  kann  man  schreiben 


Amod 


nnd  erhält  dann  ftir 


*  = 


7) 


1  —  cosamu 


ip  =  am  (u,  Ar) 


*^      ^  i  + cosamu  »^    «   •    »  ^, 


Jamu 


stnamu      i 

Nun  seien  X,^;  X', /;  X",  f*"  die  Parameter,  welche  dreien  in  gerader 
Linie  liegenden  Curvenpunkten  angehören;  dann  ist 

1      fi       l 

1      /      l'     =0 

1   ^"  r 

Wir  entwickeln  diesen  Ausdruck  zuerst  für  den  Fall  der  Curven  zweiter 
Art,  also  mit  Anwendung  der  Formeln  7).  Bezeichnen  u,  u\  u'  die  Argu- 
mente der  drei  Punkte  und  setzt  man 


oder 


am t/  c=3  a ,     amfi  =  a  ,     amu  =ia  ^ 
80  hat  man  mit  Unterdrückung  der  constanten  Factoren 
,  —  cosa      1  —  eosa'\/  Ja        Ja 


cosa 
--cosa 


stna 


^ 


a\/Ja 
1  +  cos^J  \sin  a 
X  —  cosa^xfJa        ^fl'\ 

a'/\sina     sina/ 


cosa       l'\'Cosc 

Es  kommt  hier  hauptsächlich  darauf  an,  diejenigen  Factoren  abzulö- 
sen ,  welche  den  Ausdruck  zum  Verschwinden  bringen ,  wenn  zwei  Argu- 
mente  einander  gleich  werden.    Mit  Weglassung  der  gemeinschaftlichen 
Nenner  l  +  ^O'^'  nnd  sina  erhält  man  zunächst 
.cosa' ^ cosa  sina' Ja —sina' Ja'     cosa'— cosa'  sina' Ja  — sina  Ja' 


l-^eosa 


stna 


l+co5a" 


stna 


*  Vergl.  „Elliptische  Functionen",  S.  03. 
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4  ^^N^^^^^^^rfS 


Hierin  lassen  die  Zähler  eine  UmformuDg  zu.    Ist  nftmlich 

so  hat  man* 

.  {cos  a  —  cos by  =  Nah  (l  —  cosa){i  —  cos  d) , 

'  {sin aJb-^sinbJay  =  Nah  {i  +  cos c)  (l  —  cos^). 

Führt  man  daher  die  Bezeichnungen  ein 

am  ( w'+  u")  =  ö ,     am{  m"+  u)  =  o',     am  {u  +  «" )  =  o\ 
am  («'—  tt")  =  ^,     am  {u '—  u)  =  ^\    am  {u — u")  =  ^", 
so  erhält  mau,  nachdem  die  vorige  Gleichung  zuvor  quadrirt  wurde: 
(1  — co5ö")(l  — co^O  ^       (l  +  cojiy)(l— cojd) 

^aaf  71 — ; Ci Na»a**  .  >    »/ 

{l  +  cosay  sin^a 

—  N  {^-'C0SC){\—C0S^)  {\  +  C0%c"){l'-C0B^") 

(l  +  cojrt  )•  *in*a 

Nun  lösen  sich  zwei  der  erwähnten  Factoren -ab,  nämlich  1— C05d  und 
\^cos^"\  lässt  man  diese,  sowie  die  nicht  verschwindenden  N  weg,  so 
bleibt 

(1  —  coso")  (l  +  cosc)  __  (l  —  cosc)  (I  +  coso") 
(1  +  005  ay  sin*  a"  (1  +  cos  a")'  m'  a 

oder 

1  —  cos  o"  /     sin  a     V l^cosa  f    sin  a"     V 

1  +  cosc"  Vi  +  co5ö/       i  +  co*ö  \l  +  cosd/  ' 

Hierin  führe  man  die  Amplituden  der  halben  Argumente  ein  nach  den  For- 
meln** 

1 — cosam2u         ,  ^  sinam2u 

—      =fg^amu  .  J*amu.     — ; =igamu,Jamu. 

\+cosam2u  1  +  cosamu 

indem  man  setzt 

am^u  =  a,  am^ut=sa\  am^u'=a\ 

Dann  kommt 

ig^Q'J'q'ig^a /fa  =  ig^g  /fq  ig^'u  A^a 
oder 

cos tt" sin g'A q'      cos a sin q  dg 

cos q" sin al' A a* "" cos g  sin a  da 
Wendet  man  hier  die  Formeln*** 

2  cosb  sina  Aa  =  Nah  {sina  Ab  +  sinbAa)^ 
2  cos a  sinb  Ab  =  Nah  {sin c  Ab^  sin^Ac) 
an,  indem  man 

am  ^  (m  +  w'+  m")  =  5,     am^  {u  +  u—  u")  =  ^",     am  \  («'+  ti"—  «)  =  i 


*  Vergl.  „Elliptische  Functionen*',  S.  114  Nr.  25}  und  26). 
**  Dasselbe,  S.  113  Nr.  1),  17)  und  18). 
***  Dasselbe ,  8. 114  Nr.  31)  und  32), 
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einfübri,  so  kommt 

wiSJd"+  sinö'JS     sinSJd  +  sind  JS 
sinS  J 6"— sin tJS '^sinS  Jö  —  sin d  JS' 
oder  Daeh  Wegschaffung  der  Nenner 

sin S  JS  {Jö  sin d"—  sin ö  J6")  =  0. 
Wendet  man  hierauf*  die  Formel  8)  nochmals  an,  so  verwandelt  sich  dies  in 

sinS.  JSj/{l  +  cosa)  (l  —  cos^')  iV^^.,  =  0. 
Nun  löst  sich  auch  noch  der  dritte  der  oben  erwähnten  Factoren  1  —  cos^' 
ab,  und  da  die  übrigen  nicht  verschwinden,  so  bleibt 

sinS==o. 
Demnach  ist 

ji(ti  +  M'+M")  e=0  oder  ein  Vielfaches  von  2K 
und  also 

M  +  tt'  +  tt"  =  0  oder  ein  Vielfaches  von  AK. 

Bei  den  Curven  der  ersten  Art  brauchen  wir  die  Kecbnung  nicht  zu 

ik 
wiederholen,  denn  dort  war  das  Argnment  k^u  und  der  Modul  — . ;  da  aber 

für  diesen  das  vollständige  Integral  gleich  k'K  ist*,  so  erhält  man  dasselbe. 

Demnach  ist  die  Vertheilung  der  Curvenpunkte  auf  dem  Kreise  der 
Art,  dass,  wenn  mau  die  diesen  Punkten  zugehörigen  Kreisbogen  als  Am 
plituden  betrachtet,  die  Summe  der  Argumente  derselben  bei  drei  Curven- 
punkten  gleich  Null  oder  gleich  einem  Vielfachen  von  AK  ist,  sobald  die 
letzteren  in  gerader  Linie  liegen.  Die  Summe  der  Bogen  selbst  ist  daher 
bei  verschiedenen  Geraden  im  Allgemeinen  verschieden;  es  verdient  aber, 
bemerkt  zu  werden,  dass,  wenn  man  zu  drei  in  gerader  Linie  liegenden 
Curvenpunkten  die  conjugirten  Pole  bestimmt,  wodurch  man  ein  vollstän- 
diges Vierseit ,  also  noch  drei  andere  Geraden  erhält,  bei  solchen  vier 
Geraden  die  Summe  der  Bogen  stets  gleich  oder  doch  nur  um  2n  verschie- 
den ist. 

Bei  den  speciellen  Curven,   welche  einen  isolirten  Doppelpunkt  be- 
sitzen, fallen  die  beiden  von  w  an  den  Theil  S  gehenden  Tangenten 

«•a:,  -|-  a:,  =  0  und  /J'a-,  +  a:,  ==  0 
in  die  Gerade  zusammen,  welche  w  mit  dem  Doppelpunkte   verbindet; 

daher  wird  ^ 

«  =  p. 

Dann  aber  verschwinden  die  Moduln  der  elliptischen  Functionen  und  die 
Argumente  der  letzteren  werden  den  Amplituden  gleich.  Es  treten  also 
die  Kreisbogen  selbst  aii  die  Stelle  der  Argumente,  und  man  kommt  auf 
die  Beziehung  zurück,  welche  in  dem  angezogenen  Aufsatze   den  Aus- 


„Elliptische  Functionen",  S.  94. 
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gangspankt  bildete*,  mit  dem  geringen  Unterschiede,  dsss  hier  zwei  am 
2n  (und  nicht,  wie  dort,  um  n)  verschiedene  Bogen  denselben  Punkt  be- 
stimmen. 

Die  dort  von  den  reellen  Punkten  dieser  speciellen  Curven  bewiesenen 
Sätze  bleiben  nun  giltig  sowohl  bei  den  allgemeinen  Curven  der  zweiten 
Art,  als  auch  bei  denen  der  ersten  Art;  doch  kommt  bei  diesen  dann  nur 
der  Theil  ü  in  Betracht. 

Prag,  im  Juli  1872. 


*  Vergl.  „Ueber  fortgesetztes  Tangeuteiiiiehen  etc.",  Math.  Annal.  Bd.  I  8.  520. 
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XVL 
Krystallometriflohe  Formeln. 

Von 

Dr.  Gustav  Jünghann 

in  PerUberg. 


§1. 

Die  Behandlung  der  krystallometrischen  Anfgaben  vereinfacht  sich, 
wenn  man  daranf  statt  der  analytischen  Geometrie  oder  der  sphKrinchen 
Trigonometrie*  das  Princip  der  Tetraedrometrie  anwendet,  nach  welchem 
für  Gebilde  von  vier  nnd  mehr  Ebenen  nicht  Längen  und  ebene  Winkel, 
sondern  Dreiecksflächen,  Flächenwinkel  nnd  dreiseitige  Ecken  die  nächsten 
Bestimmnngsgrössen  sind,  das  heisst:  die  Grössen ^  mit  welchen  mau  zu 
rechnen  hat. 

Wie  in  diesen  Rechnungen  die  Flächenwinkel  meist  durch  ihre  Co- 
sinus auftreten,  so  werden  die  dreiseitigen  Ecken  durchgängig  darch  ihre 
il- Sinns  repräsentirt,  worunter  die  folgende  Function  verstanden  wird: 
Bezeichnen  wir  an  einer  dreiseitigen  Ecke  E 
mit  üy  by  c  die  Seiten, 
„    (»y  ßf  y  beziehungsweise  die  Winkel, 
)>    ^1 9  ^s  I  ^9  beziehungsweise  die  Höhenbogen , 
„    0  die  halbe  Winkelsumme  i(«+^+y), 
„    i  den  halben  sphärischen  Ezcess  ^ia+ß+y-^n), 
80  ist 

1)  n{£)  =  I  sina  $inß8iny=z  ^  sinb  siny  »'na  =  ^  ^^csincc  sinß^ 

2)  =^sina sinrji »  \ sinß Sintis  =^ ^ siny  sinri^ , 


*  Als  Repräsentanten  der  beiden  obengedachten  Bebandlnngsweiflen  werden 
zor  Vergleichnng  mit  unseren  Resultaten  diese  beiden  Bücher  citirt  werden  :  „Ele- 
mente der  theoretischen  Krystallograpbie ,  von  Dr.  G.  F.  Naumann.  Leipzig  1850" ; 
„Lehrbuch  der  Krjstallographie,  von  Prof.  W.  H.  Miller,  übersetzt  und  erweitert 

vonDr.  J.  Grailich.   Wien  1856*«.  (^  i 
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3)  '  n{E)  =  ^(1  —  cos*a  —  cos^ß  —  cos^y  —  2  cosa  cosß  cosy)^ 

4)  =  y[8in*  ß  sin*  y  —  {cos  a  +  cosß  cos  y )'] , 

.    5)  =y[r'Cosacos{a^a)cos{a—ß)cos{a'-'y)]y 

6)  =  y[sm  s  sin  (a — t)  sin  {ß  —  s)  sin  {y— «)]. 

Man  ersieht  leicht  [z.  B.  ans  der  Form  1)],  dass  die  acht  Ecken, 
welche  von  drei  einander  schneidenden  Ebenen  gebildet  werden,  denselben 
77- Sinns  haben  nnd  dass  der  77- Sinns  einer  Ecke,  deren  Kanten  parallel 
werden,  Nnll  wird. 

§2. 

Seien  anf  drei  schiefwinkligen  Axen  (Fig.  l)die  Grund  parameter* 
DAr=p,,     DB^p^,     DC=^p^, 
8o  bezeichnen  wir  die  ParAraeterdreiecke 

CDA  =  i  p^p^  sin{ptpt)  =  Ä, 
ADB=i^p^p^sin{ptp;)=zc 

und  das  Schlussdreieck 

ABC^4, 

ferner  die  Cosinus  der  Winkel  der  Parameterflächen 

co*(6c)  =  a,     cos{ca)=:ß^     cos{ab)  =  y\ 
die  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  Schlnssdreieck  mit  den  Parameter- 
flflchen   bildet,    und  zwar  der  aus  dem   Innern   des  Tetraeders 
DABC  bestrahlten: 

cos  {da)  =^6^     cos{db)  =  B^     cos{dc)^=i;. 
Die  77- Sinns  der  bei  D^  A^  B,  C  gebildeten  Ecken  bezeichnen  wir 
77(«ftc)  =  />,     n{dbc)  =  A,     n{dca)r=B,     n{dab)  =  C. 

Schneidet  eine  zweite,  dritte  . . .  Fläche**  /,  d". . .  die  Axen  in  y,  ß',  C\ 
Ä\  B[\  (?"...,  so  haben  für  die  dadurch  gebildeten  Tetraeder  ü Ä ff C\ 
BÄ'WC" ,.,  die  accentuirten  Buchstaben  a',  b\  c,  d',  «',  f',  -/,  ^,  C,  «"... 
die  analogen  Bedeutungen,  während  « ,  j3,  y,  7>  für  alle  dieselbe  Bedeutung 
beibehalten. 

Znr  Bezeichnung  der  Lage  der  Krjstallflächen  bedienen  wir  uns  der 
Mi  II  er 'sehen  „Symbole**  (^vp)i  worin  ^,  v,  ^  (positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  oder  Null)  Divisoren  der  Orundpararoeter  i^i ,  p\^p%  sind, 
so  dass  also  die  Lagen  der  mit  a,  6,  c,  (/  parallelen  Flächen  durch  (100), 
(010),  (001),  (lli)  bezeichnet  werden,  und  wenn  z.  B.  (Fig.  I)  ])Ä'^\DAy 
Dff'^\DB,  DC"=J)C  ist,  die  Lage  jeder  mit  aTB'C"  parallelen  Fläche 


*  Siehe  Naumann* s  „Elemente",  §  35. 

**  Unter  „Fläche**  ist  immer  eine  ebene  Fläche  und  unter  „Ecke**  ein«  dre  i- 
B  e  i  t  i  g  e  Ecke  za  verstehen.  ^  ^ 
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durch  das  Symbol  (131)  oder  (-Isi)  bezeichnet  wird  (vergl,  Miller*s  Lehr- 
buch, SS  4  —  7).    Es  sind  nun 

die  Dreiecke  d,  a,  6,  c,    d[y  a^  b\  c\  i(\  «"..., 

,,    n- Sinus   A  ^,  ^.  ^.    ^'f  ^,  ^'»      ^''..., 

„    Cosinus         ft,/9,  y  und 

d,  f,  f,         6\  6,  t,        6"..., 

„    Indices  ^,  v,  9,         fi',  v  ,  9',        fi"... 

die  Grössen,  durch  welche  sich  die  Lösungen  der  krystallometrischen  Fun- 
damentalaufgaben  in  geschlossenen  und  übersichtlichen  algebraischen  For- 
meln ausdrücken  lassen. 

§3. 

Man  bezeichnet  bekanntlich  in  einem  ebenen  oder  sphHrischen  Drei- 
ecke, dessen  Seiten  a,  6,  c  und  dessen  Winkel  beziehungsweise  a,  |3,  y  sind, 
den  Quotienten 

a  h  c    sina      sinb      sine 

sina      sinß      siny      '   '      sina      sinß      siny 

als  den  Mo  du  Ins  des  ebenen,  resp.  sphärischen  Dreiecks.    Es  seien 

m^,  m^^  m^,  m,  die  Modnli  der  Dreiecke  cf,  a,  6,  c  (S  2) 
und 

Afo,  Afi,  A/,,  M^  die  Moduli  der  Ecken  hei  Z>,  ^,  /?,  C. 

Bezeichnen'  wir  nun  yorübergehend  die  Strecken  (Fig.  2) 

so  ist  1 

qx  =  m^sin  {q^  q^^)  =  m»  sin  (p,  p,)  , 

=  m^Mi  sin a^ntiMo  sinuy 
also 

m^Mi  =  m,  ^<,  oder  m^:  »i,  ==  M^iM^ , 

d.  h.:    Am  Tetraeder  verhalten  sich  die  Moduli  zweier  Drei 
ecke  wie  die  Moduli  der  gegenüberliegenden  Ecken.    Wir  be- 
zeichnen demnach 

-^  M^     M,      M^      ^,      '*• 

Nun  ist  ferner  (Fig.  2) 

«  =  iPtP8*«>»(PtPi) 
=  i  m,  «Vi  (p,  g,)  m,  sin  (p,  ^r,)  Wn  (p,p,) 
=  \fn^M^  sin t  m^ M^  sin i M^ sin a 
=  ^  fi ilf, ^ff  n,M^M^ Mq  sin a sin e  sin i 

=  II^MqMi  ^2  ^8  •  i  ^i  **"  Of  «Vi  8  wi  f 

=  (i^Mq  M^M^M^.^sin  {q^  q^)  sin  9  sin  i 
f^M^M,A!^M,.A  [nach  1)2, 


also 


a 
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Aas  der  symmetrischen  Form  dieses  Ausdrucks  ersieht  man,  dtss 

d.  h.:    Am  Tetraeder  verhalten  sich  die  Dreiecksflftehen  wie 
die  il-Sinus  der  gegenQberllegenden  Ecken. 
Wir  bezeichnen  demnach  den  Quotienten 

^  Ä     B     C     D      ^ 

als  den  Modulus  des  Tetraeders. 

§4. 

Denken  wir  uns  die  Projectionen  von  je  drei  Dreiecken  des  Tetraeders 
DABC  ($2)  auf  die  Ebene  des  vierten,  so  ergiebt  die  Anschauung: 

'  di=z  —  ay  +  b  —  cay  dfcs  — aj5  — 6a  + c. 

Addirt  man  diese  Gleichungen ,  nachdem  man  sie  der  Reihe  nach  mit 
d^  Oy  b^c  multiplicirt  hat,  so  ergiebt  sich 

10>  (r  =  a«  +  6*  +  c*  — 26ca  — 2ca/J  — 2a6y. 

Dividirt  man  die  Formel  0)  durch  Wl ,  10)  durch  Wl\  so  wird  nach  8) 

^  Di^  —  Ay+b—Ca,    DI:==—Aß^Ba  +  C; 

12)  D^=^A*+B'  +  C^'-2BCa-2CAß'-2ABy. 

§5. 

Ist  (fiV^')  das  Symbol  einer  Fläche  cf  (s.  S  2) ,  so  ist  offenbar 

X  f        <i         .,        b  ,        c 

13)  a  =  -7-, ,      ft  =  _--  ^      c  =  -7-7. 

VQ  Qfl  (IV 

Da  nun  nach  10) 

d'»=a'«  +  6'«  +  c'«-2ftV«-.2cV/5-2a'ftV. 
so  ergiebt  sich  durch  Einsetzung  der  Werthe  13) 
14)  fi'vVV=  |/(^''«'  +  v'^Ä«  +  Q* c« -  2 VQbca  - 2pV'c«/J  -  2fiVa6y). 
9     Wir  bezeichnen  hinfort  diesen  Ausdruck 

fivQd^e^    (i  V  Q  d  =^6  ^ 
allgemein 

(Ir)  Ir  k  k  kk  kk  kk 

15)  e  =  j/(ft'a'  +  v'6*+^*c*  — 2vp6co  — 2^^ca/5  — 2f4va5y) 

Die  Winkel,  welche  die  Fläche  cT  mit  den  Parameterflächen  macht,  er- 
geben sich  nach  9)  aus  den  Gleichungen 

jß  0  =A      II  a    —  V  oy  —  Qcp^ 

16)  e  B  =^--  fiay  +  v'b    —gca^ 
«'{;'==  —  ^'a/J  —  vb  a  +  dfc. 
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§6. 

Den    Winkel    zweier   gegebenen  Flftchen   d*,   rf"  zn    finden 

(Naumann,  „Elemente",  S  33;  Miller,  „Lehrbach**,  $ 227). 

Wir  können  nns  die  beiden  Flächen  d',  <t\  ohne  ihren  Winkel  xn  ver- 
ändern, parallel  !nit  sich  selbst  so  fortgerückt  denken,   dass  ihre  Durch 
Schnittslinie  eine  der  Axen ,  s.  B.  p,  schneidet.   Es  sei  in  Fig.  3 

ihr  Dorchschnitt  AF  und  der  Cosinus  ihres  (vom  Axenmittelpnnkte  D  be- 
strahlten) Winkels  9>.  —  Es  ist  nun  aus  dem  Tetraeder  if' AFff^  wenn  wir 
uns  auf  das  Seitendreieck  AFB'  die  drei  anderen  projicirt  denken: 

A  B'F=:  —  ff'FA  .  9>  -  B''EfF.  t'-  B!'ABI.  f , 
und  ans  dem  Tetraeder  CAFC'\  wenn  wir  uns  auf  das  Seitendreieck  AFC 
die  drei  anderen  projicirt  denken: 

AFC'^-C"AF.tp+  C"FC\  d'+  C"AC' .  i'. 
Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man,  da 

AB^F+AFC'^dt, 

C'FC'^  B'B'F^a^DB'FC"--  (a'-  DB'FC")  =  «'-  a\ 

C"AC'^b'--b'\ 

Es  ist  aber  nach  9)  auch 

also  ergiebt  die  Subtraction  einer  dieser  Gleichungen  von  der  andern 

eine  Formel,  deren  Sinn  auch  ausgedrückt  werden  kann  durch 
17a)  -  ittp  =  «'y'+  6'«"+  c'i\ 

Man  kann  sich  auf  demselben  Wege  leicht  überzeugen,  dass  diese 
Formel  auch  für  den  Fall  gilt,  wenn  die  Durchschnittslinie  AF  der  Flächen 
d'j  i'  nicht  in  den  Eckenraum  DABO  fällt,  sondern  etwa  wie  in  Fig.  4;  es 
muss  dabei  nur  festgehalten  werden,  dass  unter  ^  immer  der  Cosinus  des 
von  T>  aus  bestrahlten  Winkels  der  Flächen  cTd"  zu  verstehen  ist. 

Ersetzt  man  in  17)  die  i\  %\  t^  durch  die  aus  9)  sich  ergebenden 
Werthe,  so  wird 

-  d'd'V  =  aa'+bT+  cc'--  {b'c'+b"c')  a  -  {c'a"+c''a)  ß 
'®)  -.(a'6"+a"6')y. 

Sind  nun  (^'vV)»  (f*'VV')  tl»e  Symbole  der  beiden  Flächen  tf^  d^,  so 
ergiebt  sich  nach  13)  und  15)  ans  17),  17  a)  und  18) 
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§7. 
DWidirt  man  17)  durch  SR',  17  a)  durch  ^\  so  hat  man  [s.  8)] 
21)  -  />g,  =  ^"6'+  ri'+  C"r  =  j'd"+  BV'+  €'r, 

nd  ans  Gleichung  18),  wenn  man  sie  durch  HR" SR''  dividirt: 

I>«9  =  ^^'+  5'ä  "  +  C' C"  «  (^C"+  5"(70  «  =  (C'^"+  C"^  jJ 

Der  durch  die  Gleichung  21)  ausgesprochene  Satz  drückt  in  beschränk- 
ter Weise  einen  der  tetraedrometriscben  Fundamentalsätze  aus,  welcher  in 
Junghann's  „Tetraedrometrie**  (Gotha  186*i/03)  in  $51  das  allgemeine 
Gesetz  ausspricht,  welches  für  die  von  fünf  einander  schneidenden  Ebenen 
gebildeten  Winkel  und  Ecken  stattfindet. 

§8. 

Den  J7-Sinus   der  Ecke  bei  F  (Fig.  8,  4)  zu  finden,   welche 
zwei  gegebene  Flächen  tt^  cf'  mit  einer  der  Parameter- 
flächen a  bilden. 

Im  Tetraeder  AFC'C"  ist  bei  F  die  Ecke  (ad'O»  ^e'«°  77- Sinus  wir 
mit  F  bezeichnen,  und  bei  A  die  Ecke  {bcfd").  —  Nach  der  ersten  der 
Gleichungen  11)  ist  nun 

F^n{bd:(t').y'^Ci"+c''i  und  n{bd^(t')  =  Fy^crs"+(r'i\ 

also 

F=  (Fy  -  er  +  C'i')  y  -  C'€''+  C"i\ 
also 

F  (1  -y«)  =  C"  (/a  +  e')  -  C'(y a"+  o. 

Aus  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  11)  erkennt  man  aber 
leicht,  dass 

wodurch  die  vorhergebende  Oleichnng  übergebt  in 
83)  DF=  B'C"—  ETC'. 

§9. 

Den  77-Sinus  der  Ecke  dreier  gegebenen  Flächen  zu 

finden  (vergl.  die  Bemerkung  am  Ende  des  S 1)- 

<  Die  Ecke  dreier  Flächen  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  Flächen 
sich  selbst  parallel  beliebig  verschiebt.  Wir  können  sie  also  auch  so  legen, 
dass  ihr  Eckpunkt  in  eine  der  Axen  Hillt,  etwa  in  A  (Fig.  5).   Seien 
AffC^i,     Aff'C"r=.i\     AB'"C"'^r 
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die  drei  gegebenen  FtMcben ,  welc&e  die  Blieiie  a  ii»ter  Winkeln  schneiden, 
deren  Cosinas  i\  i'\  ii"  seien  (wobei  wieder  die  Winkel  verstanden  wer* 
den,  welche  ans  dem  Innern  der  drei  Tetraeder  DABO  bestrahlt  werden); 
seien  A^^  B^^  C^  die  DnrchschnitUpnnkte  resp.  von  a^'i'\  aJ"i^  adti\  so 
8t  in  dem  Tetraeder  ^i^,  ^((7,,  wenn  ^i,  i^n  C^  die  JD* Sinns  der  Ecken 
bei  Aiy  Bi^  C|  bezeichnen,  nach  11) 

Nnn  ist  aber  nach  23) 

DA,  =  B'C'"-^  Brr/\     DB,  =-  (^"C'-  ß'C"),     DC,  =  B'C"-^  Bf'€\ 
also  ist 

DTl[ääT)  =  (^'C'"-  Be"C")  y+  (^"C  -  Ä'C'")-^"+  {Brc"^B"C')  6'" 
und,  wenn  man  für  b'y  ö'\  6'"  die  ans  ll)  sich  ergebenden  Werthe  einsetzt: 
.  D'  n  {ifif'd'")  ==  {B"C'"^B'''C")  (^'- BTy^C'ß) 

+  (r'c'-iro  {^"-  B"y^c"ß) 

+  {B'C"-- B^'C)  {A'"--  ä"V-  O) , 
was  sich  redncirt  anf 

D'nictrif")  =  (zr'c'"- /?'V)  ^+  {b^'C^b^c")  ä' 

oder  auch 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  9)t' 9t"  9R"'i>,  so  wird  daraus  nach  8) 

d'd'd'"  n(d'i'i")  =  [(ftV-  yV)  a'"+  (c'a"-  cV)  r 

^  +(fl6"-ö"6')c"TÄ 

Sind   (fi'vV),  (f*VV).  (^'VVO  die  Symbole  der  drei  Flächen  </, 
d\  i'\  so  erhält  man  durch  Einführung  dieser  Zahlen  nach  13)  und  15) 
.        eee    n(<f(f  (f  )  =  {(v^  — v  p  )  ^  +(^fi  — p  f*)  v 

Gehören  die  drei  Flächen  einer  Zone  an,  so  ist  der  J7« Sinus  ihrei 
Ecke  Null ,  also  drückt 

27)  (i^^  —V  ^)^   +(p^  — p  ^)v   +(^v  --^  v)(>    »0 

die  Bedingung  aus,  dass  drei  Flächen  in  einer  Zone  liegen  (s.  Miller' s 
„Lehrbuch'',  %  21). 

§10. 
Veränderung  des  Azensystems  (Naumann  SS  48— 45,  Miller 

S  29  flg.). 

Sei  in  Beziehnng  auf  ein  gegebenes  Axensjrstem ,  dessen  Paratneter- 
dreieeke  die  Verhältnisse  a\h\c  haben,  und  unter  den  Winkeln,  deren  Co- 
sinus Oyßty  sind,  gegen  einander  geneigt  sind  (S2),  das  Symbol  einet* 
Fläche  d^s=z(J|k^v^Q^)  gegeben.  Drei  andere  Flächen,  welche  nicht  einer 
Zone  angehören,  haben  die  Symbole 
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ir=(/»V),  <r=(A''*'^.  d"'=(f»'"»'"r). 

Sollen  nun  die  Dorchscbnittslinien  dieser  letzteren  die  Axen  eines  neuen 
Systems  werden ,  so  sind  zn  berechnen 

1.  ihre  Flächen winkel  co*(rf"d^')  =  o',  ro»(rf"V)  =  |5',  cos{(fi')^j\ 

2.  die  Verb  Kitnisse  der  nenen  Azendreiecke  a,  :6,  :c, ,  welche  von  der 
Ebene  d^  anf  den  Flächen  «f',  dt\  i"  abgeschnitten  werden. 

1.  Man  berechne  zuerst  nach  14)  nnd  15) 

«'=|/(^'«a«  +  v'«6«  +  p'V  —  2  vV*<^«  '-2Qfi'caß^2(iVaby) , 
27)  e"=  K  (m"*ö*  +  »'"•**  +  e"*^*  -  2 v^Q^bca  -  2Q'ii"caß  -  2fiV'fl6y), 

Dann  werden  die  Cosinos  er',  j?',  /  der  Winkel  der  nenen  Parameterfliehen 
nach  20)  gefunden  auR  den  Gleichungen 

—  «e   o  =  fif4^  a<^vv    r  +  Q  Q   er  —  (v  g   +v  g  )oea 

28)      —  e   e  p  =  fi    fia'  +  v    vb^  +  g   ^c*— (v    ^+^9    )6cä 

—  ^   f*+^f*   )cajJ  — (ft   v  +  fiv^a6y, 

—  ee  y  =fif*  fl+vv  o'  +  ^^cr  — (vp  +»  ^)6ca 

—  (^V'+^V)  ^«/^  —  (**V'+^V)a6y. 

2.  Den  17-  Sinns  />,  der  nenen  Parameterecke  finden  wir  nach  28)  au 
der  Gleichung 

(«  ee  e   2),  =  {^  (v  p   — v  P  )  +  v  (p  f*  — P   ^  )  +  p  (f*  v  — f*   v)\abcb, 

bezeichnet:  S^abcD\ 

den  17 -Sinus  A^  der  Ecke  d^i'i"  aus 

bezeichnet:  S^abcD; 

den  i7- Sinus  B^  der  Ecke  d^i"i  aus 

«,  «'V5,  ==  ifif  (v'V— •''p'")  +  vi  (p'V— pV")  +'pi  (f*"V— fiV")}  «*cZ>, 
bezeichnet:  S^abcD; 

den  il-  Sinus  6^|  der  Ecke  cf,  cTif'  ans 

e,eV'C,  =  {^i(v'p"— v'V)  +  »'i  (pV  — pV)  +  Pi  (f»'v"— /V)}a6ci^, 

bezeichnet:  S^abcD, 
Aas  den  drei  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich  nach  8) 

flf,  :6,  :c,  =  A, :  ß,  :C,  =  S.e':  Ä,e":  S^e" 
oder 

I  /     //    '^^  '//    '/\      I  /     '/     9ff  fff     //v      ,  /     #/    ft9  »ff    tf\  I      / 

«!_     {fti(v  p  -V  p  )  +  Vi(p  f*  -p  ft  )  +  pi  (f*  V  — fi  y j}g 

30)    ^=    {^i(v    p  —  vp    )  +  yi(p    f*-pft    )  +  Pi(f*    V  — ft»   )}^     - 

^1  IMiC^'P  —V  p)  +  vi  (Pf*  — P  f*)+pi  (f*v  — ft  v)}e 

Wird  nun  fttr  das  neue  Axensjstem  die  Fläche  d^  als  Octaidflflcbe 

(111)  angesehen,  so  sind  in  SO)  die  Verhältnisse  ii:6:c  der  Parameterdreiecke 

dargestellt.    Wird  aber  in  dem  nenen  Systeme  der  Fläche  d^  ein  anderes 

Symbol  (fiiVi^,)  angewiesen  und  bedeuten  a:ö:c  die  Verhältnisse  der  Drei- 
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ecke  der  Grundparameter,  so  sind  durch  die  rechte  Seite  von  (80)  nicht  die 
Verhältnisse  a\b:c,  sondern  a^xb^ic^  ausgedrückt.    Es  ist  aber  nach  13} 

also  sind  die  gesuchten  Verhältnisse 

31)  a:6:c  =  -i-:-l— :-»—    fs.  29). 

ft       •'t         et 

Fortsetzung. 

Nach  den  bisher  ÜbUchen  Bechnungsmethoden  wird  man  nicht  nach 
den  Verhältnissen  der  Parameterdreiecke,  sondern  nach  denen  der  Grund- 
parameter selbst  fragen. 

Dagegen  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  für  die  tetraedrome- 
tri  sehe  Behandlung  der  krjstallometrischen  Aufgaben  die  Frage  nach 
den  Verbältpissen  der  Parameter  PiiPt'Pn  sowie  nach  den  Winkeln  der- 
selben überall  ohne  Werth  ist,  da  hier  nur  die  Verhältnisse  von  Flächen 
(aibic)^  Flächenwinkel  und  Ecken  als  Rechnungsgrössen  auftreten ,  welche 
auch  nach  der  Bemerkung  inNanmann's  „Elemente**  (S  12,  Anm.)  für  die 
Kry stallformen  die  bestimmenden  Elemente  sind. 

Will  man  aber  für  andere  Zwecke  auch  die  Verhältnisse  PiiPt'Pt 
und  ihre  Winket  (PsPt))  (PtPi)»  (PiPt)  haben,  so  kann  man  zunächst  aus 
der  ersten  der  Gleichungen  29)  oder  auch  mit  den  aus  28)  gefundenen  Wer- 
then  u\  /?',  /  nach  einer  der  Gleichungen  8)  bis  6)  (am  bequemsten  aus  6)] 
den  17- Sinus  D^  der  neuen  Axenecke  berechnen  und  dann  nach  1) 

Daraus  ergiebt  sich  ferner 

PtPs^i  .  PsPiA  PiPl^l 

srnpsmy  smy  smp  smu  smp 

woraus  folgt 

sincL    sin  ff  siny 
a,         ft,        c, 

§12. 

Aus  den  Flächenwinkeln  der  Parameterecke  und  zweien 
der  Winkel,  welche   die  Fläche   d'=(^V^)  mit  den  Para- 
meterflächen macht,  die  Verhältnisse  der  Parameterdrei- 
ecke zu  finden  (Miller,  „Lehrbuch**,  $ 228). 

Seien  die  fünf  Winkel,  deren  Cosinus  o,  ^,  y^  e",  {;'  sind  ($  2),  gegeben, 
so  sind  nach  8)  bis  6)  auch  D  und  Ä  gegeben.   Man  hat  dann  nach  11) 

Di=.-jy+B'-c'u,  i>r=-^^-Ä'«+,c;,,3dby Google 
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worsot  Mck  ergiabt 

Somit  und  Ä^  J^«  C  bekannt  und  ec  Ut  nmch  8)  und  13) 
auo 

35)  a:6:c=-7: -r: -7 

fl      V      ^ 

und  naeh  33) 

^.  fft'ma   vsin^  9^7 

»)  Pi'Pt'P9^—^-  '~Er'C^' 

Sehr  eiBllMh  «nd  hSofig  snr  Verwendoni^  kommend  ist  die  Bereekomif 
des  VerhSltnisses  nur  sweier  Axendreiecke ,  s.  B.  b'ie  fllr  eine  FlSdn 
{jL\'q')^j(ffC'  (Fig.  6)  in  dem  Falle,  daas  man  die  Winkel  c",  C 
kennt,  welcke  die  dnrch  ffC  gelegte,  snr  Axe  p,  parallele  Fliehe 
V(fÄ'jt*!^{fiwq)  nut  den  Parameterflftcben  b  und  c  macht  Denn  legt 
man  eine  Ebene  EFG  senkreekt  an  der  Axe  Ptt  ^  ^i^ht  man,  da#0,  wo  aveh 
immer  Ä  in  der  Kante  p,  liege ,  das  VerhSltniss 

37)  b'ie^BGiEF^Hni'zsmt" 

ist. 

§  13. 
Das  Sjmbol  einer  Fläche  zu  finden,  welche  auf  swei  ge« 
gebenen  Flächen  senkrecht  steht  (das  Sjmbol  des  Zonenkrei* 
ses  sweier  gegebenen  Flächen  nach  Miller,  SlO;  vergl.  N  an  mann, 

$86). 

Seien  {^'vq)%  (fi'v'g^')  die  Symbole  sweier  gegebenen  Flächen, 
(fifVipi)  das  Sjmbol  ihres  Zonenkreises.  Da  tf,  auf  ^  nnd  d"  senkrecht 
stehen  soll,  so  ist  sowohl  cos{(td,)s=0^  als  co^(d"tf|)=s:0,  also  nach  17) 

woraus  sich  durch  successive  Eliminirnng  von  c, ,  6; ,  a^  ergiebt 

88)  ^  =  ^=f'd"-jrr. 

Die  Cosinus  i',  «',  {',  d",  c",  {;"  ergeben  sichsaus  den  Formeln  16). 

Man  kann  auch  ebenso  leicht  die  Verhältnisse  der  Cosinus  der  Winkel 
finden,  welche  die  Ebene  des  Zonenkreises  mit  den  Parameterebeneo 
macht;  denn  es  ist  nach  17} 

fl'»i  +  *'•,  +  c't  =  0,     a"d,  +  b"t,  +.c"fc  =0, 
woraus  «ich,  wie  oben,  ergiebt 

89)  t^=:rcV--,cV  «(^V-^V)ca=i(^^^--gy);^. 
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§14. 

Die  Bedingung  auszudrücken,  dass  drei  gegebene  Flächen 

in  einer  Zone  liegen  (Miller,  $21). 

Drei  Flächen  i^  i\  dt'\  die  einer  Zone  angehören,  stehen  auf  einer 
vierten  cf,  senkrecht,  also  ist  nach  17) 

woraus  folgt 

*/vV  /L*     "  L"     'S        ftf    t       f     '     ff  ff     f\     xßff    I       /      *   •''  'I  Xf\       ftf  A 

40)  (6  c— 6cja-|-(ca— ca)6+(a6— aft)c=aO. 
Daraus  folgt  wieder  nach  13) 

-,\  I    f   ff  ff   f\      ff  \     I    t    9f  tt    /v      #//  ,     f    »    n  »t   »V      *n        ^ 

41)  (vq^vq)(i   +{Qli  —Q  (a)v   +(mv— f*v)^    =0. 

Diese  Bedingungsgleichung  ist  schon  unter  27)  auf  einem  andern  Wege  ge- 
funden. 

Eine  andere  Bedingungsgleichung  ergiebt  sich  so:  Nach  17)  ist  auch 

woraus  folgt 

42)  (a'f-  b" r)  «'"+  (f'i' -  ra')  b"+  (d-e"-  «"0  T  =  0. 

§16. 

Die  Bedingung  auszudrücken,  dass  eine  Fläche  cf|  in  den 

beiden,   durch    d',  d^'  und  durch  (f",  d^  bestimmten  Zonen 

liegt  (nach  Miller,  $  17). 

Bezeichnen  wir 

r    /#  #/    f  '#/    TV  TV     '"  » 

v^  —  v^  =  m,     V   ^v—  v^v^    =m, 

/     //  »ff  »ft     TV  TV      '"  ' 

pft— ^^=n,     ^   /i^^— ^1^^    =n, 

f    ft  »f     t  ttr    TV  TV     "'  ' 

so  ist  nach  41) 

m^,  +  w  V,  +  r^,  =» 0,     m>,  +  n  v,  +  r'^,  =  0, 
woraus  folgt 

43)  ftf :  Vi  :^i  =  wr'—  nV  :  rm —  rm  :  m«'—  m"n. 
Bezeichnen  wir  ferner 

so  ist  nach  42) 

woraus  folgt 

44)  Ät :  C| :  ti  =  ^V^ »'—  tf;'o) :  co  g)'—  »V  :  9?  ^  —  9'i(>, 
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§16. 

Relationen  zwischen  den  Symbolen  und  den  Flächen- 

winkelh  dreier  Flächen,  die  einer  Zone  angehören. 

^  Seien  i ^  i\  ä"  drei  aufeinanderfolgende  Flächen  einer  Zone,  welche  die 
Axenebenen  a  in  B'C\  B'C\  ff"C'"  schneiden  (Fig.  7).  Seien  6\  d^,  T'  die 
Costnus  der  ans  dem  Eckenranme  der  positiven  Axen  bestrahlten  Flächen- 
Winkel  ((Ta),  {d"a),  (rf"'a),  ferner  ^, ,  ^, ,  C,  die  TL  Sinus  der  Ecken  {ai'dT'), 
{att"(f)f  {acfct');  endlich  seien  die  vom  Axenmittelpankte  bestrahlten  Flä- 
chenwiukel  {€t'ct"\  {d'"i)^  {^^')  bezeichnet  beziehungsweise  durch  (2,  3), 
(3,  I),  (1,2).    Offenbar  ist 

45)  (1,3)  =  (1,2) +  (2,  3) -180«. 

Das  Prisma,  welches  die  Ebenen  et,  ä\  dt"  mit  a  einschliessen ,  kaun 
als  ein  Tetraeder  AA^B^Cx  (s.  Fig.  5)  angesehen  werden,  dessen  eine  Ecke 
(bei  ^  den  17- Sinus  Null  hat  (s.  $  1  am  Ende).    Es  ist  daher  nach  11) 

4Ö)  ^,d'-5,a''+c,a'"=o.* 

Die  drei  parallelen  Durchschnittskanten  der  Ebenen  dt,  <f ,  eT"  haben 
gegen  die  Ebene  a  gleiche  Neigung.    Bezeichnen  wir  sie  mit  17,  so  ist  nach  2) 

-^1  e=t  4  sin  (2,  8)  $in  17 ,     ^,  =  J  *t>i  (1,  3)  sin  ly ,     C,  =  J  «n  (1,  2)  sin  'q , 
also  ist  nach  40) 

sin  (2,  3)  .  a'—  sin  (1.3).  d"+  sin  ( 1 ,  2)  .  6'"  =  0. 
Ebenso  lässt  sich  für  die  Durchschnitte  der  drei  Flächen  cf,  (f ,  öt"  mit 
den  Axenebenen  b  und  c  dieselbe  Gleichung  für  «',  «",  «'"  und  für  f,  t'',  j'" 
beweisen;  also  haben  wir 

sin  (2,  3) .  a'—  sin  (1,3).  d"+  sin  (l,  2) .  6'"=  0 , 

47>        sin (2,  Z) .  %  —  «>i (1,3).  «"+  «« (1,2).  /"=  0 , 

m(2,  3)  .  f'—  sin  (l,  3) .  {;"+  sin  (l,  2) .  t'"  =  0. 

Setzen  wir  für  b\  «',  f...  die  ans  11)  sich  ergebenden  Werthe,  so  ist 

i^^^B'y^C'ß)  sin(2,  3)  -  {a"-- B^'y^C'ß)  sin{\,  3) 

+  (^"'-^"y-.C'"/J)5,>,(l.2)  =  0, 

(-  Aiy+B^-Ca)  sin{2,  3)  -  (-  ^"y  +  ^'-C'V)  ««  (I,  3) 

+  (-  ^"y  +  ß'"-  (7"'a)  m  (1.  2)  =  0 , 

(-^^-^a+CT)  wi(2,  3)  -  (--y'/3-  ^?"a  +  i7")  «>i(l,  3) 
+  (-  O-  ^'"«+C"")  «Vi  (1,  2)  =  0. 

*  Man  kann  hier  mit  Recht  einwenden ,  dass  dieser  Scbluss  nicht  ganz  richtig 
ist,  da  die  (ileichnngen  II)  vermittelst  des  Satzes  8)  aus  den  Gleichungen  0)  her- 
geleitet worden  sind,  nuf  welche,  wenn  drei  Kanten  des  Tetraeders  parallel  werden, 
der  Satz  b)  sich  nicht  anwenden  lässt.  Da  es  sich  aber  in  diesem  Aufsätze  mehr  um 
die  Anwendung,  als  um  die  Begründung  der  tctraedrometriFchen  Hilfssätze  bandelt, 
so  möge  hier  die  Hinweisnng  darauf  genügen ,  dass  in  J  unghann 's  „Tetraedro- 
metrie"  (I,  S. '20  u.  30)  die  Gleichungen  II)  auch  unabhängig  von  9)  bewiesen  sind, 
und  so»  dass  sie  auch  fürdas  Prisma  Gütig keit  haben. 
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Die  erste  dieser  Gleichangen  lässt  sich  so  ordnen : 

J'sin{2,  3)  — ^'«>i(l,  3)  +  A'"sin{l,  2)      1 
-«  [ff  sin  (2.  3)  -  B"9in  (1,3)  +  B"' «it (l,  2)]  y  [  =  0. 

Schreiben  wir  dies  abgekürzt: 

so  werden  die  obigen  Gleichangen 

M'-Ny^Rß^a,     ^Afy+  N'-ka^O,     -  jftr/5  -  iVo  +  Ä  =  0. 
Die  Aaflösong  dieser  Gleichnngen  nach  M  ergiebt 
^(l  — «•—/?— y«—2a/5y)  =  0. 
Der  eingeklammerte  Factor  ist  />  [nach  3)] ;  da  dieser  nicht  Null  ist, 
so  ist  11=0.    Ebenso  ergiebt  sich  iV=0,  i{=0,  d.  h. 

^'««(2,  3)  —  i<"«>i(l,  3)  +  ^"«>i(l,  2)  =0, 
^m(2,.3)  —  ^'«»(l,  3)  +  ß"'sin{l,  2)  =  0, 
C'sm(2, 3)  —  C"««(l,  3)  +  C'"«n(l,  2)  =  0, 
woraus  sich  ergiebt 

W;i(l,2)        ÄB'^Ä'i        ffC"-ff'C'        C'Ä'^C'A' 

48)  m(2,  3)  =  Ä'B"'^J!"B'  «=  rc"*^B'"C''  =  C''Ä'[--C"'Ä\ 
sin{\,i)      Är'^  r'B'        ^C"  -  Ä'"C'        CA" -'CA 

Um  nun  von  den  i7-  Sinus  zu  den  Dreiecken  überzugehen,  multiplicire 
man  jedes  Glied  dieser  Verhältnisse  mit 

Dann  wird  nach  8) 

i«i(l.2)  {(ib''^ii'b')r  {t/c'^b"c)(i"  {££sz1jD^" 
S«(278)  =  {a'b'"--a"b")ir^ {b"c"--b'"c" )d  ^ 2ZEZ537 
^(1.3)       (fl'6'"-a'"Orf"       (6V'-6'V)d"       (cV''-c'V)cr 

oder  auch 

aa#m(l,  2)        ab '-ab  bc  ^b  c  ca-^-ca 

49)  a  a    ««(2,  3)  =  a6— a6  ==ö  c   —6   c  =c  a   — r   a  . 


ad  nfi(l,3)       ao   — a    6        bc  —6   c         c<i   — c   a 


a 


Setzen  wir  endlich  -r->  für  a'  u.  s.  w.  nach  13)  and  15),  so  erhalten  wir 
ee  ^m(l,2j        fiv  — fk  v  v^  —  v  ^  ft v  — fi  v 

60)  e  e     gm(2,  3J=f*   y    — fi     y    sy   ^     —y     ^    sa^  y    — ft     y    . 

§17. 

I.     Wenn    von   drei  Flächen   einer  Zone  die  Symbole  und 

▼  on    zweien    der  Winkel   gegeben   sind,    die    Winkel    der 

andern  zu  finden. 

Die  Auflösung  liegt  unmittelbar  in  den  Gleichungen  60). 
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IL     Wenn  von  drei  Flächen  einer  Zone   die  Winkel  and 

von  zweien  die  Symbole  gegeben  sind,   das  Symbol  der 

dritten  za  finden. 

Sind  von  den  drei  Flächen  «T,  d",  ä"  einer  Zone  die  Symbole  der  bei- 
den ersten  (f*'vV),  (fi'VV),  sowie  die  Winkel  (1,2),  (2,3),  also  auch 
(1,  8)  =  (1,  2)  +  (2,  3)  —  180^  gegeben,  so  ist  nach  50) 

/»'./-     Ä  V  ff    fft  f**    ft  ff    fft  rtt    ff 

e  sinytyZ) f*  v  — |ü  v        v  q  —  v   q 

woraus  sich  ergiebt 

**  fff        f  ff   .   ,^  ^^        ff  f  .   ,.  ^y. 

(IL        (ie  sm  (2,  3)  —  ^  e  sm  (1,3) 

51)  t/^=  ve' sin (2,  S)  —  v"e  sin (1,3). 

7^      ^V'^m  (2,  3)  —  Q"e  sin  (1,  3) 

§18. 

Relationen    zwischen    den    Symbolen    und    den  Winkeln 

von  vier  aufeinanderfolgenden  Flächen  einer  Zone. 

Nach  50)  ist 

gVm(l,2)     eV"m(l,3)     ee^sinjl.i)  _  e'e"sin(2,  3) 

■■  /    /#'"'"    ff    f'  ^^       /    /"  fff    f'^^      f    TV  iv    '  ^^       /'    '/^  »/'    *' 

^  t't^sin{%,  ßL)_^''^  sin{Z,  4) 

"""      /'    TV  TV    '/  *^     '"    rv  TV    f**  » 

worin  statt  y^v  überall  auch  vp  odet*  ^fi  gesetzt  werden  kann.  —  Setzt  man 
das  Product  des  ersten  und  sechsten  Gliedes  gleich  dem  Producte  des  zwei- 
ten und  fünften  und  gleich  dem  Producte  des  dritten  und  vierten,  so  ergiebt 
sich  nach  Unterdrückung  des  Factors  ^VW^ 

sin (1,2)^(3,  4)       {jiv'^^'v)  (ft "v^V-fiiVv") 
m(l,3)5i>i(2,4)  =  {j^v^-^yl^'v^  (fi"v^-fi^O 

.i>i(l,  4)  5m(2,  3)       iylv^^^^v')  (^"v" -f.'V') 
oo  I         r  '  f*       *'  '\  I   "'  rv        rv  "'\       y  '  "       "  '\  /■  "'  iv       rv  '"\ 

(v'^iv— yiv^'j  (v  >" — v"7T    (^V^^-  ^^0  ((>'V"  -  ^"V") 

Zwischen  den  Winkeln  bestehen  die  Gleichungen 
(1,3)  =  (1,2) +  (2,  3) -1800, 
54)  (2, 4)  =  (2,  8) +  (3, 4) -1800, 

(1,  4)  =  (!,  2)  +  (2,  3)  +  (3,  4)  -  360«. 

§19. 

Wenn  von  vier  Flächen  einer  Zone  die  Winkel  gegeben 

sind  und  von  dreien  die  Symbole,  das  Symbol  der  vierten 

zu  finden  (nach  Miller,  S  25). 

Seien  von  den  vier  aufeinanderfolgenden  Flächen  (f ,  ä\  ä*\  cP^  einer 
Zone  die  Winkel  gegeben  und  von  d',  (t\  ä"  die  Symbole,  und  gesucht  das 
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Symbol  von  d^,  oder  gegeben  die  Symbole  von  rf" ,  ä\  d^  und  gesucht  das 
Symbol  von  (T". 

Das  Verhältniss  — V  '  /    .  ^  -^  ist  gegeben,  und  zwar  ist  es  nach  53) 

ein  rationales.    Ist  es  gleich  —  ^  so  ist 
**  n 

55^  ^  -3s  (f*  ^  —f»  y  )  (f*    v^— fi^^v    ) _ (v  P  -^  P  )  (v    p^— yi^p    ) 
woraus  hervorgeht 

mp  (vp  —V    9j  — «^    C^p  —V  pjjv^^ 
=  {mv  (vp   —V   p)  — »V    (vp  —V  ^Jjp*^. 

In   der  sweiten  dieser  Gleichungen   kann  man  nach  50)  -r^,„ — -„;-> 

"^  vp   —  V   p 
f  ff      ff  f 

durch  -r-m — ^/—  ersetzen;  dann  ist 

Xxr  ff        r     f    »"  '"     /-v  '"       f     *    **  "    '\ 

f4*^      fiinQfiv  —  fA  v)  —  yi,   nyj^v  — ftv) 
56J  v^^  =  V  OT  (|Ä  i;   — fi   V  J  —  V   n  (fi  V  — ft  v  J  . 

Ebenso  findet  man  aus  55) 

57)  v"  =  vm  (fi  v^^fi^v  )  +  v^n  (|ü'v"—  |x"v'). 

In   den  Formeln  56)  und  57)  kann  iiv^(iv  mit  vq-^vq  oder  mit 
pfA  —  p|ii  vertauscht  werden. 

§20. 

Gegeben  sind  die  Symbole  von  vier  Flächen  einer  Zone 

und   die  Winkel  von   dreien,    zu   finden   den   Winkel  der 

dritten  und  vierten  (Miller,  S  26). 

Es  ist 

(2,4)  =  (2,3)  +  (3,4)  -  1800,     (1^4)  =  (^^3)  +  (3,43  _  igo«, 
also 

sin  (2, 4)  =  —  wi  (2, 3)  sin  (3, 4)  [coig  (3,4)  +  colg  (2, 3)] , 

sin  (1 , 4)  =  —  ««  (l ,  8)  sin  (8, 4)  [coig  (l,  3)  +  co/^  (3, 4)] , 

also  nach  58) 

cig (3,4)  +  dg  (2,3)^  m(l,3)  W>i(2,4)  ^  (fi'/"-  ft'Vj  f/VV--fi»V) 

c/^  (1, 3)  +  ctg  (3, 4)      *m  (l,  4)  sin (2, 8)       (/7^=V^CV)77^ ^'V')* 

Dies  Verhältniss  ist  ein  rationales  und  gegeben;   bezeichnen  wir  es 

durch  -  ,  80  ergiebt  sich 
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d.h. 

ctg  (»,4t) 

welche  Oleichung,  wie  leicht  zu  ersehen,  mehrfach  benutzt  werden  kann, 
je  nachdem  man  sie  nach  c^(8,4)  oder  ctg(2^i)  oderc^p(l,8)  auflöst. 

Anmerk.  Die  in  %%  10  and  20  erlangten  Resultate  sind  im  Wesent- 
lichen nicht  verschieden  von  den  Miller 'sehen  („Lehrbuch**,  %S  25  und  26). 
Da  aber  die  Miller* sehe  Darstellung  mit  wenig  Rücksicht  auf  die  Mühe 
des  Lesens  verfasst  ist,  so  ist  die  hier  roitgetheilte,  leichter  zu  verfolgende 
Uerleitnng  nnd  Darstellung  vielleicht  Manchem  willkommen. 

§21. 

Beispiel  der  Anwendung. 

Mit  dem  Wo  1  las  ton 'sehen  Ooniometer  misst  man  bekanntlich  di^ 
Winkel,  welche  die  von  irgend  einem  Punkte  im  Innern  des  Krystalles  auf 
dessen  Flächen  gefällten  Perpendikel  mit  einander  bilden,  also  die  Supple- 
mente der  Flächenwinkel  des  Krystalles.  Denkt  man  sieh  diese  Perpen- 
dikel bis  zur  Oberfläche  irgend  einer  um  jenen  Punkt  gelegten  Kngel  (die 
Sphäre  der  Projection  nach  Miller)  verlängert,  so  bezeichnet  Miller  die 
dadurch  bestimmten  Pole  der  Flächen  mit  denselben  Symbolen  (hkl) ,  wie 
die  Flächen  selbst.  Die  Berechnung  der  Krystallgestalt  beruht  nun  nach 
der  Miller 'sehen  Methode  auf  der  successiven  trigonometrischen  Berech- 
nung der  von  diesen  Punkten  auf  der  Sphäre  der  Projection  bestimmten 
Dreiecke,  von  deren  Seiten  fünf  durch  Messung  gegeben  sind,  nebst  An- 
wendung der  ton  uns  in  den  %%  10  und  20  in  anderer  Form  wiederholten 
Sätze  und  der  Formel  43)  (in  S  15  unsers  Aufsatzes).  Die  Beziehung  zu  den 
Parametern  a^b^c  (bei  uns  Pi ,  Pty  Ps)  ^^'^  durch  den  Fundamentalsatz 

a  __  b  __  c  __ 
-  cos  PX^-r  cos P7^-  cos PZ 
h  k  l 

vermittelt,  worin  P  den  Pol  der  Fläche  (AAr/),  JC,  7,  Z  die  Punkte  bezeich- 
nen, worin  die  Sphäre  der  Projection  von  den  Azen  getroffen  wird. 

Im  Miller-Grailich'schen  Lehrbuche,  $230,  sind  die  Winkel  von 
fünf  Flächen  eines  Azinitkrystalles  als  unmittelbar  gemessen  angegeben, 
deren  Pole  auf  der  Sphäre  der  Projection  die  Fig.  8  darstellen  (vgl.  Kupfer- 
tafeln zum  „Lehrbuch**,  Fig.  101) ,  nämlich 

ma?  =  40^32',     a:y  =  29^52',     m<=:44«8ö',     <»  =  32^53',     y»  =  40^51'. 
Als  Axenflächen  sind  gewählt  ms=(100),  os=(00l)  und  die  in  den  Zonen 
vy,  ix  liegende  Fläche  /"=  (010).   Die  Fläche  x  ist  als  Octaidfiäche  (111) 
bestimmt.    Mit  diesen  Elementen  ist  nun  eine  Anzahl  der  soeben  charak- 
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terisirten  Rechnungen   ausgeführt  worden  und  u.  A.  das  AxenverhXltniss 
gefunden : 

a:  6  :e»  2,023:1,076:1,580, 
=  1:0,9767:0,7810. 

Zur  Vergleichung  beider  Methoden  mögen  nun  einige  dieser  Rech- 
nungen nach  unseren  Formeln  ausgeführt  werden : 

1.  Bekanntlich  kann  man  die  Durchschnittslinien  von  jeden  drei  Flä- 
chen, die  nicht  in  einer  Zone  liegen,  als  Azen  des  Krystalls  wählen.  Wir 
wählen  daher  vorläufig  zu  Parameterflächen  drei  solche,  deren  drei  Win- 
kel gemessen  sind,  nämlich  m  als  (100)  oder  o,  y  als  (010)  oder  6,  v  als 
(001)  oder  C]  also  ist  (vergl.  S  2) 

(6c)  =  La=180"  —  yp  =  180<>  — 40^51', 
(co)  =  Z-j5  =  180®  —  mi;  =  180®  —  77<>30', 
(a  b)  =  Ly^  180®  —  my^  180®  —  70®  24'. 
Die  Flächen  /,  x  liegen  in  den  Zonen  ar,  ab]  wir  bestimmen  sie  daher 
als  /  =  (101)  =  <!',«=  (110)  =  d".    Es  ist  also 

(ad^  =  Z-a'=  m<  =  44»«ö', 
{cdr)  =  Li^tv  =32»Ö5', 
•(ad'')  =  Z.r=mj?=40»32', 
(6(r)  =  L«''=:«y  =  29«62'. 
Dass  für  diese  vier  letzteren  Winkel  nicht,  wie  fttr  a\  /},  y,  die  Sup- 
plemente der  gemessenen  Winkel  zu  nehmen  sind,  kommt  daher,  dass  wir 
in   den  Formeln  unter  6',  i,\  b'\  t"  die  Cosinus  der  dem  Ursprünge  der 
Axen,  also  dem  Eckpunkte  von  a,  6,  c  oder  von  m^  y^  v  zugewendeten 
Winkel  verstehen.    Denn  sind  (Fig.  9)  Rv,  Kt^  Km  die  vom  Centrum  der 
Projectionssphäre  auf  die  Flächen  e,  (f ,  a  jener  Zone  gefällten  Perpendikel 
und  QR^  RPy  PQ  die  Durchschnitte  ihrer  Ebene  mit  den  Ebenen  v(e\  t((f)^ 
m{a)^  so  ist 

i>jpÄ  =  /J=5l80®  — mr, 
dagegen 

QPR=zi'=.mt,     QRP^J^^iv. 

Denken  wir  uns  nun  (Fig.  10)  DA  WC'  als  die  Parameterecke ,  deren 
Winkel  ft^  ß^  y  gegeben  sind,  so  ist  die  Ebene  ^ Cr^s=  <f «=  (101)  und 
AB^'C^  d['=^  (llOJ  und  es  ist  nach  S  12,  37) 

b      sind"      ^  ^      c      sind'      ,  ^„.^ 

-  =  -:— ^  =  1,527729 ,     -  =  -r-p  =  1,291722. 

Da  wir,  weil  es  sich  nur  um  Verhältnisse  handelt,  aal  setzen  können, 
so  ergiebt  sich  daraus 

a  :  6  :  c  =  1 : 1,527729: 1,291722. 

Anmerk.  Wären  statt  der  Winkel  xy,  i9  (Fig.  8)  etwa  die  Winkel 
gegeben,  welche  eine  andere,  nicht  in  den  Zonen  my,  mv  gelegene  Fläche 
mit  zweien  der  Parameterflächen  macht,  so  würden  nach  passender^estim- 
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mtmg  des  Symboles  dieser  FIftcbe  die  Verhältnisse  axbic  nach  $  12,  80)^  bv 
berechnen  sein. 

2.  Das  Symbol  der  Flllehe  f  ftir  das  soeben  bestimmte  Azensystem  ist 
nach  $15,  da  sie  liegt  in  den  Zonen 

also 

m  =  — 1,  «  =  0,  rs=0;      f»'=  — 1,  w'=l,  /=1: 

3.  Verändern  wir  nnn  nach  $10  das  Azensystem  so,  dass  die  Fliehe 
m  =  (1003,  /"«(OIO),  »  =  (001)  and  a:  =  (lll)  wird,  so  ist  für  die  Formeln 
27),  28)  und  80) 

(^VvO  =  (ioo),  Cf*VV')  =  (oiT),  (f^'VV')  =  (ooi).  (M.v,e.)  =  (ll0), 

woraus  sich  nach  30)  ergiebt 

Ol  :  bi  i  c^  s=s  e  i  e  i  e  , 
,    Berechnet  man  nnn  e^  e\  e'"  nach  27),  so  findet  sich 
c'=a  =  l, 

e"=y(b*  +  c*  +  26ca)  =  1,008486, 
e'"=c  =1,291722, 

und  demnächst  nach  28) 

,  c  +  ba  ,_  by-cß 

=  j/(6«  +  c«  +  26c«)  '     ^"^^     ^^y{b*  +  c'  +  2bcay 
woraus  sich  die  Winkel  der  neuen  Parameterflftchen  ergeben: 

L«=82»14'37'',     Z-ir=102»30',     Z-/=90ö4'56", 
und  die  Verhältnisse  der  neuen  Parameterdreiecke: 
a,  :  6,  :  c,  =  1  :  1,00S48Ö  :  1,291722. 
Da  nun  diese  Axendreiecke  von  der  Fläche  x  abgeschnitten  werden 
und  diese  für  dies  neue  Azensystem  als  Octaidfläche  (Hl)  bestimmt  ist,  so 
sind  a, ,  6|,  e*,  die  Dreiecke  der  Gnmdparameter  und  fortan  mit  a,  6,  c  za 
bezeichnen,  sowie  wir  denn  auch  nun,  da  von  dem  ersten,  nur  zum  üeber- 
gang  benutzten  Azensysteme  nicht  weiter  die  Rede  ist,  die  a\  /^,  /  mit  a, 
/),  y  bezeichnen. 

4.  „Nach  dem  Gesetze  der  Zonenentwickelung**,  d.  h.  nach  $15(MiU 
1er,  $17)  hat  man  nun  in  Beziehung  auf  das  gefundene  Azensystem  die 
Symbole  der  Flächen,  deren  Winkel  man  berechnen  will,  in  der  Weise  zu 
bestimmen,  wie  unter  Nr.  2  dieses  Beispieles  das  Symbol  von  f  für  das  pro- 
visorische Azensystem  bestimmt  worden  ist.  Man  findet  darnach  leicht, 
dass  (s.  d.  Knpfertafel  VIll,  101  des  Miller-Grailieh*schen  Lehrboches) 

y  =  (01l),     <=(101),    p  =  (llO),     e  =  (rio),     $  =  (Tl2)  U.S.W. 

5.  Um  die  Winkel  je  zweier,  dem  Symbol  nach  bestimmten  Flächen 
zu  finden,  berechne  man  zunächst  die  sechs  Zahlen: 
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a*=l,  —26cflf  =  — 0,351309, 

6«  =  1,017044 ,      —  2c  a/J  1=  +  0,559160, 
c*  =  1,66S546,      —  2fl6  y  =  +  0,002894* 
Soll  non   z.  B.  der  Winkel  (pj)  der  Flächen  (fiVQ)^(UQf)  und 
(jä'VV)  =  (Tl2)  gefunden  werden,  so  hat  man 

nach  15): 


v'«  6«  =1,017044 

v"«6«  =  1,017044 
^"«c«=:  6,674184 

—  2vV*<^«  =  ® 

—  2  v"^"  6  c  a  =»  —  0,702798 

*— 2^Vca|S  =  0 
—  2  ^Va6y  =  0,002894 

-2^V'^fli5  =  -l»n8320 
-  2  fiV'a6y  =  - 0,002894 

«'«  =  2,019938 
%c'  =  0,1526691; 

^"«  =  6,867216 
/o^e"  =  0,4183903; 

nach 

20): 

vv 

'6»  =  +1,017044 
V=      0 

-  (vV  +  V  >')  *  c  a  =  —  0,351399 
--  (9V"+  ^'V')  ca  j5  =  +  0,559160 
—  (f* V^^  +  fi  V)  aby  =      0 


—  e  e  >  =  0,224805 
log  (—  e'c'>)  =  9,3518060— 10 

/ogreV'=  0,5710594 

Iog^ip  =  8,7807466— 10 , 
also  Winkel  (d'rf")  =  pj  =  l80«»-86°32'22"  (bei  Miller  86«35'). 
Um   etwa   noch    den  Winkel   me   der  Flächen   (jäV^')  =  (100)    und 
(fi'VV)  =  (llO)  zu  finden,  hat  man  (mit  Weglassung  der  verschwinden- 
den Glieder)  '«  »       .        j    ' 

-"  fi*ö'=:l  und  c  =  a  =  i, 

ferner 

^"«a*=      1  |[4'^'V  =  — 1 

v"«6*  =      1,017044        —  ((i'v'+  ii^v^aby  —  +  0,001847 
—  2 II  Va  hy  =  —  0,002894  —  ee"q>  =  —  0,998153 

e"'  =      2,014150  •  log  (—  ee'qi)  =      9,999197 1  — 10 

loge'=      0,1520459,    log(ee')=      0,1520459 

log'-q)=      9,8471512—10, 
also  (rfV)  =  m«  =  45n8'22",  resp.  134°4l'38"  (bei  Miller  134^430. 
In  gleicher  Weise   können  nun   mit  Hilfe  jener  einmal  berechneten 
sechs  Zahlen  die  Winkel  jeder  zwei  den  Symbolen  nach  bestimmten  Flä- 
chen mit  Leichtigkeit  gefunden  werden. 

6.  Um  nun  die  sub  3  gefundenen,  auf  die  Grundparameter  bezüglichen 
Kesnltate  mit  den  Miller* sehen  vergleichen  zu  können,  wollen  wü^noch    . 
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nach  den  Formeln  32)  nnd  33)  die  Verhältnisse  p,  :p,  :p,  nnd  ihre  Winkel 
(PtPd^  (PsPi).  (PiPt)  berechnen. 

Ans  den  sab  3  gefundenen  Werthen  der  Dreiecke  a,  6,  e  (vorher  Oj, 
6|,  C|  bezeichnet)  nnd  der  Winkel  a^  ß,  y  (vorher  a,  ß^;y  bezeichnet)  er- 
giebt  sich  nach  83) 

Pt  '  Pt :  Ps  -"  l :  0,977010  :  0,781306, 
welche  Zahlen  von  den  Miller 'sehen  nm  je  0,0003  abweichen. 

Berechnet  man  aus  den  obigen  Winkeln  der  Parameterecke  deren  Sei- 
ten ,  so  erhält  man 

(PiPb)  ==  »»•»'S",  (p.pO  =  102*37' 44",  (p.  p,)  =  91«'48'55" 
(bei  Miller  resp  82<»1,5',  10i<'44',  01*40,5'.  Der  Uqterschied  der  Resultate 
für  (PsPi)  ist  zu  gross,  als  dass  er  sich  auf  den  Unterschied  der  Rechnun- 
gen mit  fünf-  und  mit  siebenstelligen  Logarithmen  zurfickftthren  Hesse.  Bei 
der  besseren  Uebereinstimmung  der  übrigen  Resultate  ist  hier  einer  der 
Druckfehler  zu  vermuthen,  von  denen  die  betreffende  Partie  des  Mi  11er- 
Orai lieh* sehen  Lehrbuches  überhaupt  nicht  frei  ist) 
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Heber  den  Einflnss  der  Fehler  des  Spiegelseztanten  auf 
die  WinkelmesBung. 

Von 

Anton  Schell, 

Professor  der  Geodäsie  und  descriptiven  Geometrie  am  baltischen  Polytechnikum 

SU  Higa. 


(Hierzu  Taf.  V,  Fig.  1-4.) 


Jedes  geodätische  oder  astronomische  Instrument  ist  stets  mit  gewis- 
sen Fehlem  behaftet,  welche  theils  in  der  Unvollkommenheit  des  Materials, 
theils  in  der  nicht  ganz  mathematisch  richtigen  Ausführung  desselben  von 
Seite  des  Mechanikers  ihren  Grund  haben.  Einige  dieser  Fehler  können 
durch  entsprechende  Einrichtungen  an  dem  Instrumente  und  durch  ein 
bestimmtes  Kectificationsyerfahren ,  wenn  auch  nicht  vollständig,  so  doch 
bis  zu  einem  solchen  Grade  beseitigt  werden,  dass  der  Einfluss  dersel- 
ben auf  das  Beobachtungsresultat  so  klein  ist,  dass  derselbe  entweder 
gänzlich  vernachlässigt  oder  durch  eine  bestimmte  Beobachtnngsmethode 
eliminirt  werden  kann.  Ist  letzteres  nicht  möglich,  wie  dies  beim  Sex- 
tanten der  Fall  ist,  so  bleibt  kein  anderer  Weg  übrig,  als  mittels  des 
Calculs  den  Einfluss  zu  untersuchen ,  welchen  die  noch  übrig  bleibenden 
Instrumentalfehler  auf  das  Beobachtungsresultat  ausüben ,  um  entweder  be- 
urtheilen  zu  können ^  wie  weit  man  in  der  Genauigkeit  der  Kectification  des 
Instruments  zu  gehen  hat,  um  brauchbare  Messungsresultate  zu  erhalten, 
oder  auf  welche  Weise  das  Beobachtungsresultat  von  dem  Einflüsse  der  In- 
strumentalfehler befreit  werden  kann. 

Die  Richtigkeit  des  Spiegelseztanten,  dessen  Einrichtung  und  Ge- 
brauch als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  fordert: 

1.  dass  die  Ebenen  beider  Spiegel  auf  der  Limbusebene  des  Sextan- 
ten senkrecht  stehen; 

2.  dass  die  Visirlinie  des  Fernrohres  der  Sextantenebene  parallel  ist; 
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3.  dasSy  wenn  der  Nollpnnkt  des  Nonias  mit  dem  Nullpunkte  des 
Theilkreises  zusammenfällt,  die  Dnrchschnittslinien  der  beiden 
Spiegelebenen  mit  der  Sextantenebene  einander  parallel  sind; 

4.  dass  sowobl  die  Spiegel  -,  als  auch  die  Einschlaggläser  von  ebeDen 
lind  parallelen  Flächen  begrenzt  sind; 

5.  dass  der  Drehangspnnkt  der  Alhidade  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Theilkreises  zusammenfällt. 

Die  ersten  drei  Bedingungen  können  durch  entsprechende  Corrections- 
Vorrichtungen  bis  zu  einem  gewissen  Grade  der  Genauigkeit  eriallt  werden; 
die  noch  übrig  bleibenden  kleinen  Fehler  werden  dann  entweder  g&i»lieb 
vernachlässigt  oder  in  Rechnung  gebracht.  Mit  der  Untersuchung  des  Ein- 
flusses  dieser  Fehler  auf  die  Winkelmessung  haben  sich  zuerst  Bohnen- 
berger,  dann  Encke  und  G runer t  eingehend  beschäftigt.  So  vollstän- 
dig und  allgemein  auch  dieses  Problem  namentlich  von  den  beiden  letzteren 
behandelt  wurde,  so  schien  es  mir  doch  nicht  überflüssig,  im  Nachstehen- 
den den  Zusammenhang  der  hierbei  in  Betracht  kommenden  Grössen  ohne 
Nebenconstructionen  unmittelbar  aus  der  Figur  des  Sextanten  abzuleiten, 
wodurch  nicht  nur  der  Gang  des  zweimal  reflectirten  Strahles  in  jedem  ge- 
gebenen Falle  mit  Leichtigkeit  verfolgt,  sondern  auch  das  Endresultat  auf 
äusserst  einfachem  Wege  erhalten  werden  kann. 

Es  sei,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Einfallslothe  des  grossen 
und  kleinen  Spiegels  gegen  die  Limbusebene  um  die  Winkel  t  und  k  ge- 
neigt sind,  in  Fig.  1  A^CkO  der  Weg  des  durch  zweimalige  Reflexion  in  das 
Auge  0  gelangende  Lichtstrahl  des  Punktes  A^y  und  B^O  jener  des  direct 
durch  das  Fernrohr  gesehenen  Punktes  B^^  sowie  A^OBf^^=W  die  wahre 
Grösse  des  zu  messenden  Winkels.  Bezeichnet  ferner  CX  das  Einfallaloth 
am  grossen  und  ky  jenes  am  kleinen  Spiegel,  so  ist 

ACX^XCk^a  und  Cky^pkO  =  b. 
Werden  diese  Winkel  durch  Ebenen,  welche  auf  der  Limbusebene  des  Sex- 
tanten senkrecht  stehen ,  auf  letztere  projicirt ,  so  ergeben  sich 
ACT=a ,     X'Cc  =  a  =  a  +  x 

A 

Ccy'==ß'=^ß  +  y,    ycO  =  ß, 
wo  X  und  y  kleine  Grössen  sind,  da  die  Neigung  beider  spiegelnden  Ebe- 
nen gegen  die  Limbusebene  als  gering  vorausgesetzt  wird. 

Sind  OCO'=OT  und  ONO'^f  die  Neigungswinkel  der  Visuren  A^O 
und  B^O  gegen  die  Sextantenebene,  sowie  a'qO'B'^^^  W\  die  Projeetion  des 
zu  messenden  Winkels,  so  ergiebt  sich  für  die  Reduction  des  Winkels  W\m 
Räume  auf  die  Sextantenebene  bis  auf  die  Glieder  zweiter  Ordnung  die 
Gleichung 

^='^^-  ^Sf  +  ^  ('"*+'''^  sini'coigW, 
oder,  da  W^  sehr  nahe  der  Ablesung  '^  am  Sextanten  entspricht,  auch 
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*)  ^=  ^'  -  ^1^'+  '("''+'^)  sinl-coigrl,, 

WO /"die  Neigung  der  Fernrohraxe  gegen  die  Limbusebene  bezeichnet. 

In  Fig.  2  sind  die  Durchscbnittslinien  Ciüf  und  cM  der  beiden  spiegelnden 
Ebenen  mit  der  Sextantenebene;  sowie  die  Projectionen  obiger  Winkel  dar- 
gestellt. Aus  derselben  ergeben  sich,  wenn  CMcs=q>  gesetzt  wird,  fol- 
gende zwei  Relationen: 

und 

3)  q>  =  a-^=^ia-ß)  +  ix-y), 
woraus  folgt 

4)  W,  =  29  —  a:  +  y  =  i(;  —  a:  +  y. 

Bezeichnet  c  den  Gollineationsfehler  des  Sextanten ,  positiv  oder  nega- 
tiv betrachtet,  je  nachdem  bei  der  parallelen  Lage  der  Durchschnittslinien 
der  beiden  Spiegelebenen  mit  der  Sextantenebene  der  Nullpunkt  des  No- 
nius  in  der  Haupt-  oder  in  der  Uebertheilung  (Excedens)  liegt;  feröer  n 
die  Schiefenparallaxe  des  Sextanten  und  W^  den  auf  den  Drehungspunkt 
der  Alhidade  reducirten  Winkel,  so  ist,  da  29>  =  if;  —  c,  zunächst 
^,  =  t/;— c  — ar  +  y  und   W^=>W  +  7ü, 

mithin  durch  Substitution  der  obigen  Werthe 

-•   I»' 

I)       jfr^^^^^_c^x+y^mf^^  +  ^{m*+r)sinl"colgti;. 

Zur  Bestimmung  der  Unbekannten  Xy  y  und  m  denke  man  sich  aus  dem 
Drehungspunkte  C  der  Alhidade  mit  dem  Halbmesser  ===  1  eine  Kugel  be- 
schrieben, welche  von  den  projicirenden  Ebenen  in  den  grössten  Kreisen 
Ajf^  XX'y  RR'  und  von  der  Einfallsebene  des  Strahles  A^C  in  dem  gröss- 
ten Kreise  AE  geschnitten  wird,  welcher  gegen  die  Limbusebene  um  den 
Winkel  AEÄ^=^  geneigt  ist.  Es  entstehen  dadurch  drei  rechtwinklige 
sphärische  Dreiecke,  welchen  der  Winkel  yi.  gemeinschaftlich  zukommt. 

Es  sei  nun 

RK=l,  XX'=%,  AA'  =  m,  R'Ez=:q,  BE=q\ 
XR=AX—a,  X'Ä=a  und  2r'Ä'=a+a?. 
Diese  Dreiecke  liefern  folgende  Eelationen: 

6)  cos  Q  =  cos  Q  cos  k , 

fgi 


8)  cos  {q'+  a)  ^=:cos{Q+a+ x)  cos  i , 

tgm 
®)  ^^  =  sin{Q+2a+xy 

10)  cos{Q+2a)  =  cos(^(f+2ct+x)  cosm. 
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1^>'^^y*^^>*^ir^^^i^^>WWi«*WN*k 


Für  die  Praxis  wird  es  vollkommen  hinreichend  sein,  wenn  man  bei 
der  Elimination  der  Grössen  a ,  ^ ,  q  und  fi  aas  den  vorstehenden  Gleich- 
nngen  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  t ,  X  und  m  noch  berdck- 
sichtigt.   Setzt  man  zu  diesem  Behufe 

^'=^  +  2^9  und  a  =  a  +  z/a, 
so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  0);  8)  und  10) 

^Q  =  \X^cotgQ, 

woraus  folgt 

X  ^=  ^X^  coigq—^  cotg{q+ci)  +  \m^  coig{Q+2tt). 

Die  Gleichungen  5) ,  7)  und  0)  geben  folgende  Relationen : 

X    _         f  t m 

sin  Q      sin  (^ + a) '      sin  {q  +  a)      sin  {q+2a)* 

aus  welchen  man  folgende  Werthe  ableiten  kann : 

t — Xcosa  ,    .     .        m — icosu 

cotg  q  =s  — -— ,       coig  {q+a)  =  — 7—. . 

^  Xstna  9  \K  *     /  tsma 

Hieraus  ergiebt  sich 

-  /    I  «  \       tncostt'-i 
coig  (0+  2«)  = : 

und- 

11)  X  =  2icosa—m, 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  obige  Gleichung  erhält  man 
schiressHch 

12)  0?  =  I*  5m2a  —  2im  sina. 

Berücksichtigt  man,  dass  nach  Gleichung  2)  a  =  -+/3,  so  ergiebt 
sich  aus  den  Gleichungen  11)  und  12) 

II)  X  =  2icos(^+ßj'-'m 

und 

ni)  o:  =  I»  51«  (^+2  j5)  —  2  im  sin  (~  +  ß\ 

Construirt  man  aus  dem  Punkte  c,  wo  die  orthogonale  Projection  des 
vom  grossen  Spiegel  reflectirten  Strahles  den  kleinen  Spiegel  trifft,  eben- 
falls eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  =1,  so  wird  diese  von  der  Limbas- 
ebene  in  dem  Kreise  QFQ*  geschnitten  und  letzterer  von  den  Verlängerun- 
gen der  Projectionen  des  Einfallslothes,  sowie  der  einfallenden  und  reflec- 
tirten Strahlen  in  den  Punkten  Y\  S'  und  B'  getroffen.  Denkt  man  sich 
ferner  von  dem  Punkte  c  die  zu  diesen  Projectionen  gehörigen  parallelen 
Linien  im  Räume  gezogen,  d.  i.  Bc\\BqO^  Yc\\ky  und  Sc\\fcCy  so  werden 
dieselben  die  Kugel  in  den  Punkten  B^  T  und  S  treffen,  und  bestimmen 
einen  grössten  Kreis  BF^  welcher  gegen  die  Limbusebene  um  den  Winkel 
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BFJB^=i  V  geneigt  ist.  Die  projicirenden  Ebenen  dieser  Strahlen  schneiden 
die  Kngel  in  den  Linien  BB^^  7Y'  und  SS\  wodurch  abermals  drei  recht- 
winklige sphärische  Dreiecke  entstehen.   Setzt  man 

SS'=JiB^=:l,   rr'^k,  Bff^f,  S^F^na,   Sri^=</,   BT^TS^b, 
B'Y'=^ß  und   Y'S^ß  +  y, 
so  erhält  man  durch  Auflösung  dieser  Dreiecke  auf  dieselbe  Weise,  wie 
früher: 

IV)  A  =  2ÄC05/5-/', 

V)  y  t=  Ar»  sin2ß  —  2kfsinß, 
und  aus  Gleichungen  II)  und  IV) 

VI)  m  =/•+  2i  C05  (t  +  ß)—  ^^  ^^^ß- 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  Gleichung  I)  folgt  schliesslich 

.    »•2««l"        «        ,         «V 
+  A:»  — ; cosß  cosNf'-ß) 

A)  ^rsin^:'tg'^^ik^-^cosßcosC^^ß\ 

2  2 

welcher  Ausdruck  mit  jenem  vollkommen  übereinstimmt,  welchen  Encke 
im  Berliner  astronom.  Jahrbuche  für  1830  mit  Hilfe  der  Formeln  der  sphä- 
rischen Trigonometrie,  und  Grunert  in  seinen  Beiträgen  zur  reinen  und 
angewandten  Mathematik  auf  analytischem  Wege  abgeleitet  hat. 

Um  obige  Gleichung  praktisch  anwenden  zu  können ,  ist  für  ein  vor- 
liegendes Instrument  die  Kenntniss  des  Winkels  ß  erforderlich.  Zur  Be- 
stimmung desselben  wurden  verschiedene  Methoden  in  Vorschlag  gebracht. 
Ein  sehr  einfaches  und  zugleich  sehr  genaues  Verfahren  ist  folgendes :  Man 
bringe  den  Sextanten  auf  eine  feste  Unterlage  und  stelle  das  Fernrohr  des- 
selben auf  ein  nahe  im  Horizonte  befindliches  Object  itf  (Fig.  3),  dessen 
Bilder  man  durch  Drehen  des  grossen  Spiegels  genau  zur  Deckung  bringt. 
Hierauf  sehe  man  durch  das  Fernrohr  F  eines  neben  dem  Sextanten  auf- 
gestellten Winkelmessinstrumentes  in  den  grossen  Spiegel,  richte  sein  Fa- 
denkreuz auf  das  einmal  reflectirte  Bild  desselben  Objectes,  und  messe  den 
Winkel  CFM  =  d,  Ist  die  Entfernung  des  kleinen  Spiegels  vom  Objecto, 
d.  i.  Mc  =  d,  ferner  Fc  =  d  und  FMC^y^  so  hat  man  aus  JFMc : 
^  =  90<^  — 4(0+y)  und  6  :  d  =  smy  :  sind. 

Da  d  in  Bezug  auf  d  sehr  klein  ist,  so  erhält  man 
z>      ^r,      ö        6  sind 

^  '^2      2dstnl 
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Stebt  jedocb  zur  Bestimmung  von  ß  nur  ein  gewöbnlichea  Femrohr  zu 
Gebote,  das  mit  einem  Fadenkreuze  versehen  ist,  so  messe  man»  nach* 
dem  dasselbe  auf  die  früher  angegebene  Weise  eingestellt  wurde,  mit  dem 
Sextanten  den  Winkel  FcM^2ß  oder  McN=\BO  —  2ß.  Im  letzten  Falle 
bat  man  mit  dem  Fernrohre  zunächst  die  Bichtung  ^iV  festzulegen ,  sodann 
den  zu  messenden  Winkel  MCN^  da  er  dem  grössten  mit  dem  Sextanten 
überhaupt  noch  messbaren  Winkel  entspricht,  durch  das  Öbject  P  in  zwei 
beliebige  Theile  zu  zerlegen ,  und  endlich  die  Winkel  zwischen  M  und  f, 
sowie  zwischen  P  und  N  mit  dem  Sextanten  zu  messen.  Die  halbe  Summe 
dieser  Winkel  ist  das  Complement  von  ß.  Wollte  man  sehr  genau  verfah- 
reu ,  so  wäre  dieser  Winkel  noch  um  die  Schiefenparallaxe  zu  verbessero. 

Die  Gleichung  A)  gestattet  nun  zunächst  den  Einiluss  zu  untersuchen, 
welchen  ein  jeder  einzelne  Instrumentalfehler  auf  den  gemessenen  Winkel 
ausübt.  Dabei  betrachte  man  die  Grössen  i,  k  und  /  als  positiv,  wenn  die 
Funkte  X^  T  und  B  über  der  Sextantenebene  liegen. 

1.  Ist  Ar=0  und  /'=0,  so  wird  nach  Gleichung  IV) 

A  =  0, 
d.  h.  der  vom  grossen  Spiegel  reflectirte  Strahl  ist  der  Limbusebene  pa- 
rallel. 

Ferner  ist  nach  Gleichung  VI) 

m^2icos\^  +  ßy 

d.  h.  soll  der  vom  kleinen  Spiegel  in  das  Fernrohr  reflectirte  Strahl  stets 
parallel  der  Limbusebene  sein,  so  muss  für  verschiedene  Winkel  die  Lim- 
busebene eine  verschiedene  Neigung  gegen  den  auf  den  grossen  Spiegel 
einfallenden  Strahl  erhalten. 

Endlich  ist  nach  Gleichung  A),  wenn  ^Tq  — t/;  — «+ c  =  z/H^  gesetit 
wird : 

B)     ^'^— '•^"-(i+f)-(f-^)' 

woraus  man  sieht,  dass  dieser  Fehler  nur  bei  sehr  kleinen  Winkeln  in  Be- 
tracht kommen  kann. 

Es  sei  z.  B.  i3  =  15°,  i^=»120^  und  i  =  6',  so  wird  ^fF,=0,18".  Für 
H>  =  30'  dagegen  wird  ^W^  =  l'33",3". 

2.  Ist  f  =  0  und  /rs=0,  so  wird 

X  =  2kcosß  und  m  =  — A, 
d.  h.  der  auf  den  grossen  Spiegel  einfallende  und  von  demselben  reflectirte 
Strahl  sind  gegen  die  Limbusebene  gleich,  aber  entgegengesetzt  geneigt, 
und  diese  Neigung  ist  für  alle  Winkel  constant. 
Es  ist  ferner 

jW^k'^^^f^  cosßcosOil^-ß), 

=  Ä*  2  sin  l"  cos^  ßcotyil^+l^  sin  l"  sin  2  ß, 
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Das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  ist  für  jeden  Winkel  constant ,  und 
ist  daher  schon  in  dem  Collineationsfehler  enthalten ,  so  dass  nur  noch  das 
erste  Glied  zu  berücksichtigen  ist,  nämlich 

C)  /iW=^  1^2sin  V'cos*ß  coig% 

woraus  folgt,  dass  auch   dieser  Fehler  nur  bei  kleinen  Winkeln  einen  be- 
trächtlichen Werth  erhalten  kann. 

Für  obige  zwei  Beispiele  ergiebt  sich 

jdlV^  =:  -  0,47"  und  jdW^  r33,3". 

Misst  man  mit  Hilfe  eines  Sextanten  den  scheinbaren  Durchmesser  der 
Sonne,  und  vergleicht  den  »so  gefundenen  mit  seinem  genau  bekannten 
Werthe,  so  kann  man  aus  dem  Unterschiede  beider  auf  die  Neigung  des 
kleinen  Spiegels  schliessen. 

3.  Ist  endlich  t=0  und  A:=0,  so  findet  man 
A  =  —  m  und  m=if^ 
d.  b.  der  directe  und  der  auf  den  grossen  Spiegel  einfallende  Strahl  sind 
stets  einander  parallel,  jedoch  gegen  die  Limbusebene  geneigt,  und  diese 
Neigung  ist  gleich,  aber  entgegengesetzt  derjenigen,  welche  der  vom  gros- 
sen Spiegel  reflectirte  Strahl  gegen  die  Limbusebene  bildet. 

Für  den  Winkelfehler  erhält  man 

D)  d^:=-f'sini"lg^. 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zu  ersehen,  dass  die  Neigung  der  Fernrohraxe 
nur  für  grosse  Winkel  von  Bedeutung  sein  kann. 

Es  sei  z.  B.  ^  =  15°,  i/;  =  l40'»  und  /'=5',  so  wird  2^Wi  =  l,20".  Für 
f  =  30'  erhält  man  AW^^\\,hi\ 

Die  in  der  Gleichung  A)  vorkommenden  Grössen  c^i^k  und  /"können 
bei  einigen  Sextanten  durcb  Justirvorrichtungen  sämmtlich  auf  einen  so 
kleinen  Werth  gebracht  werden,  dass  der  Finfiuss  dieser  Fehler  auf  die 
Winkelmessung  ohne  Bedeutung  ist.  Die  Kectification  des  grossen  Spiegels 
und  des  Fernrohres  mit  Hilfe  kleiner  Diopter  ist  ziemlich  umständlich, 
weshalb  auch  bei  den  neueren  Sextanten  die  hierher  gehörigen  Corrections- 
vorrichtungen  ganzlicb  fehlen.  Man  lässt  den  grossen  Spiegel,  sowie  das 
Fernrohr  ganz  unbeachtet  und  setzt  voraus ,  dass  vou  Seite  des  Mechani- 
kers beide  Theile  eine  nahezu  richtige  Stellung  erhalten  haben.  Die  ganze 
Bectification  des  Sextanten  beschränkt  sich  alsdann  blos  auf  die  Untersuch- 
ung der  Lage  des  kleinen  Spiegels.  Zu  diesem  Behufe  richtet  man  das 
Fernrohr  auf  einen  deutlichen  und  sehr  entfernten  irdischen  Gegenstand, 
oder  noch  besser,  auf  irgend  einen  hellen  Stern,  und  bewegt  die  Alhidado 
des  grossen  Spiegels  so  lange,  bis  man  denselben  Gegenstand  durch  dop- 
pelte Reflexion  ins  Fernrohr  bekommt.  Man  wird  nun  sehen,  ob  beide  Bil- 
der durch  Bewegung  der  Alhidade  zur  Deckung  gebracht  werden  können, 
oder  ob  das  eine  Bild  über  oder  uater  dem  andern  hinweggeht.   Im  letztern 
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Falle  wird  der  kleine  Spiegel  dnrcb  die  an  demselben  befindlicben  Correc- 
tionsscbrauben  so  lange  verstellt,  bis  eine  Deckung  beider  Bilder  eintritt. 
Alsdann  schliessen  beide  spiegelnde  Ebenen  gleicbe  Winkel  mit  der  Lim- 
busebene  ein;  denn  in  diesem  Falle  ist  m=f  und  ^=0.  Die  Gleicbang  VI) 
giebt  t=:A^.  Diese  Wertbe  in  Gleichung  A)  gesetzt,  geben  nach  einigen 
leichten  lieductionen  mit  Hilfe  bekannter  goniometrischer  Formeln  den 
Ausdruck 

E)     W^^^^  +  n  —  c  —  2  Wnl"  'fl^  |)  *"*  +  sec'^  [i  co$\^  —  ßj  —fcos'^  |. 
Aus  Gleichung  VI)  erhält  man 


VII)  m^f-'M  sin  (^  +  ß^  sin^. 


Um  einen  gemessenen  Winkel  von  dem  Einflüsse  der  Fehler,  welche 
von  der  Neigung  des  grossen  Spiegels  und  der  Fernrohraxe  herrühren,  be- 
freien zu  können,  müssen  die  numerischen  Werthe  von  i  und  f  auf  geeigne- 
tem Wege  ermittelt  werden. 

Die  Grösse  t  ist  nur  unter  der  Bedingung  constant,  dass  die  Um- 
drehungsaxe  der  Alhidade  auf  der  Limbusebene  senkrecht  steht.  Ist  dieses 
der  Fall,  so  lässt  sich  der  numerische  Werth  des  Winkels  i  mit  Hilfe  eines 
Stampf  er 'sehen  Nivellirinstrumentes  auf  folgende  Weise  ausmitteln. 

Man  bringe  den  Sextanten  auf  eine  Messtischplatte  und  stelle  den 
Limbus  mittels  der  Stellschrauben  des  Statifs  genau  horizontal.  In  einiger 
Entfernung  vqm  M^sstische  stelle  man  ein  Nivellirinstrument,  dessen 
Elevationsschraube  mit  einer  Theilung  versehen  ist,  so  hoch  auf,  dass  die 
horizontale  Visur  die  Mitte  des  grossen  Spiegels  in  der  Hichtung  Cc  trifft. 
Wird  nun  das  Fernrohr  bei  einspielender  Libelle  auf  den  Zielpunkt  einer 
seitwärts  befindlichen  Nivellirlatte  scharf  eingestellt  und  die  Alhidade  des 
Sextanten  so  lange  gedreht,  bis  die  von  dem  Zielpunkte  auf  den  grossen 
Spiegel  auffallenden  horizontalen  Strahlen  In  der  Richtung^  des  Nivellir- 
fernrohres  reflectirt  werden ,  so  treten  diese,  unter  der  Voraussetzung ,  dass 
der  grosse  Spiegel  von  Leiner  senkrechten  Stellung  um  den  Winkel  t  ab- 
weicht, in  das  Fernrohr  so  ein,  dass  sie  mit  der  horizontalen  Visur  einen 

Winkel  X=i2i cosl-  +  ßj  bilden,  der  mit  der  Elevationsschraube  gemes- 
sen werden  kann.  Setzt  man  nämlich  in  Gleichung  2)  m=0,  so  wird 
X  =  2i  CO«  (--t-jS),  woraus  folgt  jä -,  wo  i<;  die  Ablesung  am 

Sextanten  bezeichnet. 

Steht  jedoch  die  Umdrehungsaxe  der  Alhidade  auf  der  Limbusebene 
nicht  senkrecht,  so  ist  t  mit  dem  Winkel  veränderlich.  Es  sei  Q^C  in  Fig.  4 
die  Drehungsaxe ,  welche  die  aus  dem  Mittelpunkte  C  mit  dem  Halbmesser 
=  1  beschriebene  Kugel  in  dem  Punkte .ß  trifft;  ferner  QP^y  die  En'^er- 
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nnng  dieses  Punktes  vom  Pole  der  Seztantenebene ,  >jßCJr=90  — d  die 
Neigung  der  Umdrehungsaxe  gegen  das  Einfallsloth  CX  des  grossen  Spie- 
gels und  >APX=u  der  Winkel  zwischen  den  Bögen  ^Pund  PX.    Wird 

die  Albidade  von  der  Nullstellung  um  —  gedreht,  so  beschreibt  der  Pol  X 
der  Spiegelebene  einen  gegen  die  Sextantenebene  geneigten  kleinen  Kreis 
XX\  Ist  nun  -PZ  =  90  — i  und  >PjPZ'=-,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
sphHrischen  Dreicke  PQX' 

sind=s  sini  cosy  +  cosi  siny  cosiu^^j^ 
oder  bis  auf  die  Glieder  zweiter  Ordnung  genau 
14)  1  =  Ä  —  y  cos  ( w  —  —  ). 

Wird  nun  obiges  Verfahren  bei  drei  verschiedenen  Stellungen  der  Ni- 
vellirlatte  wiederholt,  so  erhält  man  drei  verschiedene  Gleichungen,  ans 
welchen  die  Constanten  d,  y  und  u  ermittelt  werden  können. 

Am  einfachsten  ist  es,  der  Nivellirlatte  stets  einen  solchen  Platz  anzu- 
weisen ,  dass  ^1  =  0^,  60^  und  120^  wird ;  alsdann  ist 

y  sinu^  ft  -  2f,  + 1,)  +  {i,  ^  i,)  j/z, 

y  cosu  =  (i,  -  3f,  +  2 j.)  +  (f,  + 1,  -  2f0  /s. 

In  der  Voraussetzung,  dass  der  Mechaniker  mit  Sorgfalt  die  Umdreh- 
ungsaxe  auf  die  Limbusebene  senkrecht  gestellt  hat,  wird  der  Unterschied 
zwischen  i  und  d  stets  sehr  klein  sein,  so  dass  man  ohne  Weiteres  t  als  con- 
staut  betrachten  kann. 

Die  Bestimmung  von  f  kann  von  demselben  Standpunkte  des  Nivellir- 
Instrumentes  vorgenommen  werden,  indem  man  die  horizontale  Visur  des- 
selben in  der  Eichtung  des  Sextanten  auf  den  Zielpunkt  einer  in  entspre- 
chender Entfernung  aufgestellten  Nivellirlatte  einstellt  und  durch  das 
Fernrohr  des  horizontal  gestellten  Sextanten  die  Abweichung  der  optischen 
Axe  von  dem  Zielpunkte  bestimmt.  Ist  diese  d  und  die  Entfernung  der 
Latte  von  dem  Sextanten  2>,  so  ist  die  Neigung  der  Femrohraxe  gegen  die 
Limbusebene  . 

Ein  weniger  genaues  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  f 
besteht  darin,  dass  man  die  Fäden  des  Sextanten,  deren  Intervall  =e  sein 
mag ,  parallel  zur  Ebene  des  Sextanten  stellt  und  einen  sehr  grossen ,  zwi- 
schen zwei  irdischen  Gegenständen  enthaltenen  Winkel  derart  misst,  dass 
man  zuerst  die  Coincidenz  an  dem  oberen  und  nachher  an  dem  unteren 
Faden  beobachtet.    Sind  nun  ipi  und  t^,  die  von  dem  Sextanten  gemachten 
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und  vom  Collimationsfebler  befreiten  Ablesangen,  bo  hat  man  nach  Gleich- 
ung D)  für  den  ersten  Fall 

und  für  den  zweiten 

mitbin 

*.-t.  ■=«.."  {(/+i)Vf-(^-i)\?j. 

oder  wegen  des  geringen  Unterschiedes  zwischen  ^|  und  tf;. 

Daher  die  gesuchte  Neigung 

17)  r=~^""'^' 


2e$inl"tg~ 
2 


Je  nachdem  il^t^^z  ist,  wird  /"positiv  oder  negativ  sein. 

Der  Abstand  der  beiden  parallelen  Fäden  ergiebt  sich  dadurch,  dass 
man  zunächst  durch  Umdrehung  der  Ocularröhre  die  Fäden  senkrecht  aof 
die  Limbusebene  und  diese  selbst  horizontal  stellt,  sodann  das  Femrohr 
nach  einem  nahe  am  Horizonte  befindlichen  deutlichen  Objecto  richtet  und 
die  Alhidade  so  lange  dreht,  bis  das  direct  gesehene  und  zweinuil  reflectirte 
Bild  an  dem  einen  Faden  zur  Deckung  gelangen.  Die  Ablesung  am  Limbas 
sei  a|.  Dreht  man  sodann  die  Alhidade  mittels  der  Mikrometerschraube  so 
lange,  bis  das  zweimal  reflectirte  Bild  an  den  andern  Faden  gelangt,  wäh- 
rend das  direct  gesehene  an  dem  einen  Faden  bleibt,  so  ist,  wenn  «t  ^^^ 
jetzige  Ablesung  am  Limbus  bezeichnet,  der  Abstand  der  Fäden  ^=a,— *,. 
In  Ermangelung  eines  Nivellirinstrumentes  können  die  noch  übrig  blei- 
benden Fehler  des  Sextanten  auch  dadurch  bestimmt  werden,  dass  mKo 
mit  demselben  mehrere  der  Grösse  nach  bekannte  Winkel  misst,  wodurch 
sich  eine  Keihe  von  Gleichungen  ergeben,  aus  welchen  die  beiden  Constan- 
ten t  und  f  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmt  werden 
können.   Zu  dem  Ende  bringe  man  die  Gleichung  E)  auf  die  Form 

stni  stnr  — 


stnl   stn-         .  . 


stn  1    51«  - 


•  sinl 

"  2  •       ' 

COS- 


2 
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Setzt  man  nun 


$in\ 


:  — 16- 


51«'  — 

4 


18) 


B  =  - 


stnl  ig-, 


c.o,.|-4««.(^-|)j, 


stnl   stn-^ 


6?=:  +  4 


l 


cos  — 
2 


cos 


(^-!). 


19) 


so  geht  obige  Gleichung  über  in 

J=^Ax  +  By  +  Cz. 

Ans  it  vorliegenden  Beobachtungen  lassen  sich  n  solcher  Gleichungen 
bilden,  aas  welchen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x,  y  und  z  und  aus  Gleichung  19)  die  Unbekann- 
ten t  und  /  ermittelt  werden  können.  Da  man  aus  Gleichung  17)  in  jedem 
gegebenen  Falle  leicht  über  das  Zeichen  von  f  entscheiden  kann ,  so  wird 
man  die  Grössen  t  und  ^ nicht  nur  dem  numerischen  Werthe,  sondern  auch 
dem  Zeichen  nach  leicht  bestimmen  können. 

Ist  ausser  der  Correctionsvorrichtung  am  kleinen  Spiegel  auch  eine 
solc}ie  am  Fernrohre  vorhanden,  so  entfällt  die  Bestimmung  von  f  in 
Gleichung  ^).  Macht  man  nach  dem  Vorhergehenden  t=A:  und  corrigirt  das 

Fernrohr  so,  dass  der  Fehler  in  dem  gemessenen  Winkel  für  /^+-  und  f 

A  iL 

denselben  Werth  erhält,  so  liegt  die  Gesichtslinie  des  Fernrohres  in  einer 
Ebene,  welche  beide  Spiegel  senkrecht  schneidet.   Für  diesen  Fall  nun  ist 

t  cos  r^  —  /5  j  —  fcos  -  =  0, 

wodurch  sich  die  Gleichung  E)  in  folgende  verwandelt: 

6)  W,=^il;+n-C' 


'2sinl"tg^t^, 
4 


welcher  Ausdruck,  wie  man  leicht  sieht,  nur  für  bedeutende  Neigungen  des 
grossen  Spiegels  einen  beträchtlichen  Werth  erhalten  kann.   So  z.  B.  erhält 
man  für  jS=15°,  if;=140°  und  i=20',  2^^^=9,78". 
KJga,  6.  Januar  1872. 
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üeber  den  Zasammenhang  der  Systeme  derjenigen 

Fmikte,  in  welchen  Kegelsclmitte  eine  allgemeine 

Curve  dritter  Ordnung  oscnliren. 

Von 

Richard  Gent 

in  Liegnitz. 
(Hieria  Taf.  VI,  Fig.  1—6.) 


Das  im  Sommer  1871  im  Verlage  von  Teabner  in  Leipzig  erRchienene 
Werk  über  „Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung,  von  Dnr^ge'*  enthalt 
ancb  einen  besondern  Abschnitt  über  die  Kegelschnitte,  welche  eine  Cnnre 
dritter  Ordnung  dreipnnktig  berühren.  Es  ist  der  Zweck  der  nachstehendeD 
Untersuchung,  4ie  meisten  der  in  jenem  Abschnitte  znsammenjg^estellteii 
Eigenschaften  nochmals  von  einem  andern  Gesichtspunkte  aas  in  selbst- 
ständiger,  zusammenhängender  Herleitung  zu  entwickeln  und  einige  nene 
Resultate  hinzuzufügen. 

I. 

Es  sei  C^  eine  allgemeine  ebene  Curve  von  der  dritten  Ordnang  und 
W  einer  der  neun  Wendepunkte,  welche  die  Curve  besitzt.  Wir  legen 
durch  den  Wendepunkt  W^  welchen  wir  vorläufig  als  reell  voraussetzen, 
zwei  Transversalen  ®  und  ®i ,  welche  die  Curve  C^  beziehungsweise  in  den 
Punkten  By  ff\  B^ ,  B\  treffen.  —  Dann  lässt  sich  durch  die  vier  Punkte 
B^  Sy  Bx ,  ^1  ein  ganzes  Büschel  von  Kegelschnitten  legen,  welche  ausser- 
dem die  Curve  im  Allgemeinen  noch  in  zwei  Punkten  treffen.  Einen  von 
diesen  unendlich  vielen  Kegelschnitten  fixiren  wir,  indem  wir  einen  be- 
stimmten Punkt  B^  auf  der  Curve  C^  annehmen.  Durch  die  fünf  Punkte 
By  B\  Biy  ^1,  Bf  ist  der  Kegelschnitt  völlig  und  eindeutig  bestimmt ,  also 
auch  sein  sechster  Schnittpunkt  mit  der  Curve  C,.  Dieser  fällt  aber  mit  dem 
dritten  Schnittpunkte  der  Transversale  ©,,  welche  durch  IF  nach  dem 
Punkte  B^  gezogen  ist,  und   der  Curve  C^  zusammen.    Denn  die  sechs 
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Schnittpnnkte  B^  B^,  B^j  B'^  B\ ,  ^,  der  drei  durch  den  Wendepunkt  TV 
gezogenen  Transversalen  ®,  ®, ,  @,  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  (vergl. 
Creme  na,  Theorie  der  ebenen  Carven,  Nr.  39c).  Dieser  Kegelschnitt  ist 
also  identisch  mit  dem  von  uns  oben  fixirten;  also  ist  der  sechste  Schnitt- 
punkt desselben  mit  der  Curve  (7,  der  Punkt  5',,  in  welchem  die  Transver- 
sale ®2  durch  PF  und  £,  die  Curve  zum  dritten  Male  schneidet.  Wir  kön- 
nen also  sagen ,  dass  sämmtliche  Kegelschnitte  eines  Kegelschnittbüschels, 
welc)|es  durch  vier  Pnukte  B^  B^ ,  B\  B\  bestimmt  ist,  die  auf  einer  Curve 
(7j  der  dritten  Ordnung  so  liegen,  dass  die  Verbindungslinien  BB"  und  B^B'i 
durch  ein  und  denselben  Wendepunkt  W  der  Curve  (7,  gehen,  die  Curve 
dritter  Ordnung  jedesmal  in  noch  zwei  Punkten  schneiden,  welche  mit  dem 
Wendepunkte  W  in  einer  Geraden  liegen. 

Lassen  wir  nun  die  Transversale  ®,  sich  um  den  Wendepunkt  W 
drehen,  so  erhalten  wir  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Curve  C^  nach 
einander  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Kegelschnlttbüschels ,  welches  die 
Punkte  By  Bf  ^  J?|,  ß^  ^^  Mittelpunkten  hat.  Bei  der  Drehung  wird  die 
Transversale  ®,  einmal  mit  ®  und  einmal  mit  ®i  zusammenfallen.  Fällt  ®2 
mit  ®  zusammen,  so  wird  von  den  beiden  Schnittpunkten  B^  und  Bf^  der 
eine  mit  ß,  der  andere  mit  ff  zusammenfallen,  und  ebenso  wird,  wenn  @, 
mit  ®|  zusammenfällt,  der  eine  von  beiden  Punkten  B^  und  B\  mit  ^j,  der 
andere  mit  Bl^  zusammenfallen. 

Wir  bleiben  bei  dem  Falle  stehen,  wo  die  Transversale  ®t  mit  ®  zu- 
sammenfällt. Diesem  Falle  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  Curve 
dritter  Ordnung  in  den  Punkten  B  und  ff  zweipunktig  berührt ,  ausserdem  * 
aber  die  Curve  noch  in  zwei  Punkten  B^  und  B\ ,  die  mit  dem  Wendepunkte 
in  einer  Geraden  liegen ,  schneidet.  —  Lassen  wir  nun  die  Transversale  ®| 
sich'  um  den  Wendepunkt  W  drehen,  während  ®  und  ®,  in  ihrer  zu:$am- 
menfallenden  Lage  verharren,  so  erhalten  wir  ein  neues  Büschel  von  Ke*- 
gelschnitten ,  welches  mit  dem  vorigen  Büschel  den  ebenerwähnten  Kegel- 
schnitt gemeinsam  hat. 

Sämmtliche  Kegelschnitte  des  neuen  Büschels  haben  die  Eigenschaft, 
die  Curve  C^  in  den  beiden  Punkten  B  und  ff  zweipunktig  zu  berühren. 
Durch  jede  Lage  der  Transversalen  ®,  wird  ein  Kegelschnitt  des  Büschels 
eindeutig  bestimmt.  FälU  bei  der  Drehung  die  Transversale  ®i  mit  ®,  also 
auch  mit  ®,  zusammen,  so  fallen  von  den  sechs  Punkten  B  drei  in  dem 
einen  Schnittpunkte  der  in  eine  Gerade  zusammenfallenden  Transversalen 
zusammen  und  drei  in  dem  andern  Schnittpunkte  mit  der  Curve  6?,.  Der 
durch  diese  Punkte  bestimmte  Kegelschnitt  berührt  also  die  Curve  dritter 
Ordnung  in  jedem  der  beiden  Punkte  B  und  ff  dreipunktig,  in  welchem  die 
Transversale  ®  die  Curve  C,  trifft.  Dieser  Kegelschnitt  ist  offenbar  der 
einzige  des  ganzen  Büschels,  der  diese  Eigenschaft  besitzt. 

Geht  die  Gerade  ® ,  welche  die  beiden  Punkte  B  und  ff  verbindet, 
nicht  durch  einen  der  neun  Wendepunkte ,  sondern  schneidet  sie  die  Curve 

Digitized  by  LjOOQIC 


478  Ueber  den  Zasaromenbang  etc. 


Ci  znm  dritten  Male  in  irgend  einem  andern  Punkte  S\  fio  können  wir  dann 
auch  durch  B  und  ff  ein  vollständiges  Büschel  von  Kegelschnitten  legen, 
welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  jeder  Kegelschnitt  desselben  die  Curve 
in  den  beiden  Punkten  B  und  ff  zweipunktig  berührt.  Verbinden  wir  aber 
einen  von  den  beiden  Schnittpunkten  ^i  und  B^^  die  ein  solcher  Kegel- 
schnitt mit  der  Curve  C,  noch  besitzt,  z.  B.  den  Punkt  B^ ,  mit  B'\  die  Ver- 
bindungslinie heisse  @| ,  so  wird  der  andere  Schnittpunkt  ^,  mit  dem  drit* 
ten  Schnittpunkte  der  Verbindungslinie  und  der  Curve  C,  nicht  zusan^men- 
fallen.  Durch  jede  Lage  von  ®i  aber  wird  wieder  ein  einziger  Kegelschnitt 
des  Büschels  bestimmt.  Fällt  bei  der  Drehung  ®i  mit  ®  zusammen,  so  wird 
allerdings  der  Punkt  B^  mit  einem  der  beiden  zweipunktigen  Berührungs- 
punkte zusammenfallen,  der  Punkt  B^  aber  nicht  mit  dem  andern;  und 
ebenso  umgekehrt,  wenn  B^  mit  einem  der  beiden  Punkte  B  und  ff  zusam- 
menfällt, wird  jPf  ^0°  denselben  getrennt  liegen.  Hieraus  ist  zu  ersehen, 
dass  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  kein  einziger  sich  befindet,  der 
die  Curve  C,  in  jedem  der  beiden  Punkte  B  und  ff  dreipunktig  berührt 
Für  die  Osculation  von  Kegelschnitten  mit  einer  Curve  dritter  Ordnung  in 
zwei  verschiedenen  Punkten  folgt  aus  dem  Gesagten  der  Satz: 

Die    adäquate  Bedingung    dafür,    dass    durch   zwei 
Punkte  B  und  ff  einer  Curve  dritter  Ordnung  ein  Ke- 
gelschnitt gelegt  werden  kann,  welcher  die  Curve  in 
jedem    der    beiden   Punkte    dreipunktig   osculirt,    ist: 
dass    die   beiden   Punkte   B  und    ff   der    Curve   dritter 
Ordnung  mit  einem  der  neun  Wendepunkte  derselben 
in  einer  Geraden  liegen. 
Hieraus  geht  hervor,  dass  es  für  einen  bestimmten  Punkt  P|  der  Curve 
immer  neun  Kegelschnitte  giebt,  welche  die  Curve  in  diesem  Punkte  und 
ausserdem  noch  in  einem  andern  Punkte  osculiren.  Denn  der  dritte  Schnitt- 
punkt jeder  Verbindungslinie  des  Punktes  -P,  mit  den  neun  Wendepunkten 
ist  jedesmal  der   andere  Osculationspunkt  eines  solchen  Kegelschnittes. 
Von  den  neun  Wendepunkten  sind  sechs  imaginär.  Durch  einen  imaginären 
Punkt  kann  man  offenbar  nur  eine  reelle  Gerade  legen;  alle  anderen  Ge- 
raden durch  eben  den  imaginären  Punkt  sind  auch  imaginär.     Für  jeden 
imaginären  Wendepunkt  ist  die  durch  denselben  gehende  reelle  Gerade  die- 
jenige, welche  ihn  mit  seinem  zugehörigen  imaginären  Wendepunkte  verbin- 
det und  ausserdem  noch  durch  einen  der  drei  reellen  Wendepunkte  geht.  (Vgl. 
Creme  na,  Theorie  der  ebenen  Curven,  $23  Nr.  1396;  Plücker,  System 
der  analytischen  Geometrie,  S.  2d3  u. 284.)    Es  sind  also  die  Verbindungs- 
linien des  Punktes  P^  mit  den  sechs  imaginären  Wendepunkten  auch  imagi* 
när,  und  ebenfalls  ihre  dritten  Schnittpunkte  mit  der  Curve  C^*   Wir  erhal- 
ten also  zu  dem  Punkte  Pj,  als  dem  einen  Osculationspunkte ,  als  zweite 
Osculationspunkte  drei  reelle  und  sechs  imaginäre  Punkte  der  Curve.    Wir 
wollen  diese  neun  Punkte  mit  ff^,  fff^  P^ ,,,  ff^  bezeichnen ,  je  nachdem 
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sie  bezüglich  in  den  Verbindungslinien  des  Punktes  P|  mit  den  nenn  Wende- 
punkten fF^y  W^^  ^3  ...  W^  liegen.  Verbinden  wir  nun  jeden  der  Punkte 
P'  wieder  mit  ein  und  demselben  Wendepunkte,  z.  B.  mit  W^^  so  erhalten 
wir  noch  acht  neue  Osculationspunkte  /^,,  F^,,,P^,  Wir  erhalten  somit  ein 
System  von  18  zusammengehörigen  Punkten  P  und  P\  denen  besondere 
Eigenschaften  eigenthümlich  sind,  die  sieh  aus  den  Eigenschaften  der 
Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  herleiten  lassen*  Diese  Eigen- 
schaften der  Punkte  P  und  P'  zu  entwickeln,  soll  zunächst  unsere  Auf- 
gabe sein. 

Wir  bleiben  vorläufig  nur  bei  den  Punkten  P  und  P  stehen,  die  auf 
die  drei  reellen  Wendepunkte  W^^  W^y  W^  bezogen  sind.  Diese  drei 
reellen  Wendepunkte  liegen  auf  einer  Geraden ,  die  wir  mit  @  bezeichnen 
wollen.   Unsere  Punkte  P  und  P  construiren  wir  nun  auf  folgende  Weise : 

Auf  der  Curve  C^  nehmen  wir  einen  Punkt  P^  an,  verbinden  denselben 
durch  eine  Gerade  ®i  mit  W^ ;  der  dritte  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit 
Cj  sei  -P',.  Hierauf  verbinden  wir  (Fig.  1)  sowohl  P, ,  als  auch  P^  mit  dem 
zweiten  Wendepunkte  W^.  Die  Schnittpunkte  der  beiden  Verbindungs- 
linien mit  der  Curve  C,  seien  die  Punkte  jT,  und  P,,  und  durch  diese  beiden 
Punkte  und  den  ersten  Wendepunkt  Wi  legen  wir  wiederum  je  eine  Gerade, 
welche  die  Curve  bezüglich  in  den  Punkten  P,  und  P',  treffen.  Dann  gehen 
also  die  drei  Verbindungslinien  P,  P, ,  P'fPa,  P^f^z  durch  denselben  Wende- 
punkt ^,;  daraus  folgt,  dass  die  Punkte  Pf ,  P,,  Pj,  P'i,  P*«,  P'a  a»^  ein 
und  demselben  Kegelschnitte  liegen.  Ferner  gehen  die  beiden  Verbin- 
dungslinien P,  P,  und  P'i  Pj  durch  den  Wendepunkt  fF,.  Es  folgt  daraus 
unmittelbar,  dass  die  Verbindungslinie  von  P,  und  W^  auch  durch  P\  geht. 
Da  nun  die  sechs  Punkte  P  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  die  Verbin- 
dungslinien PiP'i,  PfP'j,  PtP%  sich  aber  in  demselben  Punkte  W^  und  die 
Verbindungslinien  P|P'j,  PtPf»  -^a^i  sich  in  demselben  Punkte  ]^,  treffen, 
so  folgt  aus  der  Eigenschaft  des  Pascal'schen  Sechsecks:  Wenn  wir  ein- 
mal das  Sechseck Pi P'a P^P,  V\Px  als  ein  solches  Sechseck  auffassen,  dass 
dann  der  Schnittpunkt  {PiP\^  PfP\)  mit  den  beiden  Schnittpunkten 
(PjP,,  PfiP\)'=^  W,  und  {P,P\y  F',P,)=  ^,  in  derselben.  Geraden  W,  fF^ 
liegt;  wenn  wir  zum  andern  Male  das  Sechseck  PxP\PzP\PftP\  betrach- 
ten, dass  dann  der  Schnittpunkt  {P^P^^  P'tP\)  mit  den  beiden  Schnittpunk- 
ten (P|P't,  P'aP,)=^i  und  {PiPz,  PtPt)=Wt  ebenfalls  in  derselben 
Geraden  W^  W^  liegt.  Da  siqh  nun  die  beiden  Geraden  W^  W^  und  P^P^ 
eben  nur  in  einem  Punkte  schneiden  können,  so  folgt,  dasa  sich  die  drei 
Verbindungslinien  PiPt,  PfP'i  i  Pa^'»  '^^  ^^^  und  demselben  Punkte  treffen, 
welcher  mit  Wi  und  W^  in  einer  Geraden  liegt.  Nun  wissen  wir  aber,  dass, 
wenn  die  drei  Verbindungslinien  je  zweier  von  sechs  Punkten  einer  Curve 
dritter  Ordnung,  die  zugleich  auf  einem  Kegelschnitte. liegen,  sich  in  ein 
und  demselben  Punkte  schneiden ,  dieser  Schnittpunkt  ein  Wendepunkt  der 
Curve  dritter  Ordnung  ist.     Es  müssen  sich  also  die  Verbindungslinien 
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/>,i>',,  P^P^ii  PiP\  in  einem  Wendepunkte  treffen,  und  zwar  in  dem  drit- 
ten reellen  Wendepunkte  W^^  da  dieser  allein  mit  den  beiden  anderen 
reellen  Wendepunkten  W^  und  W^  auf  derselben  Geraden  liegt. 

Wir  wollen  die  Punkte  P'  die  zugeordneten  Osculationspunkte 
zu  den  Punkten  P  nennen;  ebenso  können  dann  umgekehrt  die  Punkte  P 
die  den  Punkten  P  zugeordneten  Osculationspunkte  genannt  werden.  Wir 
haben  also  zwei  Tripel  von  Punkten,  welche  beide  einander 
gegenseitig  zugeordnet  sind,  und  zwar  hier  zunächst  in  Bezug  auf 
die  drei  reellen  Wendepunkte  der  Curve  dritter  Ordnung.  Alle  sechs 
Punkte  zusammen  wollen  wir  ein  auf  die  drei  reellen  Wendepunkte 
bezogenes  System  von  unter  einander  zugeordneten  Oscula- 
tionspunkten  nennen.*  Aus  dem  Umstände,  wie  wir  zu  diesen  Punkten 
gelangt  sind,  und  aus  dem  vorhin  Entwickelten  entnehmen  wir  folgendes 
Besultat : 

Wenn  in  einem  auf  die  drei  reellen  Wendepunkte 
einer  Curve  dritter  Ordnung  bezogenen  Systeme  von 
unter  einander  zugeordneten  Osculationspunkten 
einer  der  sechs  Punkte,  die  das  System  enthält,  seine 
Lage  auf  der  Curve  verändert,  so  müssen  die  fünf 
übrigen  ebenfalls  ihre  Lage  auf  der  Curve  ändern, 
und  durch  einen  der  sechs  Punkte  sind  die  fünf  übri- 
gen bestimmt.  —  Ein  solches  System  liegt  immer  auf 
einem  Kegelschnitte  und  zerfällt  wiederum  in  zwei 
Tripel^  die  einander  so  zugeordnet  sind,  dass,  wenn 
man  aus  einem  Punkte  des  einen  Tripels  durch  die 
Punkte  des  andern  Gerade  zieht,  diese  drei  Geraden 
die  Curve  stets  in  den  drei  reellen  Wendepunkten  ^i, 
W^,  W^  treffen.  Es  giebt  für  jeden  Punkt  des  einen 
Tripels  drei  verschiedene  Kegelschnitte,  welche  die 
Curve  dritter  Ordnung  in  diesem  Punkte  osculiren 
und   von   denen  jeder   die  Curve  zum  zweiten  Male  in 


*  In  dem  Abschnitte,  welcher  in  dem  Werke  von  Dnr^ge  „Ueber  die  ebenen 
Curven  drilter  Ordnung"  von  denjenigen  Kegelschnitten  handelt,  welche  eine  Curve 
dritter  Ordnung  osculiren ,  sind  die  Osculationspunkte  in  etwas  anderer  Weise  zu 
Systemen  zusammengestellt.  Es  sind  dort  Punkte,  die  entweder  unseren  neun  Punk- 
ten P  oder  unseren  neun  Punkten  F^  entsprechen,  zu  einer  „Inflexionsgruppe"  su- 
sammengefasst.  Der  Begriff  unserer  Tripel  von  Punkten  P  oder  F  stimmt  aber  mit 
dem  dort  aufgestellten  Begriffe  „Inflezionstripel**  überein.  Unsere  einander  zugeord- 
neten Tripel  von  Osculationspunkten  sind  von  Durige  „connexe  Inflexionstripel" 
genannt  worden.  Der  Begriff  „connexe  Inflexionsgruppen"  entspricht  unserem  Sy- 
steme von  18  Osculationspunkten  P  und  /^.  Unsere  abweichende  Bezeichnung  recht- 
fertigt sich  dadurch,  dass  die  neuen  Resultate,  zu  denen  wir  werden  geführt  werden, 
uns  klarer  und  deutlicher  durch  dieselbe  erscheinen. 


Digitized  by  LjOOQIC 


Von  R.  Gent.  .  481 

einem  der  drei  Punkte  des  andern  Tripels  osculirt. 
Die  sechs  Punkte  ergeben  also  neun  Oscnlationskegel- 
schnitte. 

n. 

Wir  betrachten  wieder,  wie  am  Anfange  unserer  Untersuchung,  drei 
Transversalen  ®,  ®| ,  @2)  ^>^  durch  ein  und  denselben  Wendepunkt  FF  ge- 
legt sind  und  die  Curve  C^  beziehungsweise  in  den  Punkten  B^  B';  B^yffx\ 
B^^B'f  treffen.  Diese  sechs  Punkte  liegen  auf  einem  Kegelschnitte.  Be- 
stimmen wir  nun  (Fig.  2)  auf®  denjenigen  Punkt  £>,  welcher  zu  ^  der  zu- 
geordnete harmonische  Punkt  ist  in  Bezug  auf  das  Punktenpaar  BB"^  und 
ebenso  auf  @i  den  zugeordneten  harmonischen  Punkt  (^|  zu  W  in  Bezug 
auf  das  Punktenpaar  ^i^i,  und  ziehen  die  Verbindungslinie  OOi^  die  wir 
mit  ^  bezeichnen  wollen ,  so  ist  dieselbe  offenbar  die  Polare  des  Punktes  W 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  BB' B^B\B^lf^.  Also  ist  der  Schnittpunkt 
Q^  von  @2  und  j^  offenbar  der  zugeordnete  harmonische  Punkt  von  W  in 
Bezug  auf  das  Punktenpaar  B^Bl^.  Lassen  wir  nun  die  Transversale  ®t  sich 
drehen,  so  wird  die  Gerade  Sj  ihre  Lage  unverändert  behalten.  Die  beiden 
sich  auf  der  Curve  C,  bewegenden  Punkte  B^  und  If^  werden  in  jeder  Lage 
mit  den  vier  Punkten  B^  B\  B^^  B! ^  immer  in  einem  bestimmten  Kegel- 
schnitte des  durch  die  vier  Punkte  bestimmten  Büschels  liegen.  £s  wird 
also  immer  die  Transversale  @,  von  ^  so  geschnitten,  dass  der  Schnittpunkt 
zugeordneter  harmonischer  Punkt  ist  von  W  in  Bezug  auf  das  Pnnktenpaar, 
in  welchem  die  Transversale  die  Curve  dritter  Ordnung  schneidet. 

Wir  können  also  auch  sagen: 

Die  zugeordneten  harmonischen  Punkte  zu  einem  bestimmten  Wende- 
punkte W  in  Bezug  auf  jedes  Punktenpaar,  in  welchem  jede  Transversale 
dnrch  den  Wendepunkt  die  Curve  dritter  Ordnung  schneidet,  liegen  auf 
einer  Geraden.  Diese  Gerade  heisst  die  harmonische  Polare  des  Wende- 
punktes W, 

Fällt  das  Punktenpaar,  in  welchem  die  Transversale  die  Curve  C^ 
schneidet,  in  einen  Punkt  zusammen,  d.  h.  wird  die  Transversale  eine  Tan- 
gente an  der  Curve,  so  fällt  der  zugeordnete  harrngnische  Punkt  von  W 
auch  in  den  Berührungspunkt  der  Transversale  und  die  harmonische  Polare 
geht  durch  denselben.  Da  nun  eine  Gerade  eine  Curve  dritter  Ordnung  im 
Allgemeinen  in  drei  Punkten  schneidet,  so  wird  jede  der  drei  Verbindungs- 
linien der  drei  Schnittpunkte  der  harmonischen  Polare  mit  der  Curve  nach 
dem  Wendepunkte  TT  eine  Tangente  sein,  welche  von  dem  Wendepunkte 
W  aus  an  die  Curve  gelegt  ist,  und  da  die  harmonische  Polare  mit  der 
Curve  nicht  mehr  als  drei  Schnittpunkte  haben  kann ,  so  giebt  es  auch  nur 
drei  Tangenten ,  die  sich  von  einem  Wendepunkte  aus  an  die  Curve  dritter 
Ordnung  legen  lassen.  Die  Berührungspunkte  derselben  liegen  in  einer  Ge- 
raden, welches  die  harmonische  Polare  des  betreffenden  Wendepunktes  ist. 
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Fassen  wir  wieder  die  beicfen,  durch  den  Wendepunkt  W  gelegten 
Transversalen  ®  und  ®|  ins  Auge  und  ziehen  die  Verbindungslinie  BB^\ 
dieselbe  trifft  die  harmonische  Polare  in  einem  Punkte  /?,  diesen  Punkt  ver- 
binden wir  mit  W  und  If.  Dann  gehen  die  von  R  ausgehenden  vier  Ge- 
raden RW^  ftB^  RQ,  Rß  durch  die  vier  harmonisch  gelegenen  Punkte  auf 
der  Transversalen  %\  die  vier  Geraden  stellen  also  selbst  ein  harmonisches 
Strahlenbüschel  dar.  Drei  dieser  Strahlen  gehen  bezüglich  durch  die  drei 
Punkte  Wy  B^ ,  öi  auf  der  Transversalen  ®, ,  zu  welchen  ff^  der  vierte  har- 
monische ist;  also  geht  auch  der  vierte  harmonische  Strahl  RB^  des  Bü- 
schels durch  den  Punkt  ff x* 

Ebenso  lässt  sich  darthun,  dass  die  Verbindungslinie  des  Schnittpunk- 
tes ä',  in  welchem  Bff^  die  harmonische  Polare  trifft,  mit  ff  durch  den 
Punkt  ^1  geht.    Es  folgt  hieraus  also  der  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Wendepunkt  zwei  Transversalen,  welche  die 
Curve  dritter  Ordnung  in  je  zwei  Punkten  treffen,  und  verbindet  man  die 
beiden  Punktenpaare  wechselseitig  mit  einander,  so  erhalt  man  zwei  Paare 
von  Geraden ,  von  denen  sich  jedes  Paar  auf  der  harmonischen  Polare  des 
betreffenden  Wendepunktes  schneidet. 

Lässt  man  die  Transversalen  zusammenfallen,  so  fällt  das  eine  Ge- 
radenpaar mit  der  Transversalen,  ihr  Schnittpunkt  mit  dem  zugeordneten 
harmonischen  Punkte  zu  TT'' zusammen ;  das  andere  Geradenpaar  wird  aber 
zu  einem  Tangentenpaare,  welches  die  Curve  in  den  beiden  Punkten  be- 
rührt, in  denen  die  Transversale  die  Curve  schneidet.  Wir  können  also 
sagen : 

Die  Tangenten  in  zwei  Punkten  einer  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
mit  einem  der  neun  Wendepunkte  in  derselben  Geraden  liegen,  schneiden 
sich  in  der  harmonischen  Polare  zu  dem  betreffenden  Wendepunkte. 

Diesen  zuletzt  hergeleiteten  Satz  wenden  wir  gleich  auf  unser  System 
unter  einander  zugeordneter  Osculationspunkte  an: 

Die  Tangenten  ?p,  und  ^\  in  den  Punkten  PJ  und  /^,  an  der  Curve 
dritter  Ordnung  schneiden  sich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  in  einem 
Punkte,  welcher  auf  der  harmonischen  Polare  §i  vom  Wendepunkte  TPi 
liegt.  Ebenso  schneiden  sich  die  beiden  Tangenten  ^,  und  ^\^  welche  die 
Curve  Cj  in  den  Punkten  P,  und  P',  berühren,  auf  der  harmonischen  Polare 
§,  vom  Wendepunkte  TT,  u.  s.  f.  Die  sechs  Tangenten  ?ß  und  $',  welche 
die  Curve  in  den  sechs  Punkten  P  und  F  berühren,  schneiden  im  Allgemei- 
nen die  Curve  jede  einzelne  noch  in  einem  Punkte.  Wir  wollen  diese  sechs 
Schnittpunkte  mitp  und  p  bezeichnen.  Dieselben  bilden  wiederum  ein  sol- 
ches System  einander  zugeordneter  Osculationspunkte,  welche  dieselben 
Eigenschaften  haben,  wie  die  bisher  betrachteten  Punkte  Pnnd  P\  Denn 
da  die  Punkte  P, ,  B\ ,  /F, ,  Q^  vier  harmonische  Punkte  auf  der  Geraden 
®i  sind,  so  &ind  (Fig.  3)  die  beiden  Tangenten  $,  und  %^y  welche  sich  auf 
§,  im  Punkte  :i|  schneiden,  ferner  die  harmonische  Polare  ß,  und  die  Ver- 
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bindungsHoie  fF,  iti  vier  harmonische  Strahlen.  Verbinden  wir  nun  p,  mit 
^,  so  trifft  diese  Transversale  die  Curve  C,  noch  in  einem  dritten  Punkte, 
welcher  zu  pi  der  zugeordnete  harmonische  Punkt  ist  in  Bezug  auf  W^  und 
den  Schnittpiiukt  ^^  der  Transversale  mit  der  harmonischen  Polare.  Da 
nun  die  Transversale  ff^i  Pi  von  den  Strahlen  ^i^r, ,  ^, ,  §|  des  barmoni- 
6cben  Strahlenbüschels  in  it^  in  den  drei  Punkten  W^y  Pi,  qi  getroffen  wird, 
zu  welchen  der  dritte  Schnittpunkt  der  Transversale  Wi  Pi  mit  der  Curve 
C^  der  vierte  harmonische  Punkt  ist,  so  folgt,  dass  der  vierte  harmonische 
Strahl  %  des  Strahlenbüschtls  (jti)  durch  diesen  Schnittpunkt  geht,  d.  h. 
der  Punkt  p\  ist  dieser  Schnittpunkt.  Es  liegen  also  die  Punkte  p^  und  p\ 
mit  dem  Wendepunkte  Wi  in  einer  Geraden.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man 
ersehen,  dass  Pi  und  p\  mit  TFs,  dass  pi  und  p\  mit  W^^  ferner  dass  p^  und 
p\  mit  Wt\  p,  und  p\  mit  TT, ,  p,  und  p\  mit  W^  u.  s.  f.  immer  auf  einer 
Geraden  liegen.  Hiermit  ist  erwiesen,  dass  die  sechs  Schnittpunkte,  in 
denen  die  durch  die  sechs  Punkte  eines  Systems  einander  zugeordneter 
Osculationspunkte  an  die  Curve  dritter  Ordnung  gelegten  Tangenten  die 
Curve  schneiden,  wiederum  ein  System  einander  zugeordneter  Osculations- 
punkte bilden,  welches  zu  denselben  drei  Wendepunkten  gehört,  von  wel- 
chen das  erstere  abhängt.  Und  zwar  bilden  die  Schnittpunkte  der  Tangen- 
ten, welche  durch  die  Punkte  ein  und  desselben  Tripels  des  ersten  Systems 
an  die  Curve  gelegt  sind,  in  dem  zweiten  Systeme  ebenfalls  6in  solches 
Tripel. 

Von  den  Punkten  p  und  p'  können  wir  dadurch,  dass  wir  Tangenten  in 
diesen  Punkten  an  die  Curve  C3  legen',  wieder  zu  einem  neuen  Systeme  ein- 
ander zugeordneter  Osculationspunkte  gelangen,  welches  aus  den  Schnitt- 
punkten besteht,  in  welchen  diese  Tangenten  die  Curve  C^  schneiden. 
Durch  weitere  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  gelangen  wir  zu  einer  ganzen 
Reihe  von  Systemen  einander  zugeordneter  Osculationspunkte,  die  alle  zu 
den  drei  reellen  Wendepunkten  gehören, 

m. 

Da  die  drei  Wendepunkte  TFj,  TT,,  W^  in  einer  Geraden  liegen,  die 
wir  mit  @  bezeichnet  haben,  so  ist  der  Schnittpunkt  der  harmonischen  Po- 
lare §,  mit  der  Geraden  @,  den  wir  mit  Bi  bezeichnen  wollen,  der  zugeord- 
nete harmonische  Punkt  von  W,  in  Bezug  auf  das  Punktenpaar  TF",  TT,. 
(Fig.  1.)  Ferner  ist  der  Schnittpunkt  H^  der  harmonischen  Polare  §,  mit 
der  Geraden  @  der  zugeordnete  harmonische  Punkt  von  W,  in  Bezug  auf 
das  Punktenpaar  TT,  TT,;  Ebenso  ist  der  Punkt  iTj,  in  welchem  §3  die  Ge- 
rade @  trifft,  dem  Wendepunkte  TT,  harmonisch  zugeordnet  in  Bezug  auf 
das  Punktenpaar  W,  TT,.  Hieraus  folgt,  dass  die  sechs  auf  der  Geraden  © 
gelegenen  Punkte  TT,,  TT,,  TFj,  ^i,  ^t,  ^3  iu  Involution  sind,  und  zwar 
sind  ff^iHiy  ^t^ti  ^i^t  <iiö  einander  conjugirten  Punkte.  Durch  diese 
Involution  wird  ein  Punktsystem  auf  der  Geraden  @  bestimmt.    Dasselbe 
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ist  elliptiach;  denn  betrachten  wir  die  beiden  Paare  conjngirter  Ponkte 
Wiffi  und  Wjffty  80  muss,  da  F,  der  zugeordnete  harmonische  Punkt  zu 
Wi  ißt  in  Bezug  auf  die  beiden  Punkte  TF,  und  TP,,  der  Punkt  Z^,  auf  dem- 
jenigen Abschnitte  der  durch  W^  und  W^  getheilten  Geraden  @  liegen,  auf 
welchem  TTi  nicht  liegt.  Ebenso  muss  ff^  ^^^  demjenigen  Abschnitte  der 
durch  Wi  und  TFg  getheilten  Geraden  liegen,  auf  welchem  TF,  nicht  liegt. 
Hieraus  lässt  sich  leicht  ersehen,  dass  H^  innerhalb  oder  ausserhalb  der 
endlichen  Strecke  TF,  ^i  liegt,  wenn  W^  ausserhalb  oder  innerhalb  der- 
selben liegt.  Ebenso  liegt  77,  immer  innerhalb  oder  ausserhalb  der  end- 
lichen Strecke  W^H^,  wenn  Wf  ausserhalb  oder  innerhalb  derslben  liegt. 
Dieses  ist  aber  das  Criterium  für  ein  elliptisches  Punktsystem.  Wir  können 
also  sagen: 

Die  harmonischen  Polaren  der  drei  reellen  Wende- 
punkte schneiden  die  Gerade  @,  auf  welcher  diese 
Wendepunkte  liegen,  in  drei  Punkten,  welche  mit  den 
drei  reellen  Wendepnnkten  in  Involution  sind.  Durch 
diese  Involution  wird  auf  der  Geraden  @  ein  ellipti- 
sches Punktsystem  bestimmt. 

Die  Wendetangenten  in  den  drei  reellen  Wendepunkten  TF, ,  TF»,  TF, 
wollen  wir  bezüglich  mit  ÜSi ,  SB« ,  Sßg  bezeichnen.  Es  ist  nun  aus  dem  Vor- 
hergehenden klar,  dass  die  Wendetangenten  je  zweier  Wendepunkte  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  der  auf  der  harmonischen  Polare  des  dritten 
Wendepunktes  liegt.  Schneiden  sich  also  (Fig.  4)  3B,  und  SB,  im  Punkte  T,, 
SB,  und  SBg  im  Punkte  7, ,  SB,  und  SB,  im  Punkte  J,,  so  liegt  T,  auf  §,,  der 
Punkt  Ja  auf  §,  und  endlich  f,  auf  5jj.  Da  nun  TF,  iST,  TF,  TFj  harmonisch 
gelegene  Punkte  auf  der  Geraden  @  sind,  so  bilden  die  durch  den  Punkt  7, 
gehenden  Geraden  2Bi  ?  $ai  SB,,  T^f^s  ein  harmonisches  Strahlenbüschel, 
und  zwar  ist  T^  W^  zugeordneter  harmonischer  Strahl  zu  j^,  in  Bezug  auf 
das  Strahlenpaar  SB,  SB,. 

Aus  demselben  Grunde  haben  wir  im  Punkte  T^  das  harmonische  Strah  • 
lenbüschel  SB«,  §m  SB,,  7,  TF,,  und  im  Punkte  7,  das  harmonische  Strah- 
lenbüschel SBt)  ${}  SBi,  7",  TF,.  Aus  den  Eigenschaften  des  vollständigen 
Vierseits  geht  hervor,  dass  in  dem  Vierseit  ®SB,'3BtSBs  die  Diagonale  T^W^ 
von  den  beiden  anderen  TFiT,  und  TF,  T,  in  zwei  Punkten  Z>,  und  Z>,  ge- 
schnitten wird,  welche  zugeordnete  harmonische  Punkte  sind  in  Bezog  aaf 
7,  und  TF,.  Die  beiden  harmonischen  Polaren  $,  und  ^,  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  ^;  dieser  ist  zugeordneter  harmonischer  Punkt  zu  Di  in  Be- 
zug auf  T,  und  J7',,  welches  der  Schnittpunkt  von  SB,  und  $,  ist,  und 
ebenso  ist  S  zugeordneter  harmonischer  Punkt  zu  0%  in  Bezug  auf  7,  und 
H\^  dem  Schnittpunkte  von  SB,  und  i^,.  Hieraus  folgt,  dass  auch  ip,  durch 
den  Schnittpunkt  S  von  $|  und  j^,  geht.  Wir  sind  also  zu  dem  Satze  ge- 
langt: 
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Die    drei    harmonischen    Polaren    der    drei    reellen 
Wendepunkte    einer    allgemeinen    Curve   dritter    Ord- 
nung schneiden  sich  in  einem  Punkte.     Dieser  Punkt  S 
heisst   der  Pol    der  Geraden  @,    auf  welcher   die    drei 
reellen  Wendepunkte  liegen. 
(Vergl.  Cremona,  Theorie  der  ebenen  Curven,  Nr.  139rf;  Pliicker, 
System  der  analytischen  Geometrie,  S.  288;  Plücker,  Ueber  Curven  drit- 
ter  Ordnung,  Crelle's  Journ.  Bd.  34  S.  331.) 

Lassen  wir  nun  in  dem  Systeme  von  einander  zugeordneten  Oscula* 
tionspunkten  einen  der  Punkte  P  oder  P'  sich  auf  der  Curve  C^  bewegen, 
so  verändern  gleichzeitig  sämmtliche  übrigen  Punkte  des  Systems  ihre  Lage 
auf  der  Curve.  Zugleich  wird  also  für  jede  andere  Lage  des  sich  bewegen- 
den Punktes  der  Kegelschnitt,  auf  welchem  jedesmal  die  sechs  Punkte  des 
Systems  liegen,  ein  anderer.  Jede  Transversale,  welche  einen  der  Punkte 
P  mit  einem  der  Punkte  /''verbindet,  geht  aber  immer  durch  einen  der 
drei  Wendepunkte  TFi,  TF»,  TF,  und  der  Schnittpunkt  der  Transversale  mit 
der  dem  betreffenden  Wendepunkte  zugehörigen  harmonischen  Polare  ist 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  den  drei  ebenerwähnten  Punkten,  und 
zwar  ist  er  dem  betreffenden  Wendepunkte  jedesmal  zugeordnet.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  jeder  der  drei  Wendepunkte  JF^ ,  }f\^  W^  und  die  ihm  zu- 
gehörige harmonische  Polare,  in  Bezug  auf  jeden  der  unendlich  vielen  Ke- 
gelschnitte, welche  wir  bei  der  Bewegung  eines  der  Punkte  jP  oder  P^  auf 
der  Curve  C^  erhalten,  Pol  und  Polare  sind,  und  dass  also  ebenfalls  in  Be- 
zug auf  jeden  dieser  unendlich  vielen  Kegelschnitte  die  Gerade  @,  in  wel- 
cher die  drei  Wendepunkte  TT,,  TFi,  TT,  liegen,  und  der  Punkt  5,  in  wel- 
chem die  drei  zugehörigen  harmonischen  Polaren  $, ,  ^g,  ^s  sich  schneiden. 
Polare  und  Pol  sind.  Aus  diesem  Umstände  geht  hervor,  dass  diese  Kegel- 
schnitte sämmtlich  unendlich  viele  Tripel  conjugirter  Punkte  gemeinschaft- 
lich haben,  welche  eine  Ecke,  das  ist  der  Punkte,  und  die  gegenüber- 
liegende Seite,  das  ist  die  Gerade  @,  gemein  haben. 

Wir  können  diese  Saehe  auch  folgendermassen  darstellen: ' 
Da  die  sechs  Punkte  TF, ,  W",,  TTj,  Ä, ,  -äT,,  H^  in  Involution  sind  und 
dadurch  ein  Punktsystem  auf  der  Geraden  @  bestimmen,  so  sind  die  sechs 
Strahlen  durch  den  Punkt  5,  TT, 5,  W^S,  W^S,  §,,  §2»  §8  ebenfalls  in  In- 
yolution  und  bestimmen  ein  Strahlensystem  im  Punkte  5,  welches  mit  dem 
Punktsysteme  auf  der  Geraden  @  perspectivisch  liegt.  Beide  Gebilde  sind 
aber  zugehörige  Systeme  zu  jedem  unserer  unendlich  vielen  Kegelschnitte. 
Hieraus  folgt,  dass  diese  Kegelschnitte  eine  vollständige  Schaar  von  Ke* 
gelschnitten  ausmachen,  die  sich  doppelt  berühren.  (Steine r's  Vorlesun- 
gen, ILTheil,  bearb.  von  Schröter,  S.  363,  364  und  397.) 

Da  aber  das  Punktsystem  auf  der  Geraden  @  ein  elliptisches  ist,  folg- 
lich auch  das  Strahlensystem  im  Punkte  5,  da  es  mit  jenem  perspectivisch 
liegt,  so  folgt  daraus,  dass  die  beiden  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte 
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&ämmt1icber  Kegelschnitte  der  Scbaar  (welcbe  bei  einem  bjperboliscLen 
I'nnktsysteme  die  Asjmptotenpnnkte  des  Punktsystems  sind)  imaginär  sind. 
Wir  baben  also^  eine  Scbaar  von  Kegelschnitten  mit  imaginärer  doppelter 
Berübrnng.  Nichtsdestoweniger  ist  aber  die  Kegelscbnittscfaaar  Tollstandig 
bestimmt  und  kann  reell  constrnirt  werden.  In  den  Vorlesungen  von  Stei- 
ner tiber  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt  anf  projectivische  Eigen- 
schaften, ist  S.  3dl  eine  solche  Constrnction  angegeben,  die  wir  hier  anwen- 
den können.  Wir  ziehen  durch  S  einen  Strahl ,  welcher  die  Gerade  @  in  f 
treffen  mag,  und  wählen  nun  ein  Paar  harmonisch  zugeordneter  Punkte  p 
und  n  zu  S  und  s  als  Mittelpunkte  zweier  StrahlenbQschel ,  nnd  ordnen  die 
Strahlen  dieser  beiden  Büschel  gegenseitig  einander  so  zu,  dass  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Strahlen  der  beiden  Büschel  immer  die  Gerade  6  in 
zwei  conjngirten  Punkten  des  Punktsystems  treffen.  Dann  erzeugen  diesel* 
ben  einen  Kegelschnitt  der  Scbaar,  welches  der  Ort  des  Schnittpunktes 
zweier  jedesmal  zugeordneter  Strahlen  der  beiden  Büschel  ist.  Veranden 
wir  das  Paar  p  und  n;  so  erhalten  wir  nach  nnd  nach  sämmtliche  Kegel- 
schnitte dieser  Scbaar.  Alle  diese  Kegelschnitte  schneiden  nun  die  Carve 
6^3  jedesmal  in  sechs  Punkten,  welche  ein  System  von  einander  zugeordne- 
ten Oscalationspunkten  bilden,  das  zu  den  drei  reellen  Wendepunktes 
gehört. 

Unser  Resultat  lautet  also: 

Die  unendlich  vielen,  auf  der  Curve  C,  nur  irgend 
möglichen  Systeme  von  einander  zugeordneten  Oa- 
cnlationspunkten,  welche  anf  die  drei  reellen  Wende- 
pnnkte  bezogen  sind,  bestimmen  unendlich  viele  Ke- 
gelschnitte, indem  immer  jedes  System  auf  einem  be- 
stimmten Kegelschnitte  liegt.  Diese  unendlich  vielen 
Kegelschnitte  bilden  in  ihrer  Gesammtheit  eine  voll- 
ständige Scbaar  von  Kegelschnitten,  welche  unterein- 
ander eine  doppelte  imaginäre  Berührung  haben.  Diese 
Scbaar  ist  bestimmt  durch  den  Punkt  5,  den  Schnitt- 
punkt der  drei  harmonischen  Polaren  der  drei  reellen 
Wendepunkte  und  durch  die  Gerade  ©,  auf  welcher 
die  drei  reellen  Wendepunkte  liegen.  Und  zwar  ist 
der  Punkt  S  der  gemeinschaftliche  Eckpunkt,  die  Ge- 
rade @  gemeinschaftliche  Gegenseite  von  unendlich 
vielen  Tripeldreiecken  conjngirter  Pnnkte,  die  sämmt- 
lichen  Kegelschnitten  der  Scbaar  gemeinsam  sind. 
Der  zweite  und  dritte  Eckpunkt  jedes  dieser  nnend. 
lieh  vielen  Tripel  ist  immer  ein  Paar  conjngirter 
Punkte  eines  Punktsystems  auf  der  Geraden  @,  das 
durch  die  Involution  der  Wendepunkte  TF, ,  W,,  TF,  mit 
den  ihnen  conjugirten  Punkten  //, ,  H^y  Hg  bestimmt  wird. 
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1.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  gefunden,  dass  von  einem  Wende- 
pankte  drei  Tangenten  an  die  Curve  dritter  Ordnung  gezogen  werden  kön- 
nen. In  dem  Berührungspunkte  einer  solchen  Tangente  von  irgend  einem 
Wendepunkte  aus,  z.  B.  von  dem  Wendepunkte  Wi  ans,  wollen  wir  einen 
Punkt  nnsers  Systems  von  Osculationspunkten  annehmen  und  ihn  mit  P^ 
bezeichnen.  Dann  ist  die  Transversale,  welche  ihn  mit  TT,  verbindet, 
offenbar  die  Tangente,  und  sein  conjugirtor  Oscnlationspunkt  r\^  der  mit 
ihm  auf  dieser  Transversale  liegt,  fällt  mit  ihm  im  Berührungspunkte  der 
Tangente  zusammen.  Die  drei  Tangenten,  welche  vom  Wendepunkte  Wl 
an  die  Curve  C^  gezogen  werden  können,  mögen  8a»  ÜKi,  5Ri  heissen 
und  ihre  Berührungspunkte  seien  die  Punkte  LXy  AfXy  Ni,  Fällt  also  /*, 
mit  £|  zusammen,  so  kommt  auch  P\  auf  Z|  zu  liegen  und  die  Trans- 
versale PiP\  wird  zur  Tangente  Z,.  Dann  fallen  auch  die  Verbindungs- 
linien von  P^  und  P\  mit  dem  Wendepunkte  TT,  in  eine  Gerade  zusammen, 
also  auch  die  beiden  dritten  Schnittpunkte  P^  und  P'^  dieser  beiden  Trans- 
versalen mit  der  Curve  C^  in  einen  einzigen  Punkt  der  Curve.  Ebenso  fal- 
len die  Transversalen ,  welche  P^  und  P\  mit  dem  Wendepunkte  W^  ver- 
binden, in  eine  Gerade  zusammen  und  ihre  dritten  Schnittpunkte  P'g  ^^"^  ^2 
in  einen  Punkt  der  Curve.  Dann  werden  die  Transversalen,  welche  /^2^2 
mit  TFg  und  P^P^s  mit  W^  verbinden,  Tangenten  sein,  die  von  den  Punkten 
TTj  und  TTg  an  die  Curve  gezogen  sind.  Bezeichnen  wir  dieselben  mit  Sg 
und  Sj,  so  werden  P^  und  P'^  in  dem  Berührungspunkte  L^  liegen,  P^  und 
P\  aber  in  dem  Berührungspunkte  Zg.    Wir  können  also  sagen : 

Wenn  einer  der  Punkte  P  oder  P'  unsers  Systems  von  einander  zu- 
geordneten Osculationspunkten  auf  dem  Berührungspunkte  einer  der  drei 
Tangenten  liegt,  welche  von  einem  der  Wendepunkte  W^,  W^j  W^  an  die 
Curve  gezogen  sind ,  so  hat  das  System  der  einander  zugeordneten  Punkte 
P  und  P'  eine  solche  Lage,  dass  immer  je  ein  Punkt  P  mit  je  einem  Punkte 
P'  zusammenfällt.  Die  drei  Punkte,  in  denen  dies  geschieht,  sind  Berüh- 
rungspunkte je  einer  der  drei  Tangenten  aus  je  einem  der  drei  Wende- 
•punkte  TTj,  TT^,  Wg. 

Aus  unserer  Entwickelung  geht  ferner  hervor,  da  die  Transversalen 
PjP'j  und  P\P^  in  die  Gerade  Z^Zg  und  ebenso  die  -Pji^g  ""^  ^'1^2  '°  ^'® 
Gerade  Lj^L^^  und  /^g^s  "°^  ^2^3  ^"  ^^®  Gerade  ZgZg  zusammenfallen, 
dass  von  den  Punkten  Z^,  L^^  L^^  in  welchen  je  ein  Punkt  P  mit  einem 
Punkte  P'  zusammenfällt,  immer  je  zwei  Punkte  mit  je  einem  der  drei 
Wendepunkte  in  einer  Geraden  liegen.    Das  giebt  folgendes  Resultat: 

Sind  TTj,  TFg,  W^  die  drei  reellen  Wendepunkte  einer  allgemeinen 
Curve  dritter  Ordnung  Cg  und  legt  man  vom  Wendepunkte  Wy^  eine  Tan- 
gente an  Cg,  welche  die  Curve  in  Z^  berührt;  verbindet  man  sodann  diesen 
Berührungspunkt  Z^  mit  dem  Wendepunkte  TT^,  so  ist  der  dritte  Schuitt- 
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pnnkt  Z3  dieser  VerbiDdungsliDie  mit  der  Curve  der  BdrtihraDgspaDkt  einer 
Tangente,  welche  vom  Wendepunkte  W^  an  die  Curve  gezogen  ist.  Ver- 
bindet man  nun  Li  mit  W^  und  L^  mit  Wi ,  so  ist  der  Schnittpunkt  der  bei- 
den Verbindungsliuien  ein  Punkt  der  Curve  C,,  in  welchem  eine  Tangente 
durch  den  Wendepunkt  W2  die  Curve  berührt. 

Der  Kegelschnitt,  auf  welchem  die  sechs  Punkte  P  und  P'  liegen,  hat 
für  diesen  Fall  die  Eigenschaft,  dass  er  die  Curve  C^  in  drei  Punkten  ein- 
fach berührt.  Die  drei  Tangenten  in  den  drei  Berührungspunkten  gehen 
jede  durch  einen  der  drei  reellen  Wendepunkte  der  Curve.  Offenbar  giebt 
es  in  unserer  vorhin  bestimmten  Kegelschnittschaar  drei  Kegelschnitte  von 
dieser  Eigenschaft. 

Gehen  wir  nun  zu  den  neun  Osculationskegelschnitten  selbst  über,  die 
durch  die  sechs  Punkte  unsers  Systems  bestimmt  sind,  und  untersuchen, 
welche  Eigenschaften  dieselben  in  diesem  speciellen  Falle  besitzen.  In 
jedem  von  zwei  einander  zugeordneten  Osculationspunkten ,  z.  B.  in  jedem 
der  heiden  Punkte  P^  und  P\^  giebt  es,  wie  wir  wissen,  je  drei  solcher  Os- 
culationskegelschnitte.  Beide  Punkte  zusammen  geben  offenbar  fünf  Os- 
cnlationskegelschnitte,  da  einer  von  den  drei  Kegelschnitten,  der  in  /\  die 
Curve  osculirt,  zugleich  auch  in  P\  osculirt. 

Für  den  Fall,  wo  die  beiden  zugeordneten  Oscnlationspunkte  in  einen 
der  Punkte  Z,  M  oder  N  zusammenfallen,  wird  dieser  Kegelschnitt  die 
Curve  in  dem  betreffenden  Punkte  offenbar  sechspunktig  berühren.  In 
demselben  Punkte  werden  dann  aber  noch  vier  andere  Kegelschnitte,  die 
unserem  Systeme  angehören ,  die  Curve  jeder  von  ihnen  dreipunktig  be- 
rühren. 

Die  anderen  Osculationspunkte  dieser  vier  Kegelschnitte  fallen  aber 
zu  je  zwei  zusammen;  atis  diesem  Grunde  fallen  also  auch  die  Kegelschnitte 
selbst  zu  je  zwei  zusammen.  Unser  System  bestimmt  für  diesen  Fall  dem- 
nach sechs  Kegelschnitte,  von  denen  drei  die  Curve  in  zwei  verschiedenen 
Punkten  je  dreipunktig  berühren.  Die  drei  anderen  Kegelschnitte  berühren 
aber  jeder  die  Curve  in  einem  Punkte  sechspunktig. 

Wir  haben  gesehen,  dass  der  Fall  einer  solchen  eben  behandelten 
Lage  eines  Systems  von  Osculationspunkten,  das  auf  die  drei  reellen 
Wendepunkte  bezogen  ist,  dreimal  eintreten  kann.  Jedesmal  erhalten  wir 
drei  Punkte,  in  deren  jedem  di6  allgemeine  Curve  dritten  Grades  von  einem 
Kegelschnitte  sechspunktig  berührt  wird.  Im  Ganzen  erhalten  wir  also 
durch  das  auf  die  drei  reellen  Wendepunkte  bezogene  System  neun  solcher 
Punkte.  Beachten  wir,  auf  welche  Weise  wir  zu  einem  Systeme  von  ein- 
ander zugeordneten  Osculationspunkten,  das  zu  den  drei  reellen  Wende- 
punkten gehört,  gelangt  sind,  so  sind  wir  berechtigt,  zu  schliessen,  dass 
auch  zu  je  drei  von  den  sechs  imaginären  Wendepunkten,  welche  auf  ein 
und  derselben  Geraden  liegen,  jedesmal  eine  ganze  Schaar  von  Systemen 
solcher  unter  einander  zugeordneter  Osculationspunkte  gehören,  die  die« 
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selbe  Eigenschaft  besitzen,  wie  die  Systeme,  welche  auf  die  drei  reellen 
Wendepunkte  bezogen  sind,  nur  mit  der  Beschränkung,  dass  nun  auch  der 
Unterschied  des  Beeilen  und  Imaginären  mit  berücksichtigt  werden  muss; 
im  Uebrigen  aber  sind  die  Resultate  ganz  dieselben.  Die  sechs  imaginären 
Wendepunkte  liegen  nun  zu  je  dreien  auf  zwei  verschiedenen  Geraden.  Es 
werden  somit  noch  zwei  Schaaren  von  Systemen  unter  einander  zugeordne- 
ter Osculationspunkte  bestehen,  die  mit  jener  schon  behandelten  Schaar, 
sowie  unter  einander  keinen  Punkt  gemeinsam  haben.  Wir  erhalten  durch 
jede  der  beiden  Schaaren  also  noch  neun  Punkte,  in  deren  jedem  die  all- 
'gemeine  Curve  dritten  Grades  von  einem  Kegelschnitte  sechspunktig  be- 
rührt wird.  Im  Ganzen  beträgt  also  die  Anzahl  solcher  Punkte  siebennnd« 
zwanzig.    Das  giebt  den  Satz : 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  enthält  im  Allgemeinen  27  solcher  Punkte, 
in  deren  jedem  sie  von  einem  Kegelschnitte  sechspunktig  berührt  werden 
kann. 

(Vergl.  Steiner,  Geometr.  Lehrsätze,  Crelle's  Journ.  Bd.  32  S.  182; 
Plücker,  üeber  Curven  dritter  Ordnung,  Grelle 's  Journ.  Bd.  34  S.  332; 
Serret,  Algebra,  Theil  V  Art.  562.) 

2.  Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  einer  der  sechs  Punkte  un- 
sers  Systems  von  Osculationspunkten  in  einen  der  drei  Wendepunkte  TF^, 
TTg,  W^  fällt.  Wir  wollen  untersuchen,  welche  besondere  Eigenschaften 
unser  System  dann  besitzt.  Es  soll  z.  B.  Punkt  P^  in  den  Wendepunkt  W^ 
fallen.  Dann  wird  die  Verbindungslinie  W^P^  Tangente  im  Wendepunkte; 
diese  hat  bekanntlich  mit  der  Curve  im  Wendepunkte  eine  dreipunktige 
Berührung,  es  fällt  also  auch  der  dritte  Schnittpunkt  von  W^P^  mit  der 
Curve,  der  Punkt  P\  in  den  Wendepunkt  TT^;  die  beiden  Verbindungslinien 
von  TTg  mit  /\  und  P\  und  die  beiden  Verbindungslinien  von  W^  mit  Pi  und 
P^i  fallen  dann  in  die  Gerade  @.  Daraus  folgt,  dass  in  den  Wendepunkt  W^ 
die  Punkte  P^  und  P'^  und  in  den  Wendepunkt  W^  die  Punkte  P^  und  P'^ 
fallen.    Wir  können  also  sagen: 

Wenn  einer  der  Punkte  P  oder  P'  unsers  Systems  von  unter  einander 
zugeordneten  Osculationspunkten  in  einen  der  drei  Wendepunkte  fällt,  zu 
welchem  das  System  gehört,  so  fallen  die  beiden  anderen,  zu  demselben 
Tripel  gehörigen  Punkte  in  die  beiden  anderen  Wendepunkte,  und  von  den 
drei  Punkten  des  zugeordneten  Tripels  fUllt  ebenfalls  je  einer  in  einen  der 
drei  Wendepunkte. 

Der  Kegelschnitt,  auf  welchem  die  sechs  Punkte  P  und  P  liegen,  geht 
in  diesem  Falle  offenbar  über  in  zwei  zusammenfallende  Geraden,  und  zwar 
fallen  diese  beiden  Geraden  in  der  Linie  @  zusammen.  Es  ist  offenbar, 
dass  in  der  Schaar  von  Kegelschnitten  mit  doppelt  imaginärer  Berührung, 
welche  sämmtliche  auf  der  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung  nur  irgend 
möglichen  Systeme  von  einander  zugeordneten  Osculationspunkten  enthal- 
ten, dieser  ebenerwähnte  Kegelschnitt  der  einzige  ist,  der  durch  zwei  Ge- 
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rade  dargestellt  wird.  Denn  für  diese  Schaar  von  Kegelschnitten  mit  dop- 
pelter imaginärer  Berührnng  ist  offenbar  die  Gerade  @  die  Beriifarnngssehne, 
-welche  die  beiden  imaginären  Berührungspunkte  mit  einander  verbindet; 
dieselbe  trifft  keinen  der  Kegelschnitte  der  Schaar,  während  ihr  Pol,  der 
Punkt  Sy  innerhalb  von  sämmtlichen  Kegelschnitten  liegt.  (Vergl.  St  ei- 
ner's  Vorlesungen  von  Schröter,  S.  307.)  Es  ist  also  unmöglich,  das« 
ausser  dem  besprochenen  Kegelschnitte,  M^elcher  die  Grenzlage  der  Kegel- 
schnitte der  Schaar  darstellt,  in  Bezug  auf  die  Gerade  @  noch  ein  reeller 
cxistirt,  der. durch  zwei  Gerade  dargestellt  wird;  denn  diese  müssten  sonst 
die  Berührungssehno  @  immer  schneiden  (und  geschähe  dies  auch  im  un- 
endlich entfernten  Punkte  der  Geraden  @). 

Was  nun  ^ie  durch  die  sechs  Punkte  P  und  P'  bestimmten  nenn  Osco« 
lationskegelschnitte  anlangt,  so  gehen  dieselben  für  den  in  Rede  atehenden 
Fall  in  ganz  besondere  Lagen  über. 

Derjenige  Osculationskegelschnitt,  welcher  die  Curve  in  den  beiden 
Punkten  /\  und  P\  oscnlirt,  müsste,  da  P^  und  P\  im  Wendepunkte  W^ 
^psammenfallen ,  die  Curve  in  diesem  Punkte  sechspunktig  berühren.  Im 
W«endepunkte  W^  hat  aber  die  Wendetangente  SS^  drei  Punkte  mit  der 
Curve  Cq  gemeinsam,  es  müsste  also  auch  der  Osculationskegelschnitt  im 
Punkte  Wi  mit  der  Geraden  SBBj  wenigstens  drei  Punkte  gemeinsam  haben. 
Da  nun  ein  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  nur  zwei  Punkte  mit  einander 
gemeinsam  haben  können,  so  bleibt  uns  kein  anderer  Schluss  übrig,  als 
dass  der  betreffende  Osculationskegelschnitt  sich  auf  einen  Punkt  reducirt, 
der  mit  dem  Wendepunkte  TP^  zusammenfällt.  Ebenso  folgern  wir,  dass 
derjenige  Osculationskegelschnitt,  welcher  die  Curve  in  den  beiden  Punk- 
ten P^  und  P'2  osculirt,  und  derjenige,  dessen  Osculationspnnkte  mit  der 
Curve  die  Punkte  P\  und  P3  sind,  jeder  sich  auf  einen  Punkt  reducirt,  von 
denen  der  erstere  mit  dem  Wendepunkte  TTg,  der  zweite  mit  dem  Wende- 
punkte TF3  zusammenfallt.  Aus  der  Lage  der  Punkte  P  und  P'  können  wir 
ferner  mit  Leichtigkeit  erkennen,  dass  die  noch  übrigen  sechs  Osculations- 
kegelschnitte  dargestellt  werden  durch  die  Paare  von  Wendetangenten 

aBi3B2»  äöiSBg,  9B23B3. 

aSgüBi,  aBgSBj»  ©3®!. 
Es  fallen  also  immer  je  zwei  von  ihnen  zusammen. 

V. 

Betrachten  wir  alle  möglichen  Transversalen  durch  einen  der  drei 
reellen  Wendepunkte,  so  zerfallen  dieselben  in  zwei  Gruppen,  erstens  in 
solche,  welche  die  Curve  in  noch  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  zweitens 
in  solche,  welche  die  Curve  in  keinem  reellen  Punkte  weiter  treffen.  Wir 
sagen  dann:  die  Transversale  durch  den  Wendepunkt  trifft  die  Curve  in 
zwei  imaginären  Punkten.  (Einen  dritten  Fall,  dass  z.  B.  eine  Transversale 
durch  einen  reellen  Wendepunkt  die  Curve  noch  in  nur  einem  reellen 
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Punkte  nnd  in  einem  imaginären  träfe ,  giebt  es  offenbar  nicht.)  Nehmen 
wir  jetzt  an,  dass  die  reelle  Transversale  (Sj,  die  darch  W^  gezogen  ist,  die 
Cnrve  C^  in  den  beiden  imaginären  Punkten  P^  und  P\  schneidet,  so  wer- 
den die  Verbindungslinien  dieser  beiden  imaginären  Punkte  mit  den  beiden 
reellen  Wendepunkten  imaginär  sein ;  dies  sind  die  Transversalen  @\  und 
©"2  durch  den  Wendepunkt  TTg  und  die  Transversalen  O'g  und  ©"3  durch 
den  Wendepunkt  W3. 

Daraus  folgt,  dass  auch  die  dritten  Schnittpunkte  dieser  Transversalen 
mit  der  Curve  C^  imaginär  sind,  das  sind  die  übrigen  vier  Punkte  unsers 
Systems  von  einander  zugeordneten  Punkten  P  nnd  P'.  Sobald  aber  die 
Transversale  @^  die  Curve  C^  in  einem  reellen  Punkte  P^  schneidet,  so 
muss  auch  der  dritte  Schnittpunkt  P\  reell  sein;  infolge  dessen  müssen 
auch  die  Transversalen  von  W^  und  W^  nach  diesen  Punkten  P^  und  P\ 
reell  sein  und  darum  auch  sämmtliche  übrigen  Punkte  unsers  Systems.  Wir 
haben  alM  den  Satz: 

Ist  in  dem  Systeme  von  einander  zugeordneten  Punkten  P  und  P\  das 
auf  die  drei  reellen  Wendepunkte  bezogen  ist,  ein  Punkt  reell  oder  imagi- 
när, so  sind  alle  Punkte  des  Systems  r^ell  oder  imaginär. 

Aus  diesem  Satze  folgt  für  die  Schaar  {K)  von  Kegelschnitten  mit  dop- 
pelter imaginärer  Berührung: 

Sämmtliche  reelle  Kegelschnitte  der  Schaar  {K) 
schneiden  die  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  ent- 
weder in  sechs  reellen  oder  sechs  imaginären  Punkten. 

Wir  behandeln  nun  den  Fall ,  wo  sämmtliche  Funkte  unsers  Systems 
imaginär  sind.  Dann  haben  wir  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden:  1.  Alle 
neun  Transversalen  durch  die  drei  reellen  Wendepunkte,  welche  je  zwei 
einander  zugeordnete  Punkte  des  Systems  verbinden,  sind  imaginär;  2.  es 
sind  eine  oder  mehrere  von  den  neun  Transversalen  reell,  —  Alle  Kegel- 
schnitte unserer  Schaar  (/T),  welche  die  Curve  C^  in  keinem  reellen  Punkte 
schneiden,  werden  dann  offenbar  durch  solche  Systeme  von  einander  zu- 
geordneten Osculationspunkten  bestimmt,  welche  unscrm  ebenerwähnten 
ersten  Falle  angehören,  wo  keine  der  neun  Transversalen  @  reell  ist. 
Denn  wäre  eine  von  denselben  reell,  so  mtissten  die  reelle  Transversale 
und  der  reelle  Kegelschnitt  die  Curve  in  denselben  beiden  imaginären 
Punkten  schneiden,  was  offenbar  nicht  möglich  ist. 

Für  den  zweiten  Fall,  wo  nicht  alle  neun  Transversalen  ®  imaginär 
sind,  können  wir  zeigen,  dass  höchstens  drei  von  denselben  reell  sein 
können. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  von  den  drei  Transversalen,  die  durch  ein 
und  denselben  Wendepunkt  gehen,  seien  alle  drei  reell,  so  ist  sofort  er- 
sichtlich ,  dass  keine  der  sechs  übrigen  Transversalen  reell  sein  darf,  da 
jede  von  ihnen  immer  zwei  von  den  drei  reellen  Transversalen  in  Punkten 
des  Systems  schneidet,  welche  alle  imaginär  sind.    Die  betreffenden  sechs 
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Transversalen  dnrch  die  anderen  beiden  Wendepunkte  sind  offenbar  auch 
imaginär,  wenn  von  den  drei  Transversalen  dnrch  den  ersten  Wendepankt 
auch  nar  zwei  reell  sind.  Ist  aber  nur  eine  von  den  drei  Transversalen 
durch  ein  und  denselben  Wendepunkt  reell,  so  sind  für  jeden  der  beiden 
anderen  Wendepunkte  die  beiden  Transversalen  nach  den  beiden  imaginä- 
ren Schnittpunkten  jener  reellen  Transversale  mit  der  Curve  imaginär.  Die 
dritte  Transversale  aber  in  jedem  dieser  beiden  Wendepunkte  kann  reell 
sein.  Wir  haben  dann  in  jedem  der  drei  Wendepunkte  eine  reelle  und  zwei 
imaginäre  Transversalen.  Ans  dieser  Betrachtung  folgt  aber  auch  zugleich, 
dass  Systemen  von  imaginären  Punkten  P  und  P'  mit  einer,  zwei  oder  drei 
reellen  Transversalen  ®  in  der  Schaar  {K)  von  Kegelschnitten  mit  doppel- 
ter imaginärer  Berührung  immer  nur  imaginäre  Kegelschnitte  entsprechen* 

TL 

Die  von  uns  betrachteten  Systeme  von  je  drei  Punkten  P  snd  je  drei 
Punkten  P\  die  sich  gegenseitig  zugeordnet  sind,  haben  wir  erhalten,  in- 
dem wir  einen  Punkt  der  Curve  C^  in  Verbindung  brachten  mit  den  drei 
reellen  Wendepunkten,  und  habeiy  gesehen,  dass  die  entwickelten  Eigen- 
schaften dieser  Punkte  P  und  P'  aus  den  Eigenschaften  der  drei  reellen 
Wendepunkte  und  der  drei  harmonischen  Polaren  derselben  folgten.  Da 
nun  die  Eigenschaften,  welche  von  den  drei  reellen  Wendepunkten  und 
ihren  harmonischen  Polaren  gelten,  ebenfalls  vorhanden  sind  bei  drei  be- 
liebigen der  neun  Wendepunkte,  die  in  einer  Geraden  liegen,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  dann  auch  das  Imaginäre  berücksichtigt  werden  muss, 
so  können  wir  unsere  angestellten  Betrachtungen  auch  auf  ein  System  von 
Punkten  P  und  P'  ausdehnen,  welches  wir  auf  irgend  drei  beliebige,  in 
einer  Geraden  liegende  Wendepunkte  beziehen.  Mit  Hilfe  dieser  einzelnen 
Systeme  von  Punkten  P  und  P'  können  wir  dann  das  gesammte  System  von 
18  einander  zugeordneten  Osculationspunkten  P  und  P'  bestimmen,  welches 
auf  sämmtiiche  neun  Wendepunkte  der  Curve  bezogen  ist. 

Wir  wissen y  dass  es  überhaupt  zwölf  Gerade  giebt,  auf  denen  jedes- 
mal drei  Wendepunkte  liegen.  Sie  ordnen  sich  in  vier  Systeme  von  je  drei 
Geraden.  Auf  den  drei  Geraden  eines  jeden  Systems  liegen  die  neun 
Wendepunkte  zu  je  dreien  vertheilt. 

Auf  algebraischem  Wege  stellen  sich  die  Wendepunkte  als  die  neun  Wur- 
zeln einer  bestimmten  auflösbaren  GleichungQ.  Grades'mit  einer  Unbekannten 
dar.  (Vgl.  Hesse,  Crelle's  Journ.  28 5  S  e  r  r  e  t ,  Algebra,  Tom.  V  Cap.  IV.) 
Von  diesen  neun  Wurzeln  sind  drei  reell  und  sechs  imaginär«  Je  zwei  con- 
jugirte  imaginäre  Wurzeln  stellen  ein  Paar  zusammengehörige  imaginäre 
Wendepunkte  dar  (vergL  Plücker,  System  d.  analyt.  Geometrie,  S.284); 
die  sechs  imaginären  Wendepunkte  bestehen  also  aus  drei  Paar  zusammen- 
gehörigen Wendepunkten.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Gerade  durch 
zwei  solche   zusammengehörige  imaginäre  Wendepunkte  immer  reell  ist 
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Diese  Gerade  muss  also  durch  noch  einen  reellen  Fnnkt  der  Curve  gehen, 
und  da  die  Gerade,  welche  zwei  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung verbindet,  die  Curve  in  einem  dritten  Wendepunkte  trifft,  muss  die 
Gerade,  welche  zwei  zusammengehörige  imaginäre  Wendepunkte  verbindet, 
durch  einen  der  drei  reellen  Wendepunkte  gehen.  Es  giebt  nun  drei  Paar 
zusammengehörige  imaginäre  Wendepunkte.  Durch  jedes  der  drei  Paare 
geht  eine  reelle  Gerade,  die  noch  je  einen  der  drei  reellen  Wendepunkte  ent- 
hält. Die  Gerade,  welche  zwei  reelle  Wendepunkte  der  Curve  verbindet, 
enthält  offenbar  auch  den  dritten  reellen  Wendepunkt.  Wir  haben  also  vier 
reelle  Gerade  unter  den  zwölf  in  Rede  stehenden.  Die  übrigen  acht  sind  ima- 
ginär; denn  jede  von  ihnen  muss  wenigstens  durch  zwei  imaginäre  Wende- 
punkte gehen,  die  einander  nicht  zugeordnet  sind.  Da  aber,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  durch  jeden  der  sechs  imaginären  Wendepunkte  schon  eine 
reelle  Gerade  geht,  so  kann  von  den  übrigen  Geraden,  die  durch  imaginäre 
Wendepunkte  gehen,  keine  reell  sein.  Von  diesen  imaginären  Geraden  ge- 
hören zwei  mit  der  Geraden  durch  die  drei  reellen  Wendepunkte  in  das- 
selbe System.  Jede  von  beiden  enthält  offenbar  drei  imaginäre  Wende- 
punkte, und  zwar  ist  ersichtlich,  dass  die  eine  diejenigen  drei  imaginären 
Wendepunkte  enthält,  welche  der  Reihe  nach  den  drei  imaginären  Wende- 
punkten der  andern  Geraden  zugeordnet  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Wendepunkte  mit  TTj,  TTg,  W3...  Wj,  und  nehmen 
an,  dass  W^y  TV^j  ^s  ^i^  ^^^^  reellen  Wendepunkte  sind,  dass  ferner  die  drei 
Paare  einander  zugeordneter  imaginärer  Wendepunkte  TF4,  T^sj'^s»  ^9> 
TTe,  W^  sind,  von  denen  die  reelle  Gerade  TF^  TTg  durch  W^  gehen  soll: 
80  werden  die  beiden  imaginären  Geraden,  welche  mit  der  reellen  Geraden 
@,  die  die  drei  reellen  Wendepunkte  Tf^,  W2,  Wq  enthält,  in  dasselbe 
System  gehören,  die  folgenden  beiden  sein: 

W^W^Wq==&^^  und  W^Wf^WQ  =  &^'. 
Diese  drei  Geraden  @,  @^'\  ©^*^'  bilden  das  erste  der  vier  Systeme.  Durch 
den  Wendepunkt  W^  gehen  nun  noch  drei  Gerade  nach  den  drei  imaginä- 
ren Wendepunkten  von  ®<Ö.  Von  diesen  ist  W^  W^  reell  und  enthält  noch 
den  Wendepunkt  Wg,  wir  bezeichnen  diese  reelle  Gerade  mit  @^;  die  bei- 
den anderen  sind  imaginär.    Es  sind  dies  die  Geraden 

TFi  Wß  W^  =  ©i^«")  und  Wi  W^  W^  =  ©!<*>'. 
Ebenso  verhält  es  sich  bei  den  beiden  anderen  reellen  Wendepunkten  W^ 
und  TTj.    Wir  erhalten  für  W^  die  reelle  Gerade 

und  die  beiden  imaginären 

W^WqW^-:^&^<''>  und  WiW^W,  =  &^<^K 
für  W3  aber  die  reelle  Gerade 

und  die  beiden  imaginären 

W,  W,  W,  «  Sgt«'  und   ^3  }f\  W,  «  ©3(0'. 
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Wir  erhalten  also  folgende  vier  Systeme  von  je  drei  Geraden: 

1.  ©,      &\    ©t'>'; 

2.  ®,,     ©2,     ©3? 

8.  ©/'),       ©gl«),     ©3(0; 

4.  ©i<0',    ©2<»^',  ©/>'. 

(Vergl.  Oremona,  Ebene  Curven,  Nr.  1406.) 

•  In  dem  ersten  Systeme  haben  wir  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Ge- 
raden. Im  zweiten  Systeme  sind  alle  drei  Geraden  reell.  Die  beiden  äbri- 
gen  Systeme  enthalten  nur  imaginäre  Geraden. 

Wenn  wir  nun  von  einem  bestimmten  reellen  Punkte  Pj  der  Curve  C^ 
ausgehen  und  denselben  mit  irgend  drei  in  einer  Geraden  liegenden  Wende- 
punkten verbinden,  so  gelangen  wir  zu  einem  besondern  Systeme  einander 
zugeordneter  Punkte  P  und  P\  welches  durch  die  Lage  des  einzigen  Punk- 
tes P^  und  die  drei  betreffenden  Wendepunkte  vollständig  bestimmt  ist.  So 
gelangten  wir,  als  wir  den  Punkt  P^^  auf  die  drei  reellen  Wendepunkte  J^^^ 
^2»  ^3  bezogen,  zu  dem  Systeme  der  Punkte  P^,  /'g,  P^,  P^^  /^g,  Fy 
Wollen  wir  nun  für  denselben  Punkt  P^  ein  System  erhalten,  das  auf  irgend 
drei  andere  Wendepunkte,  die  in  einer  Geraden  liegen,  bezogen  ist,  so 
brauchen  wir  nur  für  die  bisherigeu  Indices  der  Punkte  P  und  P'  die  Indi- 
ces  der  neuen  Wendepunkte  zu  setzen.  Thun  wir  dies  in  Bezug  auf  alle 
zwölf  Geraden,  in  denen  je  drei  Wendepunkte  liegen,  so  erhalten  wir 
zwölf  Systeme,  die  einzig  und  allein  durch  die  Lage  des  Punktes  P^  be- 
stimmt sind.  Sind  im  Allgemeinen  ff^^»  ^^>  ^t^  ^Irei  Wendepunkte,  die  in 
einer  Geraden  liegen,  so  ist  dann  das  zugehörige  System  von  sechs  Punk- 
ten P  und  P'  zu  bezeichnen  mit 

und  zwar  gehen 

durch  fTx  die  Transversalen  V^P\,  /*iP'#,  P^P'X\ 
„       Wx    „  „  PlP'l,  P*P'ß,  PfiPV, 

..    W(i  u  „        p^py^  P*P'x>  PJ^P'*- 

Aus  der  eben  angestellten  Betrachtung  geht  hervor,  dass  in  dem  Sy- 
steme von  18  Punkten  P  und  P'  im  Ganzen  81  Transversalen  vorhanden 
sind,  auf  deren  jeder  je  ein  Punkt  P  und  ein  Punkt  P  und  ein  Wendepunkt 
liegt.  Durch  jeden  Wendepunkt  gehen  neun  derselben.  Nach  unserer  Be- 
zeichnung können  wir  sie  in  das  auf  S.  495  befindliche  Schema  bringen. 

Wir  haben  nun  darauf  zu  achten,  dass  das  Beeile  und  Imaginäre  of- 
fenbar in  gleicher  Weise  vertheilt  ist: 
I.    bei  den  drei  reellen       Wendelinien  ©j,  ©g,  ©j*, 

II.  „       „    sechs  imaginären        „  ©j^^  @i<«>',  @2^^>,  @2<^>',  ©3^^  ©3^'^'; 

III.  n       n    beiden       „  „  ©('),  ©(•>'; 

IV.  „    der  reollen  Wendelinie  @. 
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Durch  den  Wende- 



punkt  .     ,     .     .   1 

'^' 

H\ 

n\ 

w, 

^Vi 

»'. 

w. 

ff» 

W, 

, 

p.p'^ 

PiP"» 

P.P't 

P,P-s 

Pip'l 

/•.A^. 

Pip', 

PiP'i 

P.P't 

I 

p^p^i 

PfP^t 

PtP'i 

P^P'. 

PtP', 

A/^8 

Ptp', 

PtP-, 

Ptf,, 

1 

/>./''. 

P»P'i 

P»P', 

P»P', 

PzP", 

P.P'. 

P.P'. 

P^P's 

P^P', 

gehen  die  Trans-    J, 

p.p'i 

P.P'i 
PiP"^ 

PxP\ 

PiP", 

PJ'a 
P^P\ 

P.P-. 

Pr.P\ 

P.P'^ 
P.P', 

p.p't 

PiP'x 

p.p't 
p.p-» 

PaP\ 
P^P't 

P.P'o 

P.P's 

P.P'i 

P*P\ 

PtP", 

P.P'» 

P.P"» 

p^p-. 

P^P'x 

Plp'f. 

PjP-i 

PiP-, 

PrP'^ 

P,^, 

P-,P\ 

P,P\ 

P.P'. 

P-.P'» 

Pe  fi 

PoP-» 

p.p-. 

PiP'i 

P,P', 

P.P't 

P.P» 

PhP'h 

P.P'i 

p,p: 

p,p'. 

P.P'. 

P^P-» 

P.P\ 

P»P'i 

P»P\ 

P^P, 

P*P\ 

Jede  Wendelinie  der  Gruppe  I  geht  durch  einen  reellen  nnd  durch 
zwei  einander  zugehörige  imaginäre  Wendepunkte  nnd  ist  selbst  reell. 

Jede  Wendelinie  der  Gruppe  II  geht  durch  einen  reellen  und  durch 
zwei  imaginHre  Wendepunkte,  die  einander  nicht  zugehören. 

Bei  der  Gruppe  III  geht  jede  der  beiden  imaginären  Wendelinien 
durch  drei  imaginäre  Wendepunkte,  und  zwar  ist  jeder  der  drei  Punkte  auf 
der  einen  Geraden  je  einem  der  drei  Punkte  auf  der  andern  Geraden  zu- 
gehörig. —  Die  reelle  Wendelinie  @,  welche  allein  die  vierte  Gruppe  bildet, 
enthält  die  drei  reellen  Wendepunkte.  (Vergl.  Plücker,  System  der  ana- 
lytischen Geometrie,  S.  284.) 

Wir  haben  also  nur  drei  Untersuchungen  anzustellen,  wenn  wir  die 
Resultate,  welche  wir  für  die  Systeme  gefunden  haben,  die  zur  Wendelinie 
©  gehören,  auf  die  zu  den  elf  übrigen  Wendelinien  gehörenden  Systeme 
übertragen  wollen. 

Zunächst  gilt  für^eine  Wendeliuie  der  Gruppe  I,  dass  die  zu  ihr  ge- 
hörigen Systeme  von  Punkten  P  und  P  immer  einen  reellen  Punkt  P  und 
einen  reellen  P'  besitzen;  die  übrigen  vier  Punkte  des  Systems  sind  imaginär. 
Jedes  System  liegt  dann  also  auf  einem  Kegelschrritte,  welcher  mit  der  Curve 
zwei  reelle  und  vier  imaginäre  Schnittpunkte  hat.  Da  die  Wendelinie  reell 
ist,  so  ist  auch  ihr  Pol  reell.  Die  Kegelschnitte  haben  also  alle  einen  reel- 
len Pol  und  eine  reelle  Polare  gemeinsam,  sie  sind  also  alle  reell.  Einer 
der  Kegelschnitte  dieser  Schaar  besteht  offenbar  aus  den  beiden  anderen 
reellen  Wendelinien,  welche  mit  der,  zu  welcher  das  System  der  Punkte  P 
und  P'  gehört,  in  derselben  Gruppe  sich  befinden.  Diese  beiden  Wende- 
linien schneiden  die  letztere  in  zwei  reellen  Punkten.  Offenbar  müssen 
dann  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  durch  diese  beiden  Punkte  gehen  und 
sich  in  denselben  berühren.  Wir  haben  also  für  diesen  Fall  eine  Schaar 
von  Kegelschnitten  mit  doppelter  reeller  Berührung,  welche  auf  der  Wende- 
linie, zu  welcher  sie  gehören,  ein  hyperbolisches  Punktsystem  bestimmen, 
während  das  durch  die  Wendepunkte  und  die  Schnittpunkte  der  harmoni- 
schen Polaren   derselben  bestimmte  Punktsystem  elliptisch  ist,  aber  nur 
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zwei  reelle  Punkte,  die^ einander  conjugirt  sind,  enthält.  Es  ist  dies  der 
reelle  Wendepunkt  und  der  Schnittpunkt  der  zu  diesem  Wendepunkte  ge- 
hörigen reellen  harmonischen  Polare.  Alle  übrigen  Punkte  dieses  ellipti« 
sehen  Punktsystems  sind  imaginär.  Hieraus  geht  hervor,  dass  trotz  des 
imaginären  elh'ptischen  Punktsystems  die  Schaar  von  Kegelschnitten  mit 
Hilfe  der  reellen  Wendelinien  construirt  worden  kann.  Ferner  können 
wir  ersehen,  dass  jeder  Kegelschnitt  der  Schaar  einen  reellen  Oscnlations- 
kegelschnitt  bestimmt,  die  übrigen  acht  Osculationskegelschnitte  aber, 
welche  ausserdem  noch  zu  einem  jeden  Kegelschnitte  der  Schaar  gehören, 
sind  offenbar  imaginär. 

Für  eine  Wendelinie  der  Gruppe  II  gilt:  Die  zu  ihr  gehörigen  Systeme 
von  Punkten  P  und  P'  enthalten  ebenfalls  immer  einen  reellen  Punkt  P 
und  einen  reellen  Punkt  P\  die  übrig-en  vier  Punkte  des  Systems  sind 
imaginär.  Jedes  System  liegt  also  ebenfalls  auf  einem  Kegelschnitte,  wel- 
cher mit  der  Curve  zwei  reelle  und  vier  imaginäre  Schnittpunkte  hat.  Diese 
Kegelschnitte  sind  aber  sämmtlich  imaginär,  da  ihre  gemeinschaftliche  Po- 
lare und  ihr  gemeinschaftlicher  Pol  imaginär  sind. 

Jedes  System  endlich  von  Punkten  P  und  P',  welches  zu  einer  der 
beiden  Wendelinien  in  der  Gruppe  III  gehört,  enthält  nur  imaginäre 
Punkte,  welche  auf  imaginären  Kegelschnitten  liegen. 

Fassen  wir  nun  diese  Resultate,  welche  wir  für  die  Theilsysteme  von 
Punkten  P  und  P'  erhalten  haben,  zusammen  in  Bezug  auf  das  vollständige 
System  von  18  Punkten  P  und  P'y  so  sehen  wir,  dass  diese  18  Punkte  ähn- 
lich auf  Kegelschnitten  vertheilt  liegen,  wie  die  neun  Wendepunkte  auf 
Geraden  vertheilt  liegen.    Das  Resultat  ist  folgendes : 

Jeder  reelle  Punkt  der  allgemeinen  Curve  C^  ge- 
hört in  ein  System  von  18  Osculationspunkten,  von 
denen  sechs  reell  und  zwölf  imaginär  sind.  Diese  18 
Osculation-spunkte  P  und  P'  liegen  auf  12  verschiede- 
nen Kegelschnitten  so  vertheilt,  dass  jedesmal  sechs 
auf  ein  und  demselben  Kegelschnitte  liegen,  und  zwar 
immer  je  drei  Punkte  P  und  je  drei  Punkte  P\  Von  die- 
sen zwölf  Kegelschnitten  sind  vier  reell  und  acht  ima- 
ginär. Sie  zerfallen  in  vier  Gruppen  zu  je  dreien.  Jede 
dieser  Gruppen  enthält  sämmtliche  18  Osculations- 
punkte,  jeden  einzelnen  nur  einmal.  Eine  dieser  vier 
Gruppen  besteht  aus  einem  reellen  und  zwei  imaginä- 
ren Kegelschnitten,  und  zwar  enthält  der  reelle  Ke- 
gelschnitt sämmtliche  reellen  Osculationspunkte  /'und 
P\  Die  beiden  imaginären  Kegelschnitte  enthalten 
die  übrigen  imaginären  Osculationspunkte,  und  zwar 
jeder  je  drei  imaginäre  Punkte  P  und  drei  imaginäre 
Punkte -P'.   Wir  können  die  Osculationspunkte,  welche 
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der  eine  imaginäre  Kegelschnitt  enthält,  denen,  welche 
der  andere  enthält,  zugeordnet  nennen.  Die  zweite 
Gruppe  besteht  aus  drei  reellen  Kegelschnitten,  und 
zwar  enthält  jeder  zwei  reelle  Osculationspunkte,  je 
einen  Punkt  P  und  einen  Punkt  P'  und  je  zwei  ein- 
ander zugeordnete  imaginäre  Punkte  P,  sowie  je  zwei 
einander  zugeordnete  imaginäre  Punkte  P'.  Die  dritte 
und  vierte  Gruppe  bestehen  aus  je  drei  imaginären 
Kegelschnitten,  von  denen  jeder  zwei  relle  Punkte  P 
u&d  P'  und  vier  imaginäre  enthält,  die  einander  nicht 
zugeordnet  sind. 

Die  Analogie  dieser  vier  Systeme  von  Kegelschnit- 
ten mit  den  vier  Systemen  der  Wendelinien  ist  offen- 
bar. Jeder  der  zwölf  Kegelschnitte  gehört  einer  be- 
sondern Schaar  von  Kegelschnitten  mit  doppelter  Be- 
rührung an,  welche  zu  einer  der  zwölf  We n d e  1  i n i e n  in 
der  Weise  gehört,  dass  diese  Wendelinie  die  gemein- 
schaftliche Polare  der  Kegelschnitte  der  Schaar  ist; 
der  gemeinschaftliche  Pol  der  Schaar  aber  ist  der  Pol 
der  Wendelinie  in  Bezug  auf  die  Curve  dritter  Ord- 
nung. 

FäUteinerder  ISPunktePundP'mit  einem  Wende- 
punkte zusammen,  so  fallen  sämmtliche  18  Punkte  mit 
den  neun  WendepuYikten  zusammen,  und  zwar  immer 
je  ein  Punkt  Pmit  einem  Punkte  P'  in  ein  und  densel- 
ben Wendepunkt.  Die  zwölf  KegelsQhnitte  aber,  auf 
denen  die  Punkte  P  und  P'  liegen,  gehen  dann  über  in 
die  zwölf  Wendelinien. 


Ztfitgchrifl  f.  Mathematik  u.  Physik,  XVH,  6. 
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XVIIL 

Ueber  den  TemperaturztiBtand  eines  von  zwei  nicht 

concentriachen  Eugelflächen  eingeschlossenen 

Körpers. 

(SchlQSS  der  Abhandlung  im  13.  Jahrg.  6. 407.) 
Von 

Dr.  Frosch, 

Gymnasiallehrer  bu  Kattowitz« 


§4. 
Lööung   dos  Problems  für  den  beßondern  Fall,    dass  der 
Körper  von  zwei  parallelen  Ebenen  eingeschlossen  ist. 

20.  Die  Aufgabe,  den  Temperatnrzustand  irgend  eines  Körpers  zu  er- 
mitteln ,  welcher  von  zwei  beliebigen  Flächen  Z  und  T  eingeschlossen  ist, 
lautet  analytisch  aufgefasst: 

„Es  ist  die  Function  Fso  zu  bestimmen,  dass^ie 
I.  gewissen,, allein  von  der  Gestalt  des  vorliegenden  Körpers  abhängi- 
gen Bedingungen   (den  Hauptbedingungen  nach  Neumaun*)  ge- 
nügt, 
IL  in  Punkten  a  und  t  der  beiden  Grenzflächen  beliebige,  aber  unver- 
änderliche Werthe  F^  und  F^  annimmt.** 
Die  Untersuchungen  von  Green  und  Neu  mann  haben  nun  gezeigt, 
dass  der  Werth   der  Function   V  im  Punkte   (l)   bestimmt  ist  durch  die 
Gleichung  ^  ^ 

4«  Fl  =  /  rifi  Fö  da  +/ ^r  V^  dr, 

in  welcher  eftf  und  dz  die  Flächenelemente  in  den  Punkten  0  und  x  darstel- 
len und  die  Integration  über  alle  Elemente  der  Begrenzungsfläcben  auszu- 


*  Naumann,  Allgemeine  Lösung  des  Problems  üher  den  stationären  Tempe- 
raturzustand eines  homogenen  Körpers,  welcher  von  irgend  zwei  nicht  concentrischen 
Kugelflächen  begrenzt  wird.  8.  14. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


Ueber  den  Temperaturzustand  etc.   Von  Dr.  Frosch.  499 


dehnen  ist.  Die  Functionen  tia  nnd  r{x  hängen  aber  zum  Thei!  von  der 
Beschaffenheit  der  Grenzflächen,  zum  Theil  von  der  Lage  des  Punktes 
(1)  ab. 

Sind  die  Grenzflächen  concentrische  Kugelflächen,  so  besitzen  sie,  wie 
in  §  2  gezeigt  worden  ist,  folgende  Werthe: 

n  —  O 

Hierin  bezeichnen  r^  und  r^  die  Radien  der  Grenzflächen ,  r^  den  Radius 
vector  des  Punktes  (l);  F*,o  stellt  die  Kugelfunction  dar  für  das  Argument 
cos^^  wenn  &  der  Winkel  ist,  welchen  die  Radien  r^  und  r^  mit  einander 
bilden.  Die  Summation  erstreckt  sich  über  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
von  0  bis  oo« 

21.  Wir  denken  uns  jetzt  um  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  iXf 
der  beiden  Grenzflächen  eine  dritte  Kugelfläche  ^.mit  beliebigem  Radius 
construirt.  Es  sei  0  irgend  ein  Punkt  derselben  und  OS  die  Richtung  der 
Centralen,  es  seien  ferner  Q^  und  Q^  diejenigen  Durchschnittspunkte  der 
Flächen  2  und  7*,  welche  dem  Punkte  0  am  nächsten  liegen.  Lassen  wir 
nuu,  während  die  Punkte  0,  Q^  und  Q^  festgehalten  werden,  den  Punkt  M 
sich  auf  der  Geraden  OS  bis  in  unendliche  Ferne  fortbewegen,  so  gehen  die 
drei  Kug^lflächen  ^,  ^,  T  in  Ebenen  über,  welche  auf  der  Richtung  OS 
senkrecht  stehen,  mithin  parallel  sind.  Es  ist  hieraus  ersichtlich,  dass  die 
Untersuchung  eines  von  zwei  parallelen  Ebenen  eingeschlossenen  Körpers 
nur  ein  specieller  Fall  derjenigen  ist,  welche  sich  auf  einen  von  zwei  con- 
centrischen  Kugelflächen  eingeschlossenen  Körper  bezieht. 

22.  Führen  wir  dies  analytisch  durch: 

Der  Radius  der  Kugelfläche  U  aei  u,  der  kleinste  centrale  Abstand 
irgend  eines  Punktes  (0)  von  ihr  |,  so  ist 

r  =  M  — |. 
Verlängert  man  ferner  die  Radien  r^  und  r^,  bis  sie  die  Kugelfläche  ü  tref- 
fen, und  bezeichnet  die  kürzeste  Entfernung  der  Durchschnittspnnkte  auf 
der  Kngelfläche  mit  Ar,  so  ergiebt  sich 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  gehen  die  Bestimmungsgleichongen 
für  rf^  und  r{v  über  in 

'"~j2  ^''"+'^«-i)"+'-(«-i»)^"+'-(«-s*)*"+'      V    uJ' 
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Lassen  wir  nnn  u  bis  ins  Unendliche  wachsen,  so  bleiben  die  Grössen 
I  «nd  k  selbst  endlich.  Die  erstere  geht  über  in  die  senkrechte  Entfernung 
des  Panktes  (0)  von  der  Ebene  ü^  die  wir  von  jetzt  ab  mit  BZ  bezeichnen 
wollen;  sie  ist  also  eine  der  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinateu.  Die 
Grösse  A:,o  geht  über  in  den  Abstand  der  senkrechten  Projectionen  der 
Punkte  (1)  und  (0)  auf  die  JETZ- Ebene.  Durch  die  rechtwinkligen  Coordi- 
nateu rif  i  ausgedrückt,  wird 

23.  Eine  jede  der  Grössen  rfa  ^^^  Vt  ^^^  mitbin  als  Summe  einer  iin< 
endlichen  Reihe  zu  betrachten,  in  welcher  jedes  Glied  eine  Function  von 
u  ist;  sie  hat  also  die  Form 

s^fo  +  ft+ft  +  '-'  +  fn  +  fn+i  +  .'^ininf. 

Lassen  wir  in  einer  solchen  Reihe  u  bis  ins  Unendliche  wachsen,  so 
stellt  sich  ihre  Summe  als  ein  bestimmtes  Integral  dar. 

Setzt  man  nämlich   in   dem   allgemeinen  Gliede  /*„ .  n  c=  t/p,   bo  wird 

n  +  l  =  ulp-i — ].    Betrachtet  man  daher  dasselbe  als  Function  von  p,  so 

entsteht  ans  ihm  das  folgende  Glied  dadurch,  dass  man  p  um  die  Grösse 

—  wachsen  lässt.    Man  erhält  somit,  wenn  man  noch  mit  —  multiplicirt: 
u  u  '^ 

Lässt  man  nun  u  selbst  bis  ins  Unendliche  wachsen,  so  wird   —  nn- 

u 

endlich  klein  und  die  Reihe  geht  über  in  das  bestimmte  Integral 

f{p)  .  dp. 


i^f. 


0 

Man  erhält  somit 


-/N 


inp)']dp 

0 

und  hat  nur  nöthig,  den  Werth  zu  bestimmen,  welchen  der  Ausdruck  unter 
dem  Integralzeichen  bei  unendlich  wachsendem  u  annimmt. 

24.   Wenden  wir  das  soeben  erhaltene  Resultat  zur  Ermittelung  der 
Werthe  für  ti'^,  und  rf^  an ,  so  ergiebt  sich  zunächst 


,■,=/( 


(iuv^l^u    ^''-M".'-'    («-I.r"»^' -(»-!,)''■'■+' 

<>  p-^  ^  '(u-i,)«p+i-(«-&,y»''»^+>-(«-i,)w+» 


Digitized  by  LjOOQIC 


Von  Dr.  Frosch.  501 


XP'p(cos^)dp, 


oder  in  anderer  Form 

00 


0 

Wir  haben  jetzt  zn  nntersncben,  -welchen  Werth  die  Grössen  unter 
dem  Integralzeichen  fflr  u  =  ao  annehmen.  ~Der  erste  Factor  giebt  ent- 
wickelt 

MW* 

er  convergirt  mithia  bei  wachsendem  u  gegen  2p.    Dadurch  vereinfachen 
sich  die  obigen  Ausdrücke  in 

/«-i.Y"p+' 

,pdp, 


00 


prfp- 


25.    Die  Untersnchnng  der  folgenden  beiden  Factoren  lässt  sich  zu- 
rückfahren auf  die  Ermittelung  der  Werthe  für 


("-M"'-^  und  (!i4-y-^' 


Es  ist  zunächst  klar,  dass 
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u 
gegen  1  conyergirt.    Dem  entsprechend  stellt  sich  der  Aasdmck 

in  der  Form  1*  dar.   Indem  man  ihn  nach  den  Reg^n  ier  Differentialreeh- 
nnng  auswerthet,  erhält  man 

(:-4)"= •"■'•• 

mitbin 

Mit  Kttcksicbt  hierauf  gehen  die  Werthe  von  ri'„  nnd  rft  über  in 


0 

00 


.-'/"'-«.'•lä-s,^.^-'  c».^')-""-  ■ 


0 
oder  in  anderer  Form 

OD 


0 


26.  Es  ist  nnn  noch  übrig,  zu  untersuchen,  welchen  Werth  P^i'lcos-) 

fUr  u  =  <xi  annimmt.    Wie  Heine  gezeigt  hat*,  Iftsst  sich  die  Kugelfunc- 
tion  durch  ein  bestimmtes  Integral  darstellen.   Es  ist  nämlich 

P*  {cos  ^)  =  -   /  [cos  ^  + 1  sin  O  cosy}^ .  rf  y ; 

Y 

*  Heine,  Handbach  der  Kugelfunctionen ,  8. 14. 
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setzt  man  hierin  n  =  up  und  ^=-,  so  wird 

u 


/>«Plco5-j  =  -     I      CO«- +151/1 -co*y       .  rfy. 

[k  kl** 

cos  -  +  » ^«»'  ^ö*y     nimmt  nun  für  m=  oo  die  Form  1** 

an.    Seine  Answerthung  ergiebt  ^^  ^^y.   Mit  Eücksicbt  hierauf  ergiebt  sich 

0 
Dieser  Werth  stimmt  aber  mit  der  Fourier-BesseT sehen  Function  über- 
ein, deren  Argument  p/r  ist.*   Bezeichnet  man  dieselbe  mit  J(pk)^  so  wird 

JP"p(coÄ-j  =  /(pA:)  für   w  =  oo. 

Substituirt  man  den  erhaltenen  Werth  in  die  obigen  Gleichungen ,  so 
erhält  man  schliesslich 

'    ^    pdp, 


§5. 

Zurückführung  der  Aufgabe,  den  Temperaturzustand  eines 
von  zwei  sich  berührenden  Kugelflächen  begrenzten  Kör- 
pers  zu  bestimmen,   auf  den  in  S  4  behandelten  speciellen 

Fall. 

27.  Der  Körper,  dessen  Temperaturzustand  gegenwärtig  ermittelt 
werden  soll,  ist  von  zwei  einander  berührenden  Kugelflächen  begrenzt« 
Dieselben  können  eine  doppelte  Lage  gegen  einander  haben,  sie  berühren 
sich  entweder  von  innen  oder  von  aussen.  Im  ersteren  Falle  wird  der  Kör- 
per von  schalenförmiger  Gestalt  sein ,  im  letzteren  dagegen  wird  er  sich 
nach  allen  Richtungen  ins  Unendliche  erstrecken  und  im  Innern  zwei 
kugelförmige  Höhlungen  besitzen. 

Es  sei  0  der  Berührungspunkt  der  beiden  Kugelflächen,  welche  den 
Körper  begrenzen,  0.S  die  Hichtung  der  Centralen,  die  nach  irgend  einer 


*  Vergl.  Heine,  Die  Fournier-Bessersche  Function  (Crelie's  Journ.  Bd. 60  S.4). 
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Seite  als  positiv  anznsehen  ist.  Beschreibt  man  nm  0  mit  einem  beliebigen 
Radius  =c  eine  Kugelfläche  und  transformirt  in  Bezug  auf  diese  die  beiden 
Grenzflächen,  so  verwandeln  sich  die  letzteren  in  zwei  auf  der  Richtung 
05*  senkrecht  stehende,  mithin  parallele  Ebenen.  Der  Körper  selbst,  mag 
er  endlich  begrenzt  sein  oder  sich  allseitig  ins  Unendliche  erstrecken,  wird 
hierdurch  in  einen  solchen  transformirt,  welcher  von  zwei  parallelen  Ebe- 
nen eingeschlossen  ist;  nur  wird  im  ersteren  Falle  der  Punkt  0  ausserhalb, 
im  letzteren  innerhalb  des  durch  die  Transformation  entstandenen  Körpers 
zu  liegen  kommen. 

Es  war  im  §2  gezeigt,  wie  sich  die  Lösung  des  Problems,  den  statio- 
nären Temperaturzustand  irgend  eines  Körpers  zu  ermitteln ,  zurückführen 
lässt  auf  die  Untersuchung  des  transformirten  Körpers.   Es  wird  somit  anch  I 

das  Problem  für  einen  von  zwei  sich  berührenden  Kugelflächen  begrenzten 
Körper  zurückgeführt  auf  dasjenige  für  einen  Körper,  welcher  von  zwei 
parallelen  Ebenen  eingeschlossen  ist. 

28.  Für  einen  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzten  Körper  hatten 
wir  in  S  4  das  Resultat  erhalten: 

Die  gesuchte  Function  F|  ist  bestimmt  durch  die  Relation 

in  welcher  die  Grössen  rf^  und  t/«  gewisse,  schon  ermittelte  Werthe  be- 
sitzen. 

Es  mögen  den  Oberflächenpnnkten  a  und  t  die  Pnnkte  s  und  /  des  ur- 
sprünglichen Körpers  entsprechen.  Bezeichnet  man  alsdann  die  gesuchte 
Function  in  Bezug  auf  den  ursprünglichen  Körper  mit  W^  und  setzt 

Va  =  ^W,  nnd    F*  =  l  ^^,, 

80  ergiebt  sich  nach  Nr.  15 

•1 

WO  e  die  Entfernung  des  Punktes  (O)  vom  Anfangspunkte  0  darstellt. 

Zur  Transformation  der  Oberflächenelemente  ds  und  dl  dienen  die 
schon  in  Nr.  17  angewendeten  Formeln 

da=-4ds  und  dT=:-^d(. 
c*  c* 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man 

4  7t  W,  =J'^  rio  W.  ds  +J~  ri,  H\  dl. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  wieder  auf  die  Normalform 
4«  ^,  =  Ch',  W.  ds  +  Cn't  Wt  dl 
bringen y  wenn  man  unter  Il\  und  ^Vdie  folgenden  Ausdrücke  versteht: 
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TT'  f  I  *   T         /  ^  / 

oder  mit  Rücksicht. auf  die  Wertlie  von  rfg  nnd  i}'< 

0 

2c*     /'1p(f.-f<i)-eP(«<r-£)    ,,    ,    ,       ^ 


29.  Es  bleibt  nocb  übrig,  zu  untersncben,  welche  Bedeutung  die  Grös- 
sen I  und  k  für  den  ursprünglichen  Körper  besitzen. 

Die  Grösse  |  stellt  den  Abstand  der  durch  den  Punkt  (0)  senkrecht  zur 
3'Axe  gelegten  Ebene  vom  Anfangspunkte  dar.  Diese  Ebene  verwandelt 
sich   durch  die  Transformation  'in  eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende 

und  die  iTZ- Ebene  berührende  Kugel,  deren  Durchmesser  —  ist.    Fähren 

wir  den  reciproken  Werth  des  letzteren  als  neue  Coordinate  k  ein,  so  wird 

Die  Grösse  Ar,o  bezeichnet  den  Abstand  der  senkrechten  Projectionen 
der  Punkte  (l)  und  (0)  auf  die  //Z- Ebene.  Es  seien  ö  und  d,  die  Entfer- 
nungen derselben  vom  Anfangspunkte  und  <p  und  9,  die  Winkel,  welche 
die  durch  die  S-Axe  und  den  Punkt  (0),  resp.  (l)  gelegten  Ebenen  mit 
einer  beliebigen ,  aber  festen ,  ebenfalls  durch  die  3*- Axe  hindurchgelegten 
Ebene  bilden.    Alsdann  ist 

Ä*,jj  =  3*  +  Jj*  —  2  3  3i  cos  (<p— 9)j)' 

Legt  man  durch  die  Projection  des  Punktes  (0)  eine  Ebene  senkrecht 
zur  Verbindungslinie  der  Projection  mit  dem  Anfangspunkte,  so  wird  diese 
Ebene  in  «ine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  und  die  S'-Axe  berührende 

Kugelfläche   verwandelt,   deren  Durchmesser  •-  ist.    Führt  man  nun  den 

reciproken  Werth  des  letzteren  als  neue  Coordinate  H  ein,  so  hat  man  zu 
setzen 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  die  Coordinate  g>  während  der  Trans* 
formation  nngeändert  bleibt,  so  erhält  man 

^io  =  c*[«'+8,'-2«biC05(g)-i)p,)] 
oder,  wenn  man  den  stets  positiven  Werth 
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setzt: 

Dnrch  Substitation  der  Werthe  für  |  nnd  k  gehen  die  Bestimmangs- 
gleichungen  für  B',  und  H\  über  in 

0 

oder,  wenn  man  €^p  =  q  setzt  nnd  die  Function  ^(^%io)  ^er  Kürze  halber 
mit  /9jo  bezeichnet: 

2         /•  *«  (^1  -  ^s)  —  fl9  (^,  -^i) 

0 

Die  Grösse  «  stellt  die  Entfernung  des  Punktes  (O)  vom  Anfangspunkte 
dar.  Drücken  wir  dieselbe  noch  durch  die  Coordinaten  X,  8,  9,  welche 
Herr  Professor  Neu  mann  sehr  passend  sjnpolare  nennt*,  aus.  Es  ist  zu- 
nächst nach  der  früheren  Bezeichnungsweise 

Setzt  man  hierin 

80  wird  mit  Unterdrilckaog  des  Factors  c* 

oder,  wenn  man  die  Grösse  il*+  ^'  ^^^^  ^'  bezeichnet: 

1 

Dies  substituirt,  giebt 


*  Nenmaun,  Lösung  des  allge  meinen  Problems  n.  s.  w. ,  S.  XIV. 
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0 

Diese  Formeln  stimmen,  abgesehen  von  der  verschiedenen  Bezeich- 
nangsweise,  vollständig  mit  denen  überein ,  welche  Herr  Prof.  Nenmann 
auf  directem  Wege  gefanden  hat*. 


*  Ken  mann,  Lösung  des  allgemeinen  Problems  n.  8.  w.,  S.  14. 
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ZXI7.    Bemerkimg  n  dem  Stnrm'schen  Beweise  des  Additionstlieoremf 
ftlr  die  elliptisclien  Integrale  erster  Qattnng. 

Unter  den  zahlreichen  Beweisen  des  Additionstbeorems  für  die  ellip- 
tischen Integrale  erster  Gattung  ist  wohl  keiner  so  elementar  und  elegant, 
als  derjenige,  welchen  Liouville  aus  den  Papieren  von  Sturm  in  den 
Comples  renalis  de  f  Academie  *\SbiS ^  No,  21  mitgetheilt  bat*;  aber  derselbe 
lässt  insofern  unbefriedigt,  als  man  nicht  erkennt,  wo  der  integrirende 
Factor,  welcher  pure  angegeben  wird,  herkommt,  und  es  erscheint  dieser 
Beweis  daher  in  der  bisherigen  Form  mehr  als  eine  Verification  des  schon 
bekannten  Theorems,  denn  als  eine  naturgemässe  Auffindung  desselben. 
Die  folgenden  Zeilen  sollen  dazu  dienen,  den  hervorgehobenen  Mangel  zu 
ergänzen  und  zu  zeigen ,  wie  der  integrirende  Factor  von  selbst  sich  dar- 
bietet und  wie  bei  verschiedener  Wahl  desselben  die  verschiedenen  For- 
men des  Additionstheorems  hervortreten  ohne  irgend  ein  anderes  Hilfsmit- 
tel ,  als  die  Anwendung  des  Princips  der  theilweisen  Integration. 

I. 

Die  zu  integrirende  Differentialgleichung 

wo 


bedeutet ,  lässt  sich ,  da 


J{<p)  =  yi—k^sin^qf 


ist ,  zunächst  so  schreiben : 


0(p 


sin2rlf—^-^^^dw  +  sin2w-—^^^^d^==0. 


*  Siehe:  Compendium  der  höheren  AnalysLs,  von  Dr.  O.  Schlö  milch,  Bd.  II 
S.  327. 
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Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  suchen  wir  nnn  nach  Hinznfügung 
eines  zweckmässig  zu  wählenden  Multiplicators  M  durch  theilweise  Integra- 
tion 80  UDQzuformen,  dass  sie  in  ein  vollständiges  Differential  übergeht,  wor- 
auf die   schon  vorkommenden   Differentialquotienten  — ^         und  — , 

hindeuten.    Wir  können  nämlich  nach  Multiplication  mit  M  die  linke  Seite 
60  schreiben: 

-^nM  /i{q>)  cos'Z^  .d^lf  -^^  J  {(p)  sin2^  {- — d(p+  —  rfT/;j> 

—  nM /S[^)cos2q).dq>  +  /l{'^)sin2fp{^  d(p+  —d'^y>  =0. 

Ordnen  wir  die  beiden  letzten  Theile  nach  den  Differentialen  dq>  und 
dUfy  80  erhalten  wir  Folgendes : 

—  -^^    J{tp) .  /I{^)  \2Mcos2(p  +  r—  «« 29? j  +  ^isp) . ««21/;  —> 

8u  dass  also  der  Theil  ausser  dem  vollständigen  Differential  die  Form  an- 
nimmt 


und  diesen  können  wir  verschwinden  lassen,  wenn  es  uns  gelingt,  M  so 
zu  wählen,  dass 

A  =  B 

wird;  dann  verschwindet  offenbar  dieser  Theil  wegen  der  ursprünglichen 

Differentialgleichung  —rr— v+ — 7-~;  =0  und  auf  der  linken  Seite  bleibt  ein 

vollständiges  Differential  zurück,  dessen  Integral  gleich  einer  willkürlichen 
Gonstanten  gesetzt,  die  gesuchte  Integralgleichung  der  gegebenen  Differen- 
tialgleichung ist. 

Es  kommt  also  Alles  darauf  an,  ein  solches  M  zu  finden,  dass  die 
obenstehenden  Ausdrücke  A  und  ^einander  gleich  werden.  Diese  Aus- 
drücke sind  so  gebildet,  dass  jeder  von  ihnen  aus  zwei  Theilen  besteht; 
der  eine  Theil  ist  nämlich  in  den  irrationalen  Factor,  die  Quadratwurzel 
jd(g)).J{il;)  multiplicirt,  und  der  andere  Theil  ist  in  Bezug  auf  diese  Quadrat- 
wurzeln rational;  es  liegt  also  nicht  fern,  zu  versuchen,  ob  sich  die  Gleich- 
heit A=B  dadurch  befriedigen  lässt,  dass  in  diesen  Ausdrücken  die  ratio- 
nalen Theile  einander  gleichgesetzt  werden,  und  ebenso  die  irrationalen 
Theile,  d.h. 
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2Mcos2ip  +  sm2(p  - —  =  2JIfcos2'^  +  ««a-^  r— . 
Aus  dieser  AnDahme  folgt  aber  durch  leichte  Rechnung: 

sin2<p/f(^il;)  dtp  ^       ^  ^^' 
r iJ_i ___ L_' ,         —  jif  («m*©  —  «11*11;). 

In  beiden  Gleichungen  läset  sich  der  Factor  (sin^tp^  sin^^)  heraus- 
heben und  wir  erhalten 

dlM_      sin2g>.J*(^) 

dlM ^        sin2tlf .  ^((p) 
dfjf  '^ cos* fp  ^  sm* ilf ,  J* {{p)' 

Der  Nenner  rechterseits  ist  in  den  beiden  Ausdrücken  derselbe  und  lässt 
sich  auch  so  schreiben: 

cos^  (p  .  cos^ip  —  ^1*  sin*  q> .  «m^ip 
(wo  Ar,'  s=  1  —  fc\  wie  bekannt ,  gesetzt  wird). 

Die  Zähler  rechterseits  sind  aber  nichts  Anderes,  als  die  negativ  genomme- 
nen partiellen  Differentialquotienten  der  resp.  Nenner  nach  q>  und  nach  ^, 
folglich  wird  den  beiden  vorigen  Gleichungen  gleichzeitig  genügt  durch  die 
Function  ^ 

^^ 1 

cos^q> ,  cos^'ilf  —  k*  sin*(p  .  «iw'if; 

und  wir  erhalten  als  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung 

sin2tfß .  ^(y)  +  sin2(p  .  z/(»)    _ ^^^^ 
cos*q>  .  cos*if;  —  Ar,'  sin*g> ,  «n*tf; 

II. 

Die  gegebene  Differentialgleichung 

dfp  ^   d^  _^ 


J{tp)  '  z/{i/;) 

lässt  sich,  wenn  wir  den  Factor  sing), sin fj;  hinzufügen,  auch  so  schreiben: 

^/   x^co*9>j      .     .  ^/  .dcosrj;  , 

stnHf,jd{tl))'-^ — -dg>  +stn(p,J[q))-— diff  =  0, 

öxp  ot^ 

Der  linken  Seite  wollen  wir  nun  ebenso,  wie  vorhin,  einen  noch  za 
bestimmenden  Multiplicator  M  hinzufügen  und  theiiweise  integriren;  dann 
erhalten  wir 
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d \  M  [sin'^,^{r\>).cos q>  +  sin  9?. <J(g>).costf;] ( 

—  [co5g).«i>i^.^(i/;)  +  cos^.sinfp./i((ip)']  (5— ^9+jj — ^^) 

—'Mlcostp.cosilf  ^{'^)  —  cosip^stn'ilf, y— — ^>  diff 

„\  ../'S'         .      •        Ic^.sinq>.cosq>)   _ 

—  Micostp.cosip  J{q>)  '-cos'^lf.sirKp. j-^ — ^}  dip=aO. 

(  ^W       ) 

Ordnen  wir  wiederum  den  Theil  ausserhalb  des  vollständigen  Diffe- 
rentials nach  den  Differentialen  d(p  und  dilf,  so  erhalten  wir 
d\M  [«iwif;.  ^(^).co5^  +  sinq>.zf{g>),cosip'\\ 

77^  <^/co*y.eoÄ^  (1— 2Ar*5mV)  +  ^{(p).  sing) cos ^f:r — 

J((p)  f  d(p 

o   Rät 

+  J{(p).J (tf;)  . cos (p  sin ^  — > 

^  iMcos'^.cosq)  (1— 2Ä*st>i*if;)  +  ^(tli).sinil;cosip- — 

+  J{(p).J{'ilf) .  cos'^l;  5i«9  — I  =  0, 

80  das8  also  der  Theil  ausserhalb  des  vollständigen  Differentials  die  Form 
annimmt: 

j  d(p         ff   dfU 

diesen  können  wiiinun  verschwinden  lassen,  wenn  es  uns  gelingt,  M  so  zu 
wählen,  dass  .      ,, 

wird,  und  bei  näherer  Betrachtung  der  Ausdrücke  A  und  B  zeigt  sich,  dass 
dieselben  ähnlich  gebildet  sind  und  jeder  von  ihnen  aus  zwei  Theilen  be- 
steht, deren  einer  rational  in  Bezug  auf  die  Quadratwurzeln  ^{q))  und  z/(Tp) 
ist,  während  der  andere  in  das  Product  J{(p).J{'ip)  multiplicirt  ist.  Es  liegt 
also  nahe ,  die  Gleichheit  A  =  B  dadurch  zu  befriedigen ,  dass  man  die  ir- 
rationalen und  rationalen  Theile  für  sich  einander  gleichsetzt,  d.  h. 

dM  dM 

COSW.Stnfbr — =C0Ä1^.««GPr—  , 

^  <^(p  dilf 

/P{ip),8inip, cosiff  T 2Ä*  sin*(p  cos g>  cos^t^j  M 

otp 

p   TUT 

=  /P  {fp)  sin  tjtcosip-T 2  Ä:*  sin*  ^  cos  q>  cos  ^  M. 

7i  m        i)  Uli  * 
Hieraus  ergeben  sich  folgende  Werthe  für  -5 —  und  r — : 
°  dq>  o'^ 

ä*(q>),sin^w.cos*il;'-J'Uf).sin*rlf.cos*<p    dM      ^,,„  ,.,  .,   , 

—iXi ■!- ' — 7^^ .  •:r-  =2k^Mcos(p.cos^(sm*w^sin*rb), 

cosip.sinq)  dtp  ^        r\       ^  yji 

J*(q)),$in*w.cos*'ü;''jiff'tlA.sin*%lf,cos*w  dM      ^,,-^  ,.,  .,   , 

— ^-^ ~ '-^ -^ ^  .^—=i2f^Mcosw,cos^f  Istn*  q>  —  siw  V). , 

cosg),sinxl)  otlf  t  x       t  -r/ 
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In  beiden  Gleichungen  lässt  sich  der  Factor  sin^q)  —  jiVtf;  herausheben 
und  Avir  erhalten 

dlM  /r*  sin 2 (p  .  cos' t^ 

dlM  k^  sin  2 1^  .  cos* tp 

di\j       /i*  (qp)  —  Ä*  Äi;i*  1^ .  cos^  q)' 

Der  Nenner  rechterseits  ist  in  den  beiden  Ausdrücken  derselbe  und  lässt 
sich  auch  so  schreiben: 

^(<p)  .  -^(ifi)  +  Ä*A:,*  sifi^(p  .  5iVt/;. 

Die  Zähler  rechterseits  sind  aber  nichts  Anderes,  als  die  negativ  genomme- 
nen partiellen  Differentialquotienten  des  Nenners  nach  (p  und  nach  ^;  folg- 
lich wird  den  beiden  letzten  Gleichungen  genügt  durch  die  Function 

j^j^ \ 

4^ {ip)  .  //*(ij;)  +  A'ifc,»  sin*g> .  5i/i>  ' 

und  wir  erhalten  als  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung 

sin  (p .  J{(p) .  cos^  +  «ni(; .  J^  costp 


J*{(p)  ,J*{flß)  +  k^ki^  sin*<p  .  sin*^ 
III. 


=  consL 


Die  Differentialgleichung 

d(p         äfff 


=  0 


lllsst  sich,  wenn  wir  den  Factor  cosg>.cos'iff  hinzufügen  und  mit  den  Nennern 
heraufmultipliciren,  auch  so  schreiben: 

JNß)  .cos^  ,  — — -dvp-jr  ^\(p)cosq>,-^ —  rft/;«=:0, 
oq>  o^f 

und  nach  Hinzufügung  eines  passend  zu  bestimmenden  Multiplicators  M 
theilweise  integriren,  so  dass  wir  erbalten 

d {  M  [sin (p  cos^  ^{'^)  +  ^^^'^  cosq>  d((p)']  j 

—  [sin (p  cos'iff  A{'ilf)  +  siniit  cos<p  ^(9t>)]  (  ö —  dg>  +  —  d^j 

.    ■*/  .         .         ^/    X   .      .                k*  sinri;  cos^\  ^ 
+  mystmp  sjnip  ^w  +  smtpcosfi; — -  J aif; 

.    «*/  t         .        ./    N   .     .  Af*5mflpco5a>\  , 

+  -OT  I  *mi/;  ««9  /^(y)  +  stnilß  cogq> ~ la^  =  0. 

\  J{(p)      / 

Ordnen  wir  nun  den  Theil  ausserhalb  des  vollständigen  Differentials 
nach  dq>  und  (/t/;,  so  erhalten  wir 
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d {  M  [sin  <p  cos'ilf  Ji^p)  +  sinifi  costp  J{g>)']\ 
4 ^  \Msinq)Sinil;(\  +k^  —  2f^sin*(p)  —  sinffjC0S<pJ*{(p)  ^— 

O  JUfi 

^^{(p)  /S  (^)  sin  fpcos'tit  —\ 
^ ^)iI!fm9J5mi/;(l  +  /f*  — 2A:*««'if;)  —  sintp  cosi\f  J^{^)-^ 

-  /S{q>)  /S{y\,)  sintlß  costp  ^\  =0; 

der  ausserhalb  des  vollständigen  Differentials  stehende  Theil  bat  also  die 
Form  ,  .  , 


und  wir  können  denselben  verschwinden  lassen,  wenn  es  uns  gelingt,  if  so 

auszuwählen,  dass 

A  =  B 

wird.  Bei  näherer  Betrachtung  der  Ausdrücke  A  und  B  zeigt  sich  aber, 
dass  jeder  derselben  aus  zwei  Tbeilen  besteht,  deren  einer  in  die  irratio- 
nale Quadratwurzel  J(<p).Jiif)  multiplicirt,  der  andere  aber  rational  ist.  Es 
liegt  daher  nahe,  die  Gleichheit  A=B  dadurch  zu  erfüllen,  dass  die  ratio- 
nalen  und  irrationalen  Theile  einzeln  einander  gleichgesetzt  werden.  Dar- 
aus fiiessen  folgende  zwei  Gleichungen : 

BM  dM 

sin  q)  cos^  —  =  ^t n ^  co« 9  r— , 

sin'^co$(p/i^i<p)-^ h2Ä*«>ii//«wVü/ 

=  sm(p  cosrjt  J'l'f)  ^  +  2i^iinq>  sii^^M, 

und  hieraus  folgen  die  Werthe  von  JT  '»n«  g^;  = 

sin  1/;  cos  (p  'o(p 

sin*<p  cos'^^i^hsin^^l;  cos'q>J'{(p)  dM_  ^k^j^simp  sin^  {sin*g>  -  sin'rp). 

sin(pcosilf  ^^ 

In  beiden  Gleichungen  lässt  sich  der  Factor  (m*g)  —  «Vif;)  heraushoben 

und  wir  erhalten 

dlM        h*sin2(psin*^         , 

T^""  1— Ä'  sin^g>  sin*^^ 
dlM        k^sin2'^sin*q> 
dn>  ""  1— Ä*  sin*<psin*ilf' 
Da  in  beiden  Ausdrücken  derselbe  Nenner  vorkommt  und  die  Zähler 
nichts  Anderes,  als  die  negativ  genommenen  partiellen  Differentialquotien- 

Zeiuchrift  f.  Malhematlk  a.  Phyik  XVU ,  6.  ^.^.^04  ^^  QQQgle 
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ten  des  Nenners  nach  q>  nnd  nach  ^  sind,  so  wird  beiden  Gleichungen  ge^ 
nügt  durch  die  Function 

1  — Ä*  sin*  q)  sin*  ^^ 
nnd  wir  erhalten  als  Integral  der  gegebenen  DifiPerentialgleichung 
sin  q>  cos  %f  A  (^)  -}*  ^'^  ^  cos  tp  A  (^) 

IV- 

Die  drei  gefundenen  Integrale  derselben  Differentialgleichuog  liefern 
bei  gehöriger  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanten  das  Additionstheo- 
rem der  elliptischen  Funotionen  in  den  verschiedenen  Gestalten,  welche  es 
annehmen  kann.  Nennen  wir  a  denjenigen  Werth  von  '^^  welcher  dem 
Werthe  ^=0  zugehört,  also 


J  A{ip)'^J  A{^)    J  A^cY 


0  0  0 

so  liefert  die  erste  Form  der  Integralgleichung 

sin  g>cosq>  A  (rlt)  +  sin  lif  cosrf}  A  ((p) sin  a 

'  cos*  9  cos*  ^  —  Ar j'  sin*  tp  sin*  if;  cos  c 

die  Eweite  Form 

sin  (p  costlf  A  {g>)  +  sin  ^ip  cos  g>  A  (jtp) sin  c 

^^  1d*  {(p)  zf  (tf;)  +  f^k^*  sin*q)  sin*ip    ~  Äl^) 

und  die  dritte  Form 

sin q>  cosfp  A{^\f)  +  sin t/;  costp  A{q>) 

3)  : — fi — r^ r  • =  stn  6, 

*  \-^ic  sirrxp  stnrip 

Dieselbe  Rechnung,  welche  uns  oben  den  Factor  (sin*g>  —  sin*ip)  her- 
ausheben Hess  aus  drei  Ausdrücken,  die  als  Differenzen  von  den  Quadra- 
ten derjenigen  Ausdrücke  erschienen,  welche  in  den  letzten  drei  Gleich- 
ungen als  Summanden  in  den  Zählern  linkerseits  auftreten,  gestattet  nun 
unmittelbar  drei  neue  Formen  derselben  Gleichungen  hinzuschreiben: 

sin  q)  cos  q>  A  (t/;)  —  sin  '^  cos  ^  A  {(p)      cos  a 

4 )  r-; .  • =  "1 —  » 

Äi/i*  q>  —  5t/i  tf;  stn  a 

.  sinq>  cos^f  A{(p)  —  sin^tp  cosq>  A('^) __  A{6) 

^  sin*  g>  —  sin*  ^  sin  c  * 

.  sin  (pcosfp  A  (ip)  —  sin  "tp  costp  A  (<p) 1 

sin*  q>  —  sin*  '^  sin  a 

Durch  die  Multiplication  der  Gleichungen  1)  mit  5)  und  0),  ferner  2) 
mit  0)  und  4),  endlich  3)  mit  4)  und  5)  erhalten  wir  sechs  neue  Gleichungen, 
bei  denen  wiederum  überall  der  Nenner  Wn*^)  — ;m'^  sich  herausheben 
Iftsst,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  nämlich 
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coS(p.costlf./i(q)).jd(-tl;)  +  k^*sinq>,sin^      J{a) 
'  cos*  9? .  cos*  ip  —  kl*  sin*  <p .  sin*  i^  cos  a ' 

cosip.cosilf'^sin<p.smjlf.J{q)).^('^)^    1 
^  co^  q> ,  cos*  tf;  —  Ar,*  sin*  g> .  sin*  -^  cos  6  ' 

z/(g)).^(tf;)  +  Ä*5tw<p.siwtp.cos<p.cosi^         1 
^^  ^(9).^(i/;)  +  k*ki*  sin*fp.sin*'^      "^^W  ' 

cos(p.cosjp,J(g>).J{iff)^ki*sin(p  sin^ cosa 

^^^  J*{q>),^  W  +  Ä* ^1*  sin* q> . sin* ^  ^)^ 

costp.cos^  '-sing>,sin^.jd{q>)./f{itf) 

11 J  ; ri~*-.-i rr-, =  cosa, 

'  l^k*  sm*ip.sm*ii; 

^  j(q>).J(il^)—k*sin€p,sinrb.coS(p.cosiU        ^,  . 

12)  — ^-^ ^-^ ,,    .  / — rr ^ =  ^ W- 

'  \^k*sin*xp,s\r^'^  ^  ' 

Ans  diesen  zwölf  Grandformeln  ergeben  sich  für  jede  der  drei  Fnnc- 

tionen  .,  ^ 

Äi/itf,     cos^^     J(a) 

vier  verfichiedene  Gestalten  des  Additionstheorems 

sing>  cos'^  ^M  +  sin^  cosq>  J{(p) 

sin  0  = : 7^ — r-; r-p: i 

l'-fr  stn*(psm*^ 

sin*  q>  —  sin*  i^ 


sin  <p  cos  ijf  jd  (tf;)  —  sin  ^  cos  g>  A  (<)p) ' 
sin  (p  cosq>  A  (t|;)  +  sin  ^costff  J  (g>) 
cos  <p  cos  t/;  +  sin  fp  sin  i^  J  {<p)  A  (if>) ' 
sin  {p  A{q))  cos tp  +  sin -^  J  (i/;)  cos  q> 
^(^)  ^(^) +  Af*5i»9«n^co«9jcost^' 
cos  ipcos'^'-  sin  ip  sinyp  /l  (g>)  J  (t^) 

cos  0  = ; ii~rik 'TT', » 

1  — k*  stn*  tp  stn*  tf; 
cos*  q)  cof  H>  —  Ar,*  m*  <p  »in*  t^ 
«0*  <p  CO«  tp  +  5m  q>  sin  ^  A  (<p)  A  (i^) ' 
_  51«  fp  cos  q>  ^{lif)  —  sinijfCosrlfJiq)) 
sin  (p  cos  1/;  J  (^)  —  sin  iff  cos  fp  J((p)^ 
cosfp  cos'^  A{fp)  AJ:^)  —  Ar,*  sinfp  sinijß 
""  J  (9?)  J  (^)  +  Ä*  5m  g)  51« if;  cos  (pcosiff  * 
.  V       A{(p)  -^(^)  —  ^*  **'W9  sin'iffcostp  cos'^ 
^^^^  l-^5in»g>  51/1*1/;  ' 

^  (y)  -^  W  +  ^^i'  ^»«*y  ^'"> 

"T  ^(g?)  ^(^)  +  Ä*  sinq>sin^  costp  cosip ' 

5m y  ^(sp)  co5^  —  sin^  ^(^)  <'<>5y 
""  5m  tpcosfp  A  {ip)  —  sin  iffCOSg>jd  {q>) ' 
_  costp  cos^  J{(p)  J{ili)  +  Ar,*  sintp  5m tf; 

""^      C059)C05^  +  5W9  5l>lf/;^(y)i^(l//) 

Breslau,  im  Juni  1872.  Prof.  Dr.  H.  Sohröter. 
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XXT.    Zur  Theorie  der  qnadratiiohen  TraasformationexL 

Besteben  zwischen  den  homogenen  Coordinaten  XiX^x^j  t/iytl/t  zweier 
Punkte  x^  y  der  Ebene  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

so  ist  damit  die  Ebene  eindeutig  auf  sich  selbst  bezogen.  Bekanntlich  ist 
das  die  nächst  der  collinearen  einfachste  Art  und  wird  die  quadratische  ge- 
nannt. Der  allgemeine  Fall,  wo  die  18  Coefficienten  a^i^  b^x  unabhäDgig 
sind,  ist  von  Steiner*  und  Magnus**  ausführlich  behandelt  worden. 
Kein  synthetisch  ist  besonders  die  Abhandlung  von  Seydewitz***  be- 
merkenswerth,  während  neuerdings  Herr  Wejerf  cio^  analytische  Be- 
arbeitung dieser  Transformation  geliefert  hat.  Von  besonderem  Interesse 
ist  wohl  der  Fall,  wo  die  Beziehung  eine  symmetrische  ist,  d.  h.  wenn  jf 
dem  Punkte  x  entspricht,  so  entspricht  auch  x  dem  Punkte  y.  Gewöhnlich 
wird  zu  diesem  Zwecke  angenommen,  dass  jeder  der  Ausdrücke 

2^(i^Xx^yj^,     Zb^XXnVx 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  GröFsen  x^x^x^^  yiVtl/t  s^ii^  müsse,  und  diese 
Annahme  liefert  die  Relationen 


ÖH  =  ^1II        «18  =  «81»        ^8  =  ^8«» 
^t  =  *tl»         ^18=^81»        *18  =  *8f 

Es  giebt  jedoch  noch  eine  andere  Möglichkeit,  welche  wenigstens  von 
diesem  Standpunkte  aus  nicht  beachtet  worden  zn  sein  scheint.  Dieser  Fall, 
welcher  insofern  nicht  ohne  Interesse  scheint,  als  er  von  dem  allgemeinen 
in  einem  wesentlichen  Punkte  abweicht,  soll  hier  in  Kurzem  behandelt  wer- 
den.    Hierbei  mag  eine  kurze  Wiederholung  gestattet  sein. 

Soll  durch  obige  zwei  Gleichungen  eine  symmetrische  Beziehung  con- 
struirt  werden,  so  ist  es  nicht  noth wendig,  dass  die  beiden  Seiten  für  sich 
symmetrisch  werden ;  es  genügt  vielmehr,  dass  die  eine  oder  die  andere  bei 
Vertauschung  von  x  und  y  das  Vorzeichen  wechsle.  Dies  ist  offenbar  der 
Fall,  wenn  wir  annehmen 

«It  =  «tl  »        «»8  =  ^8«  1       «81  =  «18  » 

bit  +  ^fi  =  0 ,     6„  +  '>«  =  ^18  +  ^si  =  <>>     ^1  =  ^t  =  ^8  =  0. 


*  Systematische  Entwickelung  etc.,  S.  251  flgg. 
**  Magnus,   Sammlnng  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  ans  der  analytischen 
Geometrie,  Bd.  I  S.229. 

»♦*  Grunert's  Archiv,  Th.  VII. 
t  Schlömilch'B  Zeitschrift,  Bd.  XIVÖ.Heft. 
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Hierdarch  erhält  man 

!0  =  «n ar, y,  +  ö„ a?,y,  +  «88^8^«  +  «it  {^t Pt  +  ^tVt) 
+  «88  (^ty8  +  0^8^«)  +  «81  («1  ^8  +  ^8yi); 
0  =  flfj  (ir,y,  —  a:,y,)  +  er,  (ir,^/,  —  x^y,)  +  a,  (or,  y,  —  a?,yi), 
wenn  wir  für  &t|,  6,3,  6,t  resp.  «i ,  or,,  cr^  setzen. 
Bezeichnet  man  den  quadratischen  Ansdrnck 

mit/(rr),  so  hat  die  erste  Gleichung  die  Form 

*''    a(r,  +^'  aar,    +«''^^7" 

Da  die  zweite  Gleichung  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  drei  Punkte 
flr]0ttta,  cCiX^Xfj  ViViVz  i°  einer  Geraden  liegen,  so  sieht  man:  der  zu  x  ent- 
sprechende y  ist  der  Scheitelpunkt  der  Polaren  von  x  in  Bezog  auf  den 
Kegelschnitt  /*(a:)  s=0  mit  der  Geraden  (a,  x). 

Es  geht  also  die  Verhindungslinie  zweier  entsprechender  Punkte  im- 
mer durch  den  festen  Punkt  a. 

Löst  man  die  heiden  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  y  auf,  so  erhält  man 

ebenso 

yt  =  ^«{«i^+-.-|-2«iA^)>     y8  =  ^8J«i^  +  ...j-2«8/'(^). 
Der  Geraden 
entspricht  das  System  der  Kegelschnitte 

(pi  ari  +  Pf  a?t  +  p8^8)  I"«  ^+  •  •  •  I  "■  ^/"W  (*^»  9i  +  «tPt  +  «8^8)  ==  0» 

welche,  wie  aus  dem  allgemeinen  Falle  bekannt,  durch  drei  feste  Punkte 
gehen.  Der  eine  ist  in  diesem  Falle  offenbar  dQr  Punkt  a;  die  beiden  an- 
deren sind  die  Schnittpunkte  der  Polaren  des  Punktes  a  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnit  f{x)  =  0  mit  diesem  Kegelschnitte.  Für  diese  Punkte  x  ist  in 
der  That  jede  der  beiden  Gleichungen  befriedigt: 

oxy  0X2  dx^  oxi  0X2 

7^  f       Tif       7i  f 
Folglich  sind  die  Grössen  - — ,  ^ — ,  ^ —  den  Ausdrücken 

Ö  X^      V  Xf      ox^ 
«1^8  —  <*8^8  >        ^t^i  —  «1  ^8  »        *!  ^«  '^  ^t  ^1 

proportional,  weshalb  die  beiden  Gleichungen  l)  in  Bezug  aufy  in  eine 
zusammenfallen.  Während  in  dem  gewöhnlich  behandelten  symmetrischen 
Falle    das  Dreieck   dieser   drei    allen  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen 
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Punkte  die  Eigenschaft  hat ,  dass  jeder  Ecke  desselben  die  Gegenseite  ent- 
spricht, verhält  es  sich  hier  etwas  anders.  Bezeichnet  man  die  Ecken  des 
Dreiecks  mit  fc,  ß^  y,  so  entspricht  zwar  dem  Punkte  a  die  Gerade  (ßty\ 
dagegen  dem  Punkte  ß  die  Seite  (a,^),  ebenso  y  die  Gerade  (cir,y).  Als 
besonders  eigenthümlich  scheint  mir  jedoch  der  Umstand  zu  sein ,  dass  die- 
jenigen Punkte  Xj  die  mit  ihrem  entsprechenden  y  zusammenfallen,  eine 
Linie  erfüllen.  In  dem  allgemeinen  Falle  giebt  es  nur  vier  solcher  Punkte, 
während  hier  jetler  Punkt  des  Kegelschnitts  f{x)=sO  diese  Eigenschaft  hat 
Man  kann  auch  umgekehrt  zeigen:  Wenn  bei  einer  quadratischen 
Transformation  ein  ganzer  Kegelschnitt  sich  selbst  entsprechender  Punkte 
existirt,  so  geht  die  Verbindungslinie  (xy)  durch  einen  festen  Punkt.  In 
der  That,  wenn 

^(ixix»yi=^0,    Zb^ix^yi^O 

für  xs=y  denselben  Kegelschnitt  liiefem,  so  kann  man  eine  Constante  p  so 
finden,  dass 

Statt  der  obigen  zwei  Gleichungen  kann  man  aber  auch  setzen 
^OkX  XnVX  =  0 ,     pEb^XXnyX--2:  a^i  x^yl  =  0. 

Da  die  zweite  für  x^=sy  identisch  erfüllt  wird,  so  kann  man  sie  auf  die 
Form  bringen: 

£c^lXj,yx  =  0,  wo  c,x  +  air  =  0 

sein  muss,  d.  h.  sie  ist  der  Form 

W  i  e  n ,  13.  Februar  1872.  Dr.  Igel. 


XXVI.   Die  Herleitong  der  Determinante  ftr  den  Inhalt  des  Dreiecks 

aus  den  drei  Seiten. 

Sind  die  Coordinaten  der  Ecken  des  Dreiecks  x^y^,  ^tVti  ^s^s»  so  lei- 
tet man  die  Determinante  für  den  Inhalt  dadurch  her ,  dass  man  die  Deter- 
minante 


2J 


mit  sich  selbst  multiplicirt. 

Ein  anderes  Verfahren ,  das  ich  noch  gefunden  habe ,  ist : 

Nimmt  man  in  obiger  Determinante  die  erste  Zeile  von  der  zweiten 

weg  und  ebenso  von  der  dritten,  so  entsteht 


2/  = 


1  «, 

Vi 

1     a:. 

y* 

l      Xt 

y* 

1 

X, 

Vi 

1 

0 

0 

0 

^.  —  ^1 

Vt-Vi 

= 

0 

Xt—x^ 

yt-yi 

0 

x^—x^ 

Vz—yt 

0 

Xz—x^ 

Vz—yi 
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Setzt  man 

Xf  —  a?! 
a?j  —  iTi  =  üi 
und  mnltiplicirt  die  Determinante 


2/  = 


mit  sich  selbst,  so  bat  man 


«1» 
tf 

1 
0 
0 


ys  —  yi  '=  ^ 


0 

«1 


4/«  = 


0 
«1  «t  +  ^1  *i 


0 


«t  ^f  +  *i  ^ 

«t'  +  V 


Sind  die  Seiten  des  betrachteten  Dreiecks  a,  6,  c,  so  ist 

V  +  V  =  «*, 

a,«  +  V  =  ^", 
und  weil 

a?a  —  «1  —  (^t— ^i)  =  a?,  —  a:, , 

ya — yi  —  (yt— yO  =•  ya  —  yi . 

so  ist 

(a?,-a:,)*+(y,-y,)'  =  a,»-2a,a,  +  öi*  +  V-2^ftf  +  V  =  ^. 
Mnltiplicirt  man  also  in  der  letzten  Determinante  die  zweite  nnd  dritte 
Colonne  mit  2 ,  so  hat  man 

1  0  0 

167*=    0  2a«  fl«  +  e,i-c» 

0     (j^  +  b^^d"  2b* 


1          1 

1 

0            2a«            a*  +  b*^f^ 

0     a«  +  6«-c«            2b* 

1            1              1 

-a«        a*        6«-c« 

«ftt     ^t_cf        ^f 

dadurch,  dass  man  die  erste  Zeile  successive  mit  — a*  nnd  —6'  mnltiplicirt, 
zu  der  zweiten  nnd  dritten  Zeile  resp.  addirt  nnd  dann  durch  dieselben 
Grössen  dividirt.    Die  letzte  Determinante  geht  über  in 


0 

1 

1 

1 

0 

1 

l 

1 

0 

-a« 

a* 

ft«-c« 

1 

-«• 

0 

-c« 

1 

-6« 

«*-c* 

b* 

s=s  — 

1 

-6« 

-c« 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

-a« 

-6« 

wenn  man  die  erste  Colonne  snccessive  mit  — -o*  und  — b*  mnltiplicirt,  resp. 
zu  der  zweiten  nnd  dritten  Colonne  addirt  nnd  dann  mit  denselben  Grössen 
dividirt. 

Es  ist  also 


-l6/*  = 


nnd 


0 

1 

1 

1 

1 

-^a« 

0 

-c» 

1 

-&' 

-c« 

0 

1 

0 

-a« 

-6« 
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Olli 

16/«  = 

1     a»      0      c* 
1     6«     c«      0 
i     0      a*     b* 

• 

Die  weitere  Behandlang  ist  der  gewöhnlichen  analog. 

Mainz» 

E.  Ritsert 

XXVn.    Oelegentliohe  Bemerkung. 

Bezeichnet  Q  das  arithmetische,  R  das  geometrische  Mittel  aas  den, 
eine  arithmetische  Progression  bildenden  Zahlen 

a,  a  +  6,  a  +  2&,  ...  a  +  («— l)fr> 
so  nähert  sich  das  Verhältniss  ^  der  Grenze  ie^  falls  die  Progression  ins 


Unendliche  fortgesetzt  wird. 


SOHLÖMILCH. 
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Literaturzeitungt 


Recension. 

Elemente  der  graphisehen  Statik.   Von  J.  Bauschikger,  Professor  an  der 
polytechnischen  Schule  in  München.    Mit  einem  Atlas  von  20  litho- 
graphirten  Tafeln.     München,  R.  Oldenbourg,  1871. 
Herr  Cnlmann  sandte  sein  Werk  „Die  graphische  Statik'*  im  Jahre 
18M  mit  der  kühnen  Voranssetznng,  dass  der  Leser  die  Kenntniss  der  Geo- 
metrie der  Lage  besitze,  in  die  Oeffentlichkeit.  Durch  das  gemeinschaftliche 
Zusammenwirken  der  Herren  Culmann  und  Reye  wurde  Zürich  rasch  die 
erste  Pflanzstätte  der  graphischen  Statik,  und  durch  die  gleichzeitige  Ent- 
stehung der  Geometrie  der  Lage  von  Reye  wurde  das  Studium  des  Cul- 
mann*schen  Werkes  auch  weiteren  Kreisen  erleichtert.     Zwischen  den 
Schöpfungen  S  t e  i  n  e  r  's  und  ▼.  S  t  a u  d  t  's  liegt  ein  Zeitraum  von  15  Jahren, 
und  seit  dem  Erscheinen  der  Geometrie  der  Lage  von  v.  Staudt  bis' jetzt 
sind  24  Jahre  verflossen.    So  langsam  hat  sich  die  fruchtreiche  synthetische 
Geometrie  Eingang  und  Verbreitung  geschafi't.   Wie  ganz  anders  günstig 
steht  es  um  die  graphische  Statik,   die  trotz  vieler  Hemmnisse  so  rasch  ein 
Gemeingut  mehrerer  polytechnischen  Hochschulen  wurde.    Selten  hat  ein 
neues  wissenschaftliches,  für  den  Anfänger  nicht  leicht  zu  lesendes  Werk 
so  vielen  begründeten  Beifall  geerntet,  wie  das  Culm  ann'sche  Werk,  und 
selten  hat  eine  neue  Disciplin  so  rasche  Aufnahme  und  so  hohe  Würdigung 
gefunden,  wie  die  graphische  Statik.   Diese  Thatsachen  bezeugen,  dass  die 
graphische  Statik  für  die  Ingenieurwissenschaft  von  weittragender  Wirkung 
ist,  dass  sie  einen  hohen  technischen  Werth  besitzt  und  dass  ihr  eine  erfolg- 
reiche Zukunft  bevorsteht.     Das  bahnbrechende  Culmann'sche  Werk, 
welches  schon  jetzt  an  der  Schwelle  einer  zweiten  Auflage  steht,  ist  ein 
ergiebiger  Quell,  aus  dem  fort  und  fort  viel  theoretisch  Interessantes  und  viel 
praktisch  Nützliches  geschöpft  werden  kann.   Die  Stoflfülle,  welche  es  in 
sieb  trägt,  ist  schwer  vollständig  zu  bewältigen  und  muss  im  vollsten  Sinne 
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des  Wortes  stndirt  werden.  Der  Anfänger  muss  mit  dem  regesten  Eifer 
beseelt  sein,  wenn  er  die  Schwierigkeiten,  welche  ihm  das  Culmann^sche 
Werk  bereitet,  besiegt  und  den  grössten  Tbeil  des  reichen  Wissenschatzes 
dieses  Werkes  in  sieh  aufnimmt.  Dieser  Umstand  und  die  Wichtigkeit  des 
Gegenstandes  hat  Herrn  Bauschinger  veranlasst,  die  „Elemente  der  gra- 
phischen Statik"  zn  veröffentlichen,  welche  der  Referent  gleich  nach  dem 
Erscheinen  mit  grossem  Interesse  gelesen  hat  und  welche  eine  besondere 
Beachtung  und  Würdigung  verdienen. 

Der  Verfasser  schöpft  seine  „Elemente"  aus  dem  Cul  mann 'sehen 
Werke,  er  geht  von  den  elementarsten  Betrachtungen  aus  und  gelangt  durch 
die  Voraussetzung  des  Kräfteparallelogramms  in  vortrefflich  klarer  Weise 
zu  dem  Kräfte-  und  Seilpolygon,  wobei  das  Gegenpaar  (Kräftepaar)  die 
gebührende  Berücksichtigung  findet.  Das  Seilpolygon  für  beliebig  viele 
Kräfte  mit  Einschluss  der  Gegenpaare  ist  leichtfasslich  aus  den  speciellen 
Betrachtungen  entwickelt;  durch  das  stete  Zusammenhalten  des  Kräfte- 
und  Seilpolygons  wird  dem  Leser  nicht  nur  der  Ueberblick  über  die  Wir- 
kungen der  Kräfte  erleichtert,  sondern  ihm  werden  auch  dadurch  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  zu  klarem  Verständniss  gebracht.  Der 
Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Seilpolygonen,  welche  aus  zwei  ver- 
schiedenen Polen  eines  Kräftepolygons  construirt  werden,  wird  sorgfältig 
erläutert.  Dieser  Znsammenhang,  dass  die  entsprechenden  Seiten  dieser 
beiden  Seilpolygone  sich  in  einer  Geraden  schneiden,  die  der  Verbindnngs- 
geraden  der  beiden  Pole  parallel  ist,  wird  graphostatisch  und  auch  rein- 
geometrisch  bewiesen.  Dadurch,  dass  ein  Eckpunkt  des  Kräftepolygons  als 
Pol  genommen  wird,  entsteht  aus  dem  Seilpolygon  die  Mittelkraftlinie 
(Mitteldrucklinie).  Die  Betrachtung  zweier  Kräftesysteme,  in  welchen  eine 
Anzahl  Kräfte  gemeinschaftlich  ist,  führt  zu  dem  Specialfall:  die  Mittel- 
drucklinien eines  Gewölbes  für  verschiedene  Horizontalschübe,  die  im 
Scheitel  wirken,  zu  erhalten.  Durch  die  Zerlegung  einer  Kraft  unter  den 
verschiedenen  Bedingungen  wird  folgerichtig  die  graphische  Bestimmung 
der  Spannungen  in  den  Construct^onstheilen  eines  eisernen  Dachstuhles  ab- 
geleitet. —  Der  Verfasser  hat  die  Hilfe  der  neueren  Geometrie  gänzlich 
verschmäht,  und  daher  mussten  die  interessanten  reciproken  Beziehungen 
zwischen  Kräfte-  und  Seilpolygon  unbeachtet  bleiben.  Die  Bestimmtheit 
des  Ausdrucks  wäre  sehr  erhöht  worden,  wenn  der  Verfasser  die  Benennung 
„Gelenkpolygon"  aufgenommen  hätte;  denn  die  Benennung  „Seilpolygon'* 
ist  für  den  Fall  des  Auftretens  der  Druckspannungen  unklar  und  demnach 
verwerflich.  Das  eigentliche  graphische  Rechnen,  welches  man  isolirt  der 
graphischen  Statik  voranzustellen  pflegt,  wird  von  dem  Leser  nirgends  ver- 
misst,  weil  der  Verfasser  das  Nothwendigste  aus  dem  graphischen  Bechnen 
gleich  mit  der  graphischen  Statik  fast  unmerkbar  verknüpft.  Dieconstructive 
Bestimmung  des  Drehungsmomentes,  die  eine  graphische  Multiplication  ist, 
wird  auf  verschiedene  W^eise  ausgeführt  und  auf  beliebig  viele  Kräfte  an- 

Digitized  by  LjOOQ IC 


Literaturzeitung.  3 


gewandt.  Die  wichtige  Eigenschaft  des  Seilpolygons,  durch  welche'  die 
reducirten  Drehungsmomente  so  leicht  constructiv  bestimmbar  sind ,  ist  all- 
gemein abgeleitet  und  tritt  bei  der  Bestimmung  der  Drehungsmomente  eines 
belasteten  Balkens  und  Dachstuhles  in  Anwendung,  Nachdem  der  Verfasser 
die  Theorie  und  ihre  Anwendung  auf  einzelne  praktische  Fälle  für  die 
Kräfte  in  der  Ebene  in  wohlgeordneter  Folge  dem  Lernenden  dargelegt 
hat,  behandelt  er  mit  gleicher  Klarheit  den  schwierigeren  Theil,  die  Kräfte 
im  Räume.  Durch  deutliche  Zeichnungen  unterstützt,  wird  der  Leser  von 
dem  Allgemeinen  zu  dem  Speciellen,  d.  h.  zu  den  parallelen  Kräften  im 
Eaume  geleitet.  Der  mit  der  analytischen  Mechanik  vertraute  Leser  findet 
hierhinsichtlich  der  Bestimmung  der  Resultante  und  desResultanten-Gegen- 
paarcs  ein  Analogen,  durch  welches  graphostatisch  die  Reduction  der  Kräfte 
im  Räume  erreicht  wird.  Bei  der  Bestimmung  des  Mittelpunktes  paralleler 
Kräfte  findet  das  Seilpolygon  wieder  nützliche  Anwendung.  Die  erhaltene 
Resultante  führt  zur  Ermittelung  des  Gesammtmomentes  eines  Systems  pa- 
ralleler Kräfte  in  Bezug  auf  eine  Ebene.  Hierauf  folgt  dann  die  Bestimmung 
des  Schwerpunktes  einiger  Linien,  ebener  Figuren  und  Körper  in  "der  ge- 
wöhnlichen Weise,  wie  sie  zum  grössten  Theil  in  der  analytischen  Mecha- 
nik gelehrt  wird,  und  in  complicirteren  Fällen  mit  Hilfe  des  Seilpolygons. 
Die  hier  ausgeführte  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Viereckes  ist 
weniger  einfach  als  die  von  Herrn  G runer t  angegebene  Bestimmung*. 
Dann  kehrt  der  Verfasser  wieder  zu  den  parallelen  Kräften  in  der  Ebene 
znrtick,  um  diese  Kräfte  besonders  hinsichtlich  ihrer  Anwendung  zu  behan- 
deln. Die  Kette  und  der  Bogen  werden  ungebührlich  kurz  besprochen.  Die 
Untersuchungen  über  den  Balken,  auf  den  stetig  vertheilte  und  nicht  stetig 
vertheilte  Kräfte  wirken,  sind  leichtverständlich  durchgeführt.  Hieran 
schliessen  sich  die  wichtigen  Erörterungen  über  den  Einfluss  einer  concen- 
trirten  Kraft,  indem  sie  über  einen  Träger  fortschreitet,  der  bereits  von 
concentrirten  Kräften  und  gleichmässig  vertheilten  Lasten  ^gegriffen  wird; 
dann  folgt  die  Construction  des^ Seilpolygons  für  Locomotivenzüge  als  Bela- 
stung von  BrückentTägern.  Den  Schluss  der  Anwendungen  bildet  die  Be- 
stimmung der  Drehungsmomente,  welche  ein  Zug  von  bestimmter  Anzahl 
Axen  in  den  verschiedenen  Querschritten  eines  Trägers  von  gegebener 
Spannweite  hervorbringt,  während  er  sich  über  den  Träger  bewegt.  Auch 
diese  für  den  Anfänger  schwierigen  Partien  sind  mit  gewohnter  Klarheit 
behandelt,  so  dass  der  Anfänger  nach  richtigem  Verständniss  des  Voran- 
gegangenen die  mannichfaltigen  Beziehungen ,  welche  hier  auftreten,  leicht 
durchschaut. 

Die  dann  folgende  Behandlung  der  höhereu  Momente  (/^la;,*"!/,"  Zj*.  ..)i 
welche  der  Verfasser  dem  Trägheitsmoment  voranschickt,  kann  der  Referent 


*  Gruiiert's  Archiv  1871. 
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nicht  billigen;  denn  die  höheren  Momente  gehören  nicht  in  die  Elemente 
der  graphischen  Statik,  sie  schrecken  den  Anfänger  zurück  und  beeintrich- 
tigen  dadurch  den  lobenswerthen  Zweck  des  Buches,  dem  Anfänger  den 
Eingang  in  die  graphische  Statik  zu  erleichtern.  Der  Verfasser  hat  sicli 
hier  durch  eine  überflüssige  Allgemeinheit  verleiten  lassen. 

Die  Betrachtung  der  Trägheitsmomente  paralleler  Kräfte  führt  zu  der 
Trägheitsfläche.  Diese  ist  ein  Trägheitsellipsord,  wenn  sämmtlicbe  parallele 
Kräfte  des  gegebenen  Systems  in  gleichem  Sinne  wirken.  Wenn  das  Kräfte- 
system aber  Kräfte  von  verschiedenem  Sinn  enthält,  so  ergiebt  sich,  dasi 
die  Trägheitsfläche  in  zwei  verschiedenen  Doppelflächen  auftritt.  In  beiden 
Fällen  besteht  die  Doppelfläche  ans  zwei  zusammengehörigen  Hyperboloiden, 
einem  einmanteligen  und  einem  zweimanteligen  mit  gleichem  Mittelpunkt, 
gleichen  conjugirten  Durchmessern  und  einem  gemeinschaftlichen  Asymptoten- 
kegel. Schon  hieraus  erkennt  der  Eingeweihte,  dass  der  Verfasser  dieeem 
Abschnitt  eine  gründliche  Behandlung  widmet.  Dann  folgen  als  Speeiali- 
täten  die  Trägheitscurve ,  Trägheitsellipse  und  Trägheitshyperbeln.  Der 
Referent  hätte  im  Interesse  des  Anfängers  gewünscht,  dass  der  Verfasser 
hier  vom  Speciellen  zum  Allgemeinen  gegangen  wäre,  dass  er  die  Constrnc* 
tion  der  Trägheitscurve  als  einleitende  Vorarbeit  zur  Construction  der  Trag- 
heltsfläche  vorangestellt  hätte.  Nachdem  die  Construction  der  Trägbeitsfläche 
in  vortrefflicher  Zeichnung  vollendet  ist,  wird  diejenige  TrägbeitsfläcH 
deren  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  der  Kräfte  ist  (die  Centralfiäche) ,  be- 
trachtet. Die  wichtigsten  Eigenschaften  desselben  werden  erörtert  und  mit- 
telst dieser  wird  die  Centralfiäche,  welche,  wenn  sämmtlicbe  Kräfte  in 
gleichem  Sinne  wirken,  Centralellipsoid  heisst,  construirt.  Für  mehrere 
ebene  Figuren  ist  die  Centralellipse  und  der  Kern  sehr  sorgfältig  gezeichnet. 
Die  Bestimmung  der  Endpunkte  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  Cen- 
tralellipse ist  in  klarer  Weise  durchgeführt.  Die  Ermittelung  anderer  Punkte 
der  Centralellipse  hält  der  Referent  für  zu  umständlich.  Sind  zwei  conjugirte 
Durchmesser  bekannt,  so  findet  man  nach  der  von  Ryts*  angegebenen 
Construction  sehr  leicht  die  Richtung  und  Grösse  der  Axen.  Zum  Schlüsse 
ist  noch  die  Construction  des  Centralellipsoids  und  des  Kernes  einiger  ein 
facher  Körper  angegeben.  In  dem  letzten  Abschnitt  vermisst  man  sehr 
einige  praktische  Anwendungen;  kaum  erfährt  der  Lernende^  welchen  prak- 
tischen Zweck  all  das  schöne  Theoretische  in  sich  birgt.  Die  Theorie  der 
Stütz-  und  Futtermauern  ist  gänzlich  unberührt  geblieben.  Der  Verfasser 
hätte  seinem  schönen  Werke  durch  mehr  praktische  Anwendungen  eine 
grössere  nützliche  Verbreitung  gesichert  und  einen  höheren  Werth  für  den 
Ingenieur  und  für  die  polytechnischen  Hochschulen  verliehen.  Die  neuere 
Geometrie  findet  bei  den  Entwickelungen  nirgends  Anwendung;  selbst  bei 


*  L.  Mos sbrugg er  Geometrie  descriptive,  S.  125,  Zürich  1845.  Delabarhat 
diese  Construction  nacherfuiiden.    Grunert*»  ArcliiF  1870.  ^^  , 
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der  Bestimmung  der  Kerne  werden  kaum  der  Pol  and  die  Polare  erwähnt. 
Nur  die  Benennung  ,, unendlich  ferne  Gerade**  hat  der  Verfasser  anfangs  un- 
vorsichtig aus  der  neueren  Geometrie  aufgenommen. 

Der  Verfasser  hat  dem  Anfänger  die  Elemente  der  graphischen  Statik 
im  Text  und  Atlas  mit  meisterhafter  Klarheit  dargelegt.  Das  Werk  ist  eine 
ausgezeichnete  Vorschule ,  welche  den  Anfänger  in  die  graphische  Statik 
einführt  und  ihm  das  Studium  des  Culm an n 'sehen  Werkes  erleichtert. 
Die  lithographirten  Tafeln  sind  mit  künstlerischer  Sorgfalt  hergestellt,  das 
Werk  ist  überhaupt  musterhaft  ausgestattet  und  kann  als  eine  Zierde  der 
graphomathematischen  Literatur  betrachtet  werden.  Es  wird  allen  Den- 
jenigen, welche  sich  für  die  graphische  Statik  interessiren,  sehr  willkommen 
sein  und  viel  zur  Verbreitung  dieser  Disciplin  beitragen. 

Dresden,  31.  October  1871.  Dr.  L.  Burhester. 
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Zum  InquisitionsprooeBS  des  Galileo  Galilei. 

Im  vierten  Hefte  der  „Zeitsclirift  für  mathematischen  und  naturwissen- 
schaftlichen Unterricht"*  hat  Herr  ßector  Friedlein  meine  Schrift  über 
den  ,,Inquisitionsprocess  des  Galileo  Galilei"  (Berlin  1870,  Verlag  von  K. 
Oppenheim)  einer  Kritik  unterworfen,  in  der  meine  Vermuthungen  über  die 
rechtliche  Grundlage  dieses  Processes  als  völlig  haltlos  und  unbegründet 
erkannt  werden.  Die  Verhältnisse,  unter  denen  ich  wissenschaftlich  zu  ar- 
beiten wage,  machen  es  zur  Sache  des  Zufalls,  wie  viel  oder  wenig  mir  von 
dem  bekannt  wird,  was  meine  Arbeiten  am  nächsten  berührt.  So  w^ar  es 
möglich,  dass  ich  von  dem  Erscheinen  dieser  Kritik  erst  vor  Kurzem  durch 
eine  Bemerkung  des  Herrn  Professor  Gherardi  in  Florenz  benachrich- 
tigt wurde.  Ich  bin  daher  erst  jetzt  in  der  Lage,  dem  Vertheidiger  der  In- 
quisition zu  erwidern. 

Ich  gestehe,  dass  ich  eine  kurze  Zeit  im  Zweifel  war,  ob  eine  Erwide- 
rung noch  erforderlich  sei ,  da  inzwischen  durch  die  Veröffentlichungen  von 
Gherardi**  zur  Thatsache  erhoben  ist,  was  ich  nur  als  wahrscheinlich 
hingestellt  hatte.  Ich  konnte  die  Argumente  preisgeben,  da  die  Schluss- 
folgerung gesichert  war.  Bei  näherer  Prüfung  habe  ich  aber  erkannt, 
dass  auf  diese  Weise  ein  Theil  der  Schuld  mir  zufallen  müsste,  wenn  man 
in  weiteren  Kreisen  einen  Thatbestand  als  völlig  zweifelhaft  betrachtete, 
über  den  in  Wirklichkeit  kein  Zweifel  mehr  zulässig  ist;  es  war  um  so  be- 
denklicher, durch  Schweigen  zu  erwidern,  als  die  Kritik  des  Herrn  F.  auf 
sehr  ernste  Vorwürfe  hinausläuft,  die  bei  einer  Discussion,  wie  der  vor- 
liegenden, nicht  den  Schatten  einer  Berechtigung  behalten  dürfen.  Es  wer- 


*  Jahrg.  1  S.  333  — 340. 
**  //  processo  Galileo  riveduto  sopra  documenti  di  nuova  fönte  dal  Prof.  Comm,  Sil- 
veslro  Gherardi.   Firenze  1870. 
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den  nämlich  durcb  diese  Kritik  nicht  nur  meine  Verdachtsgriinde  gegen  das 
Actenstück  vom  Februar  1616  im  Ganzen  oder  Einzelnen  für  nnzureicheod 
erklärt,  den  gewichtigen  Vorwurf  der  Fälschung  als  Wahrheit  darzatfann; 
Herr  F.  nimmt  auch  keinen  Anstand,  meine  Vermuthungen  darauf  zurfick- 
zuführen,  dass  ich  Widersprüche  und  Schwierigkeiten  suche,  wo  dergleichen 
für  den  unparteiischen  Leser  nicht  vorhanden  sind. 

Und  doch  haben  sich  diese  Widersprüche  mir  in  einer  Weise  entgegen- 
gedrängt, dass  ich  den  Vorsuch,  Galilei^s  Process  nach  den  neu  publicirtan 
Documenten  darzustellen,  aufgeben  musste,  um  zunächst  in  diesem  einen 
Punkte  Klarheit  zu  gewinnen.  So  grundverschiedene  Auffassungen  der 
gleichen  Sache  können  nur  von  einer  Grundverschiedenheit  der  Vorstel- 
lungen herrühren,  mit  denen  wir  der  Sache  nahe  getreten  sind. 

Ein  solche  wesentliche  Differenz  der  Vorstellungen  liegt,  wenn  mich 
nicht  Alles  täuscht,  in  den  beiderseitigen  Ansichten  über  den  Charakter 
Galilei's;  sie  ist  gross  genüge  dass  dem  Galilei  des  Herrn  F.  als  natürlich 
und  selbstverständlich  zugeschrieben  wird,  was  dem,  den  ich  mir  denke, 
schlechterdings  unmöglich  ist.  Herr  F.  kommt  zu  dem  Resultat,  das»  Galilei 
,, durch  die  Schärfe  und  Klarheit  seines  Denkens  seine  Ueberzeugnng  im 
Kopfe,  aber  nicht  im  Herzen  hatte'*;  ich  glaube  im  Gegentheil,  dass  kaum 
jemals  eine  wissenschaftliche  Ueberzengung  in  höherem  Masse  zur  Herzens- 
angelegenheit geworden  ist  und  dass  nie  ein  Mann  schwerer  für  seine  Ueber- 
eeugung  gelitten  hat,  als  Galilei  für  die  copernicanische  Lehre,  wiewohl  er 
weder  Verbannung  vom  Vaterlande,  noch  den  Feuertod  über  sich  nahm. 
Wenn  viele  Aeusserungen  in  seinen  Werken  und  Briefen  nnd  insbesondere 
in  den  Verhören  im  Inquisitionsprocess  auf  den  ersten  Anschein  die  andere 
Deutung  nahe  legen ,  so  wird  sie  doch  schwerlich  einer  Prüfung  Stand  hal- 
ten, die  dem  Zusammenhang  der  Worte  nachgeht  und  dabei  den  Verhältnis- 
sen,  wie  den  anderweitig  erkannten  Gesinnungen  des  Mannes  Rechnung 
trägt. 

Es  ist  vor  allen  Dingen  als  feststehend  zu  betrachten ,  dass  Galilei  in 
seinem  ganzen  Denken  auf  dem  Boden  der  Kirche  steht;  nicht  nur  ist  in 
seinen  sämmtlichen  Werken  und  Briefen  nicht  die  entfernteste  An- 
deutung eines  unkirchlichen  oder  ausserkirchlichen  Standpunktes  zn 
finden:  es  ist  vielmehr  aufs  Bestimmteste  zu  erweisen,  dass  er  sich  jeder- 
zeit als  treuen  Sohn  der  Kirche^  denkt  und  so  angesehen  sein  will; 
die  Vorstellung  von  einem  Widerspruch  gegen  kirchliche  Entscheidungen 
ist  ihm  eine  völlig  unmögliche,  nicht  —  wie  man  allzu  bequem  dedncirt  — 
ans  Furchtsamkeit,  sondern  seiner  eigensten  Denkweise  gemäss.  Als  man 
in  Rom  sich  anschickt,  die  copernicanische  Lehre  zu  verbieten,  ist  Galilei 
unermüdlich  thätig,  die  Gefahr  einer  solchen  Entscheidung  abzuwenden,  zu 
mahnen  und  zu  warnen  bis  zur  letzten  Stunde;  er  „ermüdet^*  die  Cardinäle 
mit  seinen  unerwünschten  Beweisen.  Sobald  aber  das  Decret  erlassen  ißt, 
gehorcht  er,  wie  jeder  andere  katholische  Christ;  er  unterwirft  sich  so  voU- 
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ständig,  dass  er  nicbt  nur  kein  Wort  in  copernicanischem  Sinne  veröffent- 
licht, sondern  auch  keins  in  gleichem  Sinne  zu  späteren  Veröffentlichungen 
niederschreibt,  sein  angefangenes  Werk  über  den  Bau  der  Welt  ruht  mehr 
als  acht  Jahre  lang;  ja,  als  man  ihn  provocirt,  sagt  er  gerade  heraus:  ich 
halte  die  Lehre  für  falsch,  weil  die  Kirche  sie  verdammt,  wiewohl ,  wenn 
diese  höhere  Entscheidung  nicht  wäre,  die  anderen  Beweise  gegen  den  Co- 
pernicus  nicht  der  Rede  werth  wtiren.  Er  schwieg  bis  zu  dem  Augenblick, 
wo  sich  für  eine  Abänderung  der  kirchlichen  Verordnung  Aus- 
sichten eröffneten,  bis  zum  Jahre  1624.  Nun  wendet  er  zunächst  all  seine 
Beredtsamkeit  auf,  um  für  diesen  Zweck  den  Papst  persönlich  zu  gewinnen. 
Der  Versuch  misslingt;  es  bleibt  ihm  Nichts  übrig,  als  ein  Werk  zu  schrei- 
ben, das  seinem  Inhalte  nach  rein  copernicanisch  gedacht  ist  und  doch  der 
Form  nach  die  Entscheidung  der  Kirche  vollständig  anerkennt.  Die  Form 
konnte  nicht  täuschen,  aber  sie  konnte  versöhnen,  den  Uebergang  zur 
Widerrufung  des  Decrets  erleichtern;  Galilei  baute  auf  die  Macht  der 
Wahrheit,  um  so  bereitwilliger  suchte  er  die  Form, .die  der  Kirche  annehm- 
bar erschien  und  doch  ihren  Vertretern  die  Wahrheit  zugänglich  machte. 
Er  Hess  den  römischen  Censor  „ändern,  streichen,  zusetzen,  was  er  wollte". 
Die  Zusätze,  in  denen  Herr  F.  einen  überzeugenden  Beweis  für  die  Knecht- 
schaft seiner  Gesinnungen  sieht,  sind  Nichts  weiter,  als  die  Form,  die  ihm 
ermöglichte  —  wie  allein  es  seiner  Gesinnung  entsprach  — ,  mit 
kirchlicher  Erlaubniss  ein  copernicaniscbes  Werk  zu  drucken.  Er  war  über- 
zeugt, auch  jetzt  noch  der  Kirche  zu  dienen,  wenn  er,  ohne  den  schuldigen 
Gehorsam  zu  verletzen ,  die  Wahrheit  lehrte.  Dass  es  in  Rom  an  dem  ern- 
sten, heiligen  Willen  fehlen  könne,  den  seine  Berechnungen  voraussetzen, 
hat  er  damals  so  wenig  wie  im  Jahre  1616  geglaubt;  wo  die  „Oberen"  irrten, 
sah  er  den  Einfluss  böswilliger,  zum  Theil  seiner  persönlichen  Feinde.  Als 
dann  seine  Richter  die  Form,  die  der  Papst  persönlich  gebilligt  hatte,  nicht 
anerkannten,  sondern  auf  den  Kern  gingen,  aus  der  Kraft  seiner  Beweise 
für  den  Copernicus  eine  Verletzung  des  kirchlichen  Decrets  deducirten ,  da 
allerdings  verleugnete  Galilei  diesen  Richtern ,  was  sie  hören  wollten ,  um 
ihn  zu  vernichten:  dass  er  „im  Innern"  (deniro  dt  me)  festgehalten,  was  die 
Kirche  für  falsch  und  schriftwidrig  erklärt. 

Die  Geschichte  hat  in  erster  Linie  zu  erklären.  Will  man  dann  weiter 
loben  oder  tadeln ,  so  bedarf  es  der  eingehenden  Beachtung  der  Verhält- 
nisse; will  man  bei  Galilei  von  Knechtschaft  der  Gesinnung  reden,  so  muss 
man  sich  klar  machen,  dass  man  mit  diesem  Ausdruck  seine  kirchliche 
Gesinnung,  seinen  gläubigen  Abscheu  vor  einem  Conflict  mit  der  Kirche 
trifft.  Man  wird  dabei  nicht  vergessen  dürfen,  welch  reiche  Quelle  von 
Unwahrheit  in  allen  Jahrhunderten  —  wohl  auch  noch  im  neunzehnten  — 
aus  dem  Conflict  der  inneren  Denkweise  und  der  Stellung  in  der  Kirchß 
fliesst.  Der  Conflict  ist  derselbe,  wenn  auch  die  Forderungen  der  Kirche, 
wie  der  Gesinnung  im  andern  Zeitalter  andere  sind. 
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Dass  in  der  Tliat  die  streng  kircblicbo  Stellang  Galilci's  viele  seiner 
Acusserungen  in  einem  ganz  andern  Lichte  erscheinen  lässt,  als  man  sie 
seit  Marini^s  frech  gefälschter  Darstellung  angesehen* hat,  hoffe  ich  an 
anderer  Stelle  ausführlich  begründen  zu  können.  Das  Gesagte  war  un- 
erlässlicb,  um  zu  erklaren,  dass  ich  in  einigen  wichtigen  Punkten  anders 
sehe  lind  lese,  als  Ilerr  F,  So  verschwindet  eine  in  die  Augen  springende 
Schwierigkeit  im  Wortlaute  des  entscheidenden  Actenstücks  bei  Herrn  F. 
einfach  dadurch,  dass  er  aus  seiner  Vorstellung  von  Galilei's  Cbarakter- 
losigkeit  ergänzt,  was  man  im  Actenstück  vermisst.  Die  Schwie- 
rigkeit liegt  darin;  dass  von  einem  Widerspruch  Galilei's  gegen  die  Mah- 
nung des  Cardinais  Bellarmin  nicht  die  Kede  ist,  während  doch  nnr  ein 
solcher  Widerspruch  rechtfertigen  könnte,  was  unmittelbar  darauf  im  Namen 
des  Papstes  und  der  Inquisition  geschieht. 

Herr  F.  sieht  es  als  völlig  selbstverständlich  an,  dass  ein  Mann  von 
Galilei's  Denkweise  widerspricht,  so  lange  der  Vertreter  der  Kirche  ihn  mit 
milden  Worten  „mahnend"  an  seine  Pflicht  als  Sohn  der  Kirche  erinnert, 
dass  er  dagegen  sofort  erklärt,  gehorchen  zu  wollen,  als  der  Inquisitions- 
commissar  ibm  droht. 

Ich  bin  dagegen  der  Ueberzeugung,  dass  jedes  Wort  des  Wider- 
spruchs mit  Galilei's  Haltung  vor  dem  entscheidenden  Tage  völlig  unver- 
einbar ist.  Er  hatte  drei  Jahre  hindurch  bei  jeder  Gelegenheit  erklärt,  dass 
er  sich  einer  kirchlichen  Entscheidung  im  Voraus  unterwerfe;  nun  ist  die 
Entscheidung  getroffen,  Cardinal  BcUarmin  theilt  sie  ihm  mit:  es  ist 
durchaus  unmöglich,  dass  Galilei  widerspricht;  ich  würde  zweifeln, 
wenn  es  verzeichnet  wäre,  ich  bin  also  im  besten  Kechte,  wenn  ich  nicht 
glaube,  was  nicht  geschrieben  steht. 

Wenn  aber  Galilei  am  26.  Februar  keine  Einwendungen  erhebt  und 
dennoch  der  Inquisitionscommissar  ihm  ein  strenges  Verbot  nachträglich 
unter  Androhung  des  Inquisitionsprocesses  im  Falle  des  Ungehorsams  auf- 
erlegt, so  geschieht  dadurch  etwas  ganz  Anderes,  als  am  25.  Februar 
verordnet  war;  denn  der  Papst  hatte  befohlen,  dies  Verbot  sei  aufzuerlegen, 
wenn  Galilei  sich  weigern  sollte,  zu  gehorchen.  Herr  F.  findet 
dagegen,  dass  die  Ausführung  am  26.  „Zug  für  Zug"  dem  Befehl  vom  25. 
entspricht  (S.  335),  ich  wiederhole:  nicht,  weil  er  in  dem  Verbot  ohne  vor- 
gängige Weigerung  eine  Ausführung  der  päpstlichen  Anordnung  erkennt, 
sondern  weil  er  seiner  Vorstellung  gemäss  die  Weigerung  Galilei's  als  selbst- 
verständlich zwischen  den  Zeilen  liest.  Einen  directen  Beweis  dafür,  dass 
Galilei  nicht  befriedigend  antwortete,  sieht  Herr  F.  in  dem  Zeugniss  des  Car- 
dinais Bellarmin,  wo  es  heisst,  Galilei  habe  nicht  abgeschworen  (8. 
330).  Aber  Herr  F.  weiss  ohne  Zweifel,  dass  zum  Abschwören  nicht  freundlich 
mahnend  aufgefordert  wurde;  zum  Abschwören  verurtheilte  die  Inquisition 
den  Ketzer  oder  den  der  Ketzerei  Verdächtigen.  Herr  F.  selbst  erzählt,  wie 
das  Zeugniss  des  Cardinais  entstanden:  Galilei's  Feinde  hatten,  um  seinen 
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Ruf  zu  scbädigen,  ausgesprengt,  er  habe  abschwören  müssen,  und  dieser 
Varleumdung  entgegenzutreten,  bescheinigte  ihm  aufsein  Gesuch 
der  Cardinal  Bellarrain,  seines  Wissens  sei  vom  Abschwören  irgendwelcher 
Meinung  nicht  die  liede  gewesen.  Dies  Alles  erzählt  Herr  Friedlein,  und 
dennoch  lässt  er  unmittelbar  darauf  dieselben  Worte,  die  zu  Galilei's  Ver- 
theidigung  geschrieben  sind,  den  Vorwurf  eines  sträflichen  Ungehorsams 
enthalten  —  begreife ,  wer  kann  I 

So  wenig  durch  solche  Deutungen  die  Thatsache  der  Weigerung  fest- 
gestellt  wird,  so  wenig  ist  es  Herrn  F.  gelungen ,  befriedigenden  Aufschluss 
dafür  zu  geben  ^  dass  diese  vermeintliche  Thatsache  in  dem  Berichte  nicht 
erwähnt  wird.  „Der  Berichterstatter**,  erklärt  Herr  F.,  „war  bei  diesem 
Vorgange  nicht  zugegen;  nur  der  Cardinal  musste  ihm  mittheilen,  was  er 
selber  gethan  hatte;  von  Galilei  konnte  ein  Gleiches  nicht  gefordert  wer- 
den.'* (S.  335.)  Ich  bestreite  das  nicht;  aber  ich  bezweifle,  dass  nur  durch 
eine  freiwillige  Mittheilung  Galilei's  das  Nöthige  zu  erfahren  war.  Ich 
denke  mir  den  Notar  der  Inquisition  nicht  zu  schüchtern  ^  um  selbst  einen 
Galilei  zu  befragen,  wenn  auf  anderem  Wege  eine  Vollständigkeit  seiner 
Aufzeichnungen  sich  nicht  erlangen  Hesse;  ich  begreife  freilich  noch  weni- 
ger, warum  der  Cardinal  Bellarmin ;  der  nach  Herrn  F.  dem  Notar  über 
seine  eigenen  Worte  referirt,  bei  seiner  Mittheilung  von  Galilei's  Wider- 
sprach schweigen  sollte,  warum  der  Inquisitionscommissar,  der 
gleichfalls  zugegen  war,  seinem  CoUegen  gerade  das  Wichtigste  vor- 
enthalten sollte,  und  wenn  die  Beiden  nicht  schwiegen  —  warum  der  Notar 
die  räthselhafte  Lücke  in  seinem  Bericht  bestehen  liess.  Weniger  noch  als 
der  heutige  Leser,  konnte  er  in  dem  Widerspruche  gegen  ein  fertiges  De- 
cret  der  Kirche  eine  so  einfache,  selbstverständliche  Aeusserung  sehen, 
dasB  man  dem  künftigen  Inquisitor  überlassen  durfte,  sie  zwischen  den 
Zeilen  zu  lesen.  Dass  wenigstens  die  Nachfolger  der  Inquisitoren  eine  der- 
artige Ergänzung  nicht  ganz  selbstverstäiidlich  finden,  beweist  die  Be- 
arbeitung*, in  derMarini  für  gut  befand,  das  wichtige  Docu- 
mont  zu  veröffentlichen.  Eine  kleine  P]inschRltung  hätte  sein  Sünden- 
register kaum  erheblich  vermehrt;  aber  Marini  hielt  es  für  angemessener, 
jede  Spur  eines  Widerspruchs  dadurch  zu  beseitigen ,  dass  er  aus  zwei  Per- 
sonen eine  machte,  aus  dem  milden  Cardinal  und  dem  strengen  Commissar 
einen  strengen  Cardinal,  und  dass  er  bei  dieser  Gelegenheit  auch  aus 
d  em  päpstlichen  Befehl  den  „Fall  der  Weigernng^*  verschwinden  liess 
(s.  meine  Schrift  S.  93).  Der  wackere  Mann  hat  wider  Willen  sein  Zeugnisa  ^ 
dafür  abgelegt,  dass  es  kein  anderes  Mittel  giebt,  die  inneren  Wider- 
sprüche des  Originaldocuments  zu  heben. 

Ich  habe  bei  der  Erörterung  dieses  Documents  besonderes  Gewicht  auf 
den  Unterschied  im  Inhalt  und  in  der  Tragweite  der  Weisungen 


*  Herr  F.  liüdct  sie  „ungenau**,  das  lai  doch  ein  starker  Eiipheiiiismu 
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logen  müssen,  dio  Galilei  durch  die  Malinung  des  Cardinals  Bellarmin  nnd 
durch  den  Befehl  des  Inquisitionscommissarsertheilt  werden.  Ich  sehe  nun  eine 
Beihe  weiterer  Einwendungen  des  Hrn.  F.  ausschliesslich  daraus  hervorgehen, 
dass  er  diesen  sehr  wesentlichen  Unterschied  entweder  übersieht  oder  doch 
nicht  anerkennt.  Ich  finde  in  seiner  Kritik  keinem  Widerspruch  gegen 
meine  Ausführungen  (S.  0 — 14  und  18)  und  kann  daher  nur  nochmals  auf 
diese  Ausführungen  verweisen ;  insbesondere  scheint  mir  unbestreitbar,  dass 
durch  die  Mahnung  des  Cardinais  Bellarmin  Galilei  nur  genau  soviel  auf- 
erlegt wird,  als  unmittelbar  darauf  der  gesammten  katholischen  Christen- 
heit durch  das  Decret  der  Indexcongregation;  dagegen  liegt  der  Kern  des 
Verbots  im  Munde  des  Commissars  in  der  Verfügung  einer  Ausnahme- 
stellung gegen  Galilei's  Person,  die  in  ihren  Wirkungen  weit  über  das 
Decret  hinausgeht.  Es  ist  daher  durchaus  unmöglich,  wie  Herr  F.  gethau 
hat  (8.336  —  337)),  die  Mittheilung  des  Decrets  der  Indexcongrega- 
tion, von  der  das  Zengniss  des  Cardinnls  Bellarmin  vom  26.  Mai  1610  redet, 
auch  nur  dem  Inhalte  nach  „der  ErölTnung  durch  den  Commissar**  im  Be- 
richt vom  26.  Februar  entsprechend  zu  finden;  dieser  Mittheilung  des  De- 
crets (im  Zengniss)  entspricht  vielmehr  einfach  die  Mahnung,  die  der  Be- 
richt vom  26.  Februar  dem  Cardinal  in  den  Mund  legt:  GalUeum  monuit  de 
errore  supradiclae  opinionis  et  ul  illum  deserat;  denn  in  der  Feststellung  des 
error  liegt  der  Kern  des  Decrets.  Dagegen  ist  von  dem  weitergehenden 
Verbot  des  Commissars  in  dem  Zeugniss  auch  nicht  andeutungsweise  die 
Rede;  es  wird  vielmehr  durch  den  Wortlaut  dieses  Zeugnisses  aufs  Klarste  . 
verneint,  dass  irgendwelche  Ausnahmestellung  für  Galilei  im  Jahre  1016 
beschlossen  wurde,  und  eben  darin  sehe  ich  den  unlösbaren  Widersprach 
zwischen  dem  zweiten  Theile  der  Urkunde  vom  Februar  und  dem  Zeugniss 
vom  Mai  1616.* 

Herr  F.  hat,  wie  diese  Schwierigkeiten,  auch  die  Bedenken  nicht  an- 
erkannt, zu  denen  mir  das  Verhalten  Galilei's  in  den  Jahren  1616— 1652 
Veranlassung  giebt;  es  ist  ihm  völlig  unverständlich;  wie  ich  in  diesem  Ver- 
halten die  Spur  des  Inquisitionsverbots  vermisse,  da  ich  doch  selbst  in  einer 
Heihe  von  Aeusserungen  Galiiei*s  völlige  Unterwerfung  darlege,  da  ich 
selbst  Galilei  nach  den  Vorgängen  von  1616  in  seinen  Arbeiten  gelähmt 
sehe.  In  der  That  unterwirft  sich  Galilei  der  Anordnung  der  Indexcongre- 
gation und  allen  ihren  Consequenzen.  Wer  sich  darüber  belehren  will,  wie 
weit  nach  der  Auffassung  der  Zeitgenossen  diese  Consequenzen  reichten, 


*  Herr  F.  behauptet  b6i  anderer  Gelegenheit  (S.339),  auch  nach  dem  Zeugniss 
des  Cardinais  sei  „eine  besondere  dichiaratione  an  Galilei  persönlich  ergangen**. 
Herr  F.  hat  dabei  wohl  ans  dem  Gedächtniss  referirt.  Der  Wortlaut  der  Erklärung 
sagt:  ma  solo  gli  e  8t ata  denuniiata  la  dichiarazione  fatta  da  Nostro  Signot^e  e  publicaia 
dalla  Sacra  Congregazione  delC Indice  das  heisst  doch  wohl  nicht  eine  besondere 
dic/darazione,  ^^  j 

Digitized  by  LjOOQIC 


Literaturzeitung.  1 5 


braucht  nur  aus  den  Schriften  über  die  Cometen  von  1618  {Opere  di  Galileo 
Galileij  VoL  IV)  zusammenzustellen,  was  auf  die  Bewegung  der  Erde  Bezug 
hat.  Aber  ungleich  weiter,  als  selbst  die  anmassendsten  Forderungen  des 
Jesuiten  Grassi  auf  Grund  des  Decrets  (Op.  IV,  S.  69,  90),  geht  das  Verbot 
vom  26.  Februar,  und  weil  ich  darüber  ausser  Zweifel  bin,  behaupte  ich 
noch  jetzt,  dass  die  Existenz  eines  solchen  Verbots,  das  Galilei  zu  völligem 
Verstummen  verurtheilt  und  ihm  damit  gewissermassen  eine  Stellung  ausser- 
halb des  Gesetzes  anweist,  nicht  vereinbar  ist  mit  Galilei's  Briefen  vom  Jahre 
1616,  seinen  brieflichen  und  schriftstellerischen  Aeusserungen  in  der  Zwischen- 
zeit bis  zum  Jahre  1630,  seinen  Verhandlungen  mit  dem  Papst  und  den  Genso- 
ren  in  den  Jahren  1624—  1632,  und  am  allerwenigsten  mit  seinem  Verfahren 
bei  der  Veröffentlichnng  der  Dialoge.  Ist  es  nicht  —  um  zur  Verdeutlichung  das 
Eine  nachträglich  hervorzuheben  —  völlig  unbegreiflich,  dass  Galilei  unter 
der  Gewalt  eines  solchen  Machtspruchs  im  Jahre  1624  in  Rom  die  Aufliebung 
des  allgemeinen  Decrets  mit  Leidenschaft  betreibt  und  dass  er  bei  dieser 
Gelegenheit  diia  schärfere  Massregel  gegen  seine  eigene  Person  nicht  zur 
Sprache  bringt,  nicht  daran  denkt,  das  warme  Wohlwollen  des  Papstes  in 
Anspruch  zu  nehmen,  um  mindestens  in  der  Einschränkung  seines  Denkens 
und  Thuns  allen  Uebrigen  gleich^stellt  zu  sein?  Der  Papst,  der  ihn  mit 
reichen  Geschenken  entliess,  hätte  ihm  —  bei  aller  Abneigung  gegen  d|e 
neue  Lehre  —  die  geringe  Bitte  nicht  abschlagen  können;  war  doch  die 
Fessel  des  Decrets  genügend,  jede  Ausschreitung  nach  Belieben  zu 
unterdrücken.  Galilei*s  Schweigen  unter  so  günstigen  Umständen  beweist, 
dass*  er  —  wenn  ihm  ein  specielles  Verbot  bekannt  war  —  zum  Mindesten 
über  seine  Consequenzen  völlig  im  Dunkeln  blieb.  Dass  er  in  gleicher 
Weise  weder  früher,  noch  später  bei  den  Verhandlungen  über  den  Druck 
seiner  Dialoge  irgendwie  Sorge  trug,  sich  gegen  solche  Consequenzen  zu 
schütz'en ,  dass  er  den  befreundeten  Censor  über  mögliche  Deutungen  nicht 
einmal  befragte,  macht  an  sich  schon  wahrscheinlich,  was  Galilei  später 
seinen  Richtern  gegenüber  betheuerte:  er  schrieb  und  handelte  in  der 
Ueberzengung,  als  sei  ihm  1616  nur  das  allgemeine  Decret  zur  Kenntniss 
gebracht. 

Diese  Vertheidigung,  wie  die  mehrfach  wiederholte  Erklärung  Galilei^s, 
dass  er  sich  ans  jenen  Tagen  ausschliesslich  einer  persönlichen  Mittheilung 
des  Cardinais  Bellarmin  entsinne,  hat  trotzdem  keine  Gnade  in  den  Augen 
des  Herrn  F.  gefunden;  er  erklärt  sie  für  erdichtet  und  erlogen.  Eine  solche 
Vorstellung  ist  unvermeidlich  für  Jeden,  der  die  Urkunde  vom  Februar 
1616  als  ein  glaubwürdiges  Actenstück  betrachtet.  Ich  habe  in  meiner 
Schrift  versucht,  ihre  innere  Unwahrscheinlichkeit  dadurch  darzuthun,  dass 
ich  das  Bild  des  durchtriebenen  Heuchlers  entwarf,  wie  er  allein  der  ge- 
gebenen Aufgabe  genügt  hätte;  ich  habe  nicht  für  möglich  gehalten,  dass 
irgend  Jemand  unter  diese  Zeichnung  eines  gewandten  Spitzbuben  den  Na- 
men „Galilei^*  schreiben  könnte;  nun  sehe  ich  zu  meinem  Schrecl^;  dass 
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Herr  F.  in  der  grenzenlosen  Geringschätzung,  die  ihm  Galilei's  unterwür- 
fige Aeusserungeu  einflössen,  mein  Bild  dem  wirklichen  Verhalten  Gal)lei*s 
entsprechend  findet;  ich  muss  dagegen  gestehen,  dass  die  bestimmtere  Aus- 
führung des  Herrn  F.,  wie  man  sich  Galilei  seinen  Richtern  gegenüber  nach 
Yorgedachtem  Plane  handelnd  denken  soll  (S.  338),  für  meine  Begriffe  nur 
die  UnWahrscheinlichkeit  der  ganzen  Vorstellung'  wesentlich  erhöht  hat. 

Diese  Ausführung  hängt  mit  den  Ansichten  zusammen,  die  Herr  F. 
über  die  äussere  Beschaffenheit  und  die  Entstehung  des  Actenstfickes  vom 
Februar  1616  entwickelt  hat.  Herr  F.  legt  auf  diese  Ansichten  in  erster 
Linie  Gewicht;  er  behauptet,  dass  nicht  nur  in  der  Auffassung  der  Inqaisi- 
tionsverhandlungen  vom  Jahre  1633,  sondern  dnrchgehends  die  Schwierig- 
keiten, die  ich  zu  finden  meine,  aus  einer  irrigen  Vorstellung  über  die  Natur 
des  entscheidenden  Documenta  entspringen,  und  dass  alle  Schwierigkeiten 
durch  Beseitigung  dieses  Irrthums  ohne  Weiteres  verschwinden.  (S. 337 
und  338.) 

Ich  fürchte,  dass  mir  hier  ein  Glied  in  der  Gedankenfolge  des  Herrn  F. 
fehlt;  denn  soll  die  Meinung  sein,  dass  irgend  eine  der  im  Vorhergehendeu 
besprochenen  Schwierigkeiten  durch  richtige  Vorstellungen  über  Form  und 
Entstehung  der  Urkunde  zu  beseitigen  Wäre,  so  ist  mir  das  dreifach  unver- 
ständlich. Ich  erhebe  Bedenken  gegen  den  Inhalt  einer  Erzählung,  gegeo 
angebliche  Thatsachen,  aber  ich  denke  nicht  daran,  sie  aus  Vorstelluogeu 
über  die  Form  des  Berichts  herzuleiten,  und  sie  stehen  in  der  That  in  kei- 
nerlei Beziehung  zu  den  Vorstellungen,  die  ich  mir  über  diese  Form  gebildet 
habe.  So  begreife  ich  nicht,  wie  meine  Irrthümer  aus  dieser  Quelle  staAmeu 
sollen.  Ich  begreife  ebenso  wenig,  wie  irgend  eine  erdenkliche  Ansicht,  wie 
selbst  das  klarbte  Wissen  über  die  Entstehung  und  die  Natar  unserer  Ur- 
kunde im  Stande  sein  sollte,  diese  Bodenken  zu  widerlegen.  Man  denke 
sich,  dass  heute  ein  authentisches  Zeugniss  gefunden  wüi;de,  das  uns  ver- 
bürgte: die  vorliegende  Urkunde  sei  am  26.  Februar  1616  geschrieben  und 
referire  getreu,  was  geschehen  war,  so  wären  durch  dies  Zeugniss  der 
Wahrheit  die  Schwierigkeiten  des  Inhalts  vielmehr  erhöht,  nicht  eine  ein- 
zige wäre  gehoben.  Am  wenigsten  ist  mir  verständlich,  wenn  Herr  F.  eine 
solche  Widerlegung  nicht  für  möglich  und  leicht  erklärt,  sondern  behauptet, 
er  habe  sie  gegeben,  sie  sei  in  seiner  Kritik  enthalten.  Ich  habe  sie  vergeb- 
lich gesucht,  ich  habe  Nichts  gefunden,  was  die  Schwierigkeiten  des  Inhalts 
zu  beseitigen  auch  nur  versucht,  als  jene  lieihe  von  Annahmen,  dass  Ga- 
lilei der  kirchlichen  Verordnung  anfangs  Widerstand  leistet,  dass  der  Notar 
davon  Nichts  wissen  kann,  dass  Cardinal  Bellarmin  diese  Thatsacbe  in  sei- 
nem Zeugniss  direct  bestätigt,  dass  dasselbe  Zeugniss  den  Befehl  des 
InquisitionEcommissars  dem  Inhalte  nach  wiedergiebt  u.  s.  w.;  aber  ich  sehe 
nicht,  wie  von  diesen  schwer  erweislichen  Annahmen  irgend  eine  aus  einer 
richtigen  Vorstellung  über  die  äussere  Beschaffenheit  und  die  Entstehung 
der  Urkunde  hervorgehen  soll.    Dazu  kommt  noch,  dass  die  irrige  Ansicht 
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über  die  Form  des  wichtigen  Documenta,  ans  der  Herr  F.  meine  übrigen  Miss* 
griffe  herleitet,  mir  völlig  fremd  ist,  ja,  dass  sie  genau  mit  der  zusam- 
menfällt, die  ich  im  sechsten  Abschnitte  meiner  Schrift  als  unmöglich  er- 
weise, und  dass  die  bessere  Ansicht,  durch  die  Herr  F.  mich  zu  widerlegen 
meint,  in  der  Hauptsache  die  ist,  die  ich  an  derselben  Stelle  vertreten 
habe.  Auch  hat  Herr  F. ,  um  diese  von  ihm  vertretene  Ansicht  so  zu  be- 
gründen, dass  „joder  Unbefangene*^  ihr  zustimmen  muss,  soviel  ich 
sehe,  sich  auf  meine  Beweise  beschränkt  (S.  334),  nach  seiner  Darstellung 
freilich  mit  vollem  Recht,  weil  meine  eigenen  Ausführungen  genügen,  mich 
zu  widerlegen  und  zugleich  mich  doppelt  und  dreifach  befangen  erscheinen 
zu  lassen«  Nach  ihm  vertrete  ich  nämlich  die  Ansicht,  dass  uns  vom  Fe- 
bruar 1616  zwei  gesonderte  Actenstücke,  eins  vom  25.,  eins  vom  26.  Februar 
vorliegen,  während  ich  in  meinen  späteren  Erörterungen  „selbst  zugeben 
müsse",  dass  ein  lesbares  Ganzes  nur  in  der  Verbindung  der  zwei  oder  drei 
Theile  vorhanden  ist.  Aber  sieht  denn  Herr  F.  nicht,  dass,  was  ich  nach 
seiner  Auffassung  „zugebe*^  vielmehr  für  mich  das  wichtigste  Ergebniss  der 
Untersuchung  in  demselben  sechsten  Abschnitte  meiner  Schrift  ist,  dem  er 
seine  Citate  entnommen  hat?  Gerade  darauf,  dass  hier  zum  Ganzen  zusam- 
mengeschweisst  ist,  was  naturgemäss  nicht  zusammengehört,  begründe  ich 
meine  Behauptung,  dass  die  Form  des  Actenstückes  nicht  minder  befrem- 
dend ist,  als  der  Inhalt.  Sieht  denn  Herr  F.  auf  der  andern  Seite  nicht, 
dass  ich  die  Ansicht,  die  nach  seiner  Auffassung  so  wesentlich  für  mich  ist, 
mit  keiner  Silbe  vertheidige,  während  ich  Alles  anführe,  was  sie  unhaltbar 
macht?  In  der  That  sind  es  ausschliesslich  Ausdrücke,  nicht  Erörterun- 
gen, in  denen  er  meine  Ansicht  erkannt  hat.  Ich  habe  wirklich  in  den  ersten 
Abschnitten  meiner  Schrift  von  dem  Bericht  über  den  päpt^tlichen  Befehl 
und  von  dem  über  den  Vorgang  im  Hause  des  Cardinais  Bellarmin  wie  von 
zwei  gesonderten  Actenstücken  gesprochen,  und  wenn  Herr  F.  behauptet 
hätte,  dass  dieser  Ausdruck  meiner  eigenen  Ansicht  widerspricht,  so 
hätte  ich  ihm  unbedingt  Recht  geben  müssen;  das  entgegengesetzte  Verfah- 
ren, in  den  Ausdrücken  die  eigentliche  Meinung,  in  den  eingehenden  Er- 
örterungen ihre  Widerlegung  zu  suchen,  ist  mindestens  ungewöhnlich.  Eine 
Missdeutung  dieser  Art  wäre  unmöglich  gewesen,  wenn  nicht  mein  Kritiker 
für  völlig  überflüssig  gehalten  hätte,  auf  den  Plan  meiner  Schrift  Rücksicht 
zu  nehmen.  Der  Wunsch^  dass  das  geschehe,  ist  wohl  nicht  unberechtigt, 
wenn  —  wie  man  ohne  besondere  Mühe  erkennt  —  die  Anordnung  der  Ar- 
gumente weder  zufällig,  noch  willkürlich  gewählt  ist,  sondern  einer  sehr 
einfachen  Gedankenfolge  entspricht;  eine  solche  Rücksicht  ist  aber  be- 
stimmt zu  verlangen,  wenn  man,  wie  Herr  F.,  Aeusserungen  in  getrennten 
Theilen  einer  Schrift  einander  gegenüberstellt. 

Es  ist  aus  meiner  Schrift  klar  zu  ersehen,  dass  ich  die  änssere  Beschaf- 
fenheit des  verdächtigen  Documents  in  den  ersten  fünf  Abschnitten  in  be- 
stimmter Absicht  ganz  unbeachtet  lasse.    Es  war  mein  Plan  —  Herr  F.  legt 
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mir  die  undaDkbare  Aufgabe  auf,  ibn  nachträglicb  auseinanderzusetzen  — , 
den  Verdacbt  in  der  Seele  des  Lesers  entstehen  und  von  Scbritt  zu  Schritt 
wachsen  zu  lassen ;  nun  ist  aber  offenbar  ein  Bedenken  gegen  die  äussere 
Form  des  Berichts  für  den  Unvorbereiteten  erst  dann  von  Interesse,  wenn 
er  zuvor  die  Thatsachen,  die  der  Bericht  beglaubigen  soll,  theils  für  sich 
theils  den  Angaben  anderer  Berichte  gegenüber  in  ihrer  ganzen  Bedeutung 
kennen  gelernt  hat;  es  wäre  darum  ohne  Sinn  gewesen,  gleich,  anfange 
auseinanderzusetzen,  was  später  von  entscheidender  Wichtigkeit  ist,  dass 
statt  eines  päpstlichen  Befehls  und  eines  Protokolls  über  die  Ausführung 
nur  rechtlich  werthlose  Aufzeichnungen  vorliegen,  die  auf  demselben  Blatt 
unmittelbar  auf  einander  folgen  und  durch  die  Bezugnahme  der  zweiten  auf 
Ausführungen  der  ersten  zum  Ganzen  verbunden  sind.  Ich  will  damit  in 
keiner  Weise  rechtfertigen,  dass  ich  in  den  ersten  Abschnitten  mich  der 
Worte  „zwei  Actenstücke*^  oder  ,, Urkunde**  vom  20.  Februar  n.  s.  w.  be- 
dient habe;  ich  wiederhole:  die  Bezeichnung  ist  incorrect,  aber  die  Un- 
genauigkeit  ist  in  der  Hauptsache  bedeutungslos.  Ich  bitte  Jeden,  dem  es 
der  Mühe  werth  scheint,  die  unerlaubten  Worte,  so  oft  er  sie  findet,  durch 
die  richtigeren  „Bericht**  oder  „Referat^*  zu  ersetzen  und  dann  zu  prüfen, 
ob  mit  den  Worten  auch  der  Sinn  geändert  ist« 

Eine  Missdeutung  der  gleichen  Art  finde  ich  bei  der  weiteren  Erörte- 
rung über  die  Aufzeichnung  vom  26.  Februar.  „Mit  Recht**,  schreibt  Herr  F., 
„macht  W.  darauf  aufmerksam,  dass  diesem  Actenstück  wesentliche  Eigen- 
schaften eines  förmlichen  Protokolls  abgehen ;  aber  er  hätte  daraus  schlies- 
sen  sollen,  dass  es  eben  kein  Protokoll  ist  (S.334).  Auch  hier  soll  ich 
also  nur  Material  für  die  Schlussfolgerungen  des  Herrn  F.  geliefert  haben, 
soll  das  Actepstück  Wort  für  Wort  zergliedert,  zur  Vergleichung  herbei- 
gezogen haben,  was  an  protokollarischer  Aufnahme  in  den  Acten  der  In- 
quisition zu  finden  war,  nur  um  Herrn  F.  den  Beweis  zu  erleichtern,  dass 
die  Befangenheit  mich  aller  Logik  beraubt  hat! 

Auch  hier  hat  Herr  F.  im  Eifer  übersehen,  wie  durchaus  wesentlich 
es  für  meine  Beweisführung  ist,  zu  zeigen,  dass  die  vorliegende  Aufzeich- 
nung als  notarielles  Protokoll  nicht  angesehen  werden  kann  und  dass  meine 
Untersuchung  (S.  69—75)  nichts  Anderes  will  und  wollen  kann,  als  eben 
dies  darzuthun.  Wenn  er  trotz  alledem  meint,  dass  ich  nicht  schliesse,  was 
ich  als  wahr  erweise,  so  finde  ich  dafür  keine  Erklärung,  wenn  ich  nicht 
annehme,  dass  er  auch  hier  in  gelegentlichen  Ausdrücken  der  ersten  Ab- 
schnitte meine  wahre  Meinung  sucht;  denn  wahr  ist  auch  das,  dass  ich  zu 
wiederholten  Malen  von  dem  Bericht  vom  26.  Februar  wie  von  einem  Pro- 
tokoll rede  und  das  Wort  Protokoll  erst  in  den  späteren  Abschnitten  mit 
Anführungszeichen  umgebe.  Wer  den  Wortlaut  dieses  Mitteldinges  zwi- 
schen historischem  Bericht  und  officiellem  Protokoll  kennt,  wird  begreifen, 
dass  ich  mich ,  so  lange  die  Form  von  der  Erörterung  ausgeschlossen  ist, 
des  kurzen  Ausdrucks  bediene;  wird  er  mich  darum  im  Widerspruch  mit 
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inii*  selbst  sehen,  wenn  ich  später  erweise,  dass  es  sich  um  ein  Schriftstück 
handelt,  das  für  keinen  Richter  der  Welt  Beweiskraft  hat? 

In  der  That  ist  die  Schlussfolgerung,  dass  ein  amtliches  Protokoll  über 
den  Vorgang  vom  26.  Februar  1616  nicht  vorliegt,  von  Herrn  F.  in  so  völlig 
anderem  Sinne  gedeutet  und  verwerthet,  als  in  meiner  Schrift,  dass  man 
glauben  könnte,  es  sei  überhaupt  nicht  die  gleiche  Thatsache,  die  auf  bei- 
den Seiten  anerkannt  wird.  Der  Unterschied  der  Auffassung  hHngt  eng  zu- 
sammen mit  dem  wesentlich  verschiedenen  Gange  der  beiden  Erörterungen. 
Ich  zeige  im  sechsten  Abschnitte  meiner  Schrift,  dass  in  dem  Vorhanden- 
sein und  in  der  Form  des  Actenstückes  keinerlei  Nöthigung  liegt,  zu  glau- 
ben, was  im  Vorhergehenden  als  unglaublich  erwiesen  ist; 
diese  Form  fügt  vielmehr  zu  den  Unwahrscheinlichkeiten  des  Inhalts  eine 
weitere  hinzu,  da  Niemand  glauben  kann,  dass  die  Inquisition  in  solcher 
Weise  verzeichnen  liess,  was  sie  für  den  Fall  eines  später  einzuleitenden 
Processes  beglaubigt  haben  wollte.  Dieser  Auffassung  entspricht  es,  dass 
ich  keinen  besondern  Werth  darauf  lege,  in  Worten  hervorzuheben:  es 
liegt  kein  Protokoll  vor;  ich  behaupte  mehr,  als  das,  wenn  ich  erweise, 
dass  dem  Schriftstück  vom  26.  Februar  jede  rechtliche  Beweiskraft  abgeht. 

Herr  F.  geht  den  umgekehrten  Weg,  Noch  ehe  ein  Wort  über 
den  Inhalt  geredet  ist,  hat  bei  ihm  „jeder  Unbefangene^^  eingesehen, 
dass  man  es  j^mit  einem  einzigen  Actenstück  zu  thun  hat,  das  von  Ein 
und  Demselben  verfasst  und  höchst  wahrscheinlich  auch  ge- 
schrieben ist**.  Es  bleibt  nun  nur  die  weitere  Frage  zu  erledigen:  wie 
muss  man  sich  die  Entstehung  dieses  Schriftstücks  denken,  um  seinen  Inhalt 
mit  den  anderweitig  bekannten  Thatsachen  und  Documenten  in  Einklang  zu 
bringen?  Das  Ergebniss  der  kurzen  Untersuchung  ist,  dass  uns  nur  die  auf- 
einanderfolgenden Tagebuchsnotizen  deä  Inquisitionssecretärs  vom  25.  und 
26.  Februar  vorliegen;  derselbe  Secretär  fungirt  am  26.  bei  dem  Auftreten 
des  Inqnisitionscommissars  in  amtlicher  Stellung  mit  der  Verpflichtung 
actenmässiger  Aufzeichnung;  Alles  verlief,  wie  der  Papst  vorgeschrieben 
und  der  Bericht  verzeichnet,  aber  ein  amtliches  Protokoll  wurde 
nicht  aufgenommen,  man  begnügte  sich  mit  dem  Versprechen  der  Un- 
terwerfung von  Seiten  Galilei's  und  erliess  ihm  die  amtliche  Feststellung 
desselben.  Statt  dessen  stellte  der  Secretär  in  seinem  Journal  das  Ge- 
schehene zusammen.  Herr  F.  spricht  die  Erwartung  aus,  ich  dürfte  nach 
seinen  Auseinandersetzungen  einsehen  (S.  335),  wie  aus  der  Doppelstellung 
des  Schriftführers  der  verschiedene  Ton  zu  erklären  sei,  in  dem  er  von  der 
Mahnung  des  Cardinais,  bei  der  er  nicht  zugegen  war,  und  von  dem  Befehl 
berichtet,  bei  dem  er  amtlich  fungirte.  Ich  bedaure,  dass  ich  das  Vertrauen 
des  Hern  F.  nicht  rechtfertigen  kann.  Ich  begreife  eine  regelrechte  nota- 
rielle Aufnahme,  ich  begreife,  dass  man  auf  die  Form  verzichten  kann; 
aber  ich  verstehe  ganz  und  gar  nicht,  wie  man,  wenn  darauf  verzichtet  ist, 
dann  doch  noch  in  der  einfachen  Aufzeichnung  die  Form  der  nota- 
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riellen  Aufnahme  in  allen  Einzelnheiten  nachahmt,  wie  man  —  nm  nar 
das  Eine  hervorzuheben  —  unter  eine  solche  erzählende  Aufzeichnung 
die  Formel  des  amtlichen  Protokolls  setzen  kann:  iuper  qitibus  per 
actum  Romae  tibi  supra,  praesentibus  ibidem ,.,  testibus.  Ich  finde  noch  jetzt 
diese  Form,  die  zur  Beglaubigung  nicht  ausreicht  und  doch  so  aussieht, 
als  ob  sie  beglaubigen  wolle,  und  die  Vereinigung  dieses  Pseudoprotokolls 
mit  der  erzählenden  Notiz,  die  vorhergeht,  ebenso  überraschend,  wie  beim 
ersten  Lesen,  und  wenn  Herr  F.  meint,  dass  es  „mein  Standpunkt'*  sei,  der 
diesen  Eindruck  bedingt,  so  glaube  ich,  dass  der  seine  die  Erklärung  noch 
um  ein  Wesentliches  erschwert;  denn  ich  begnüge  mich  mit  der  Thatsache, 
dass  kein  Protokoll  uns  vorliegt;  Herr  F.  weiss,  dass  man  ausdrücklich 
beschlossen  hat,  kein  amtliches  Protokoll  aufzunehmen. 

Ich  kann  bei  dieser  Gelegenheit  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken, 
dass  es  in  der  Methode  meines  Kritikers  liegt,  durch  die  volle  Sicherheit 
im  Behaupten  überaus  unsichere  Annahmen  zu  Thatsachen  umzugestalten. 
Ich  habe  in  der  ganzen  Abhandlung  vergebens  eine  Vermuthnng  oder  Deu- 
tung gesucht,  bei  der  für  eine  zweite  Möglichkeit  Raum  gelassen  wäre ;  bei 
den  zweifelhaftesten  Aeusserungen  findet  sich  keine  Andeutung,  dass  ein 
Zweifel  möglich  ist«  Ich  bin  genöthigt,  dies  mit  besonderem  Nachdruck  her- 
vorzuheben, weil  gerade  durch  dies  Verfahren  der  Schein  entsteht,  als  las- 
sen die  Thatsachen,  auf  die  ich  meine  Darstellung  begründet  habe,  eine 
völlig  entgegengesetzte  Deutung  mit  ungleich  besserem  Rechte  zu.  Anderer- 
seits müssen  meine  Bedenken  und  Zweifel  der  zuversichtlichen  Abfertigung 
des  Herrn  F.  gegenüber  als  doppelt  willkürlich  erscheinen.  So  habeich,  ohne 
besonderes  Gewicht  darauf  zu  legen,  die  Vermuthnng  geäussert,  dass  viel- 
leicht schon  eine  veränderte  Handschrift  im  zweiten  Theile  des  Berichts 
vom  26.  Februar  den  Verdacht  bestätigen  könnte.  Für  Herrn  F.  ist  diese 
weitere  Prüfung,  die  ich  für  wünschenswerth  halte,  durchaus  überflüssig; 
denn  „de  TEpinois  hätte  es  gewiss  nicht  unterlassen,  eine 
Verschiedenheit  der  Schrift züge  zu  constatiren,  wenn  er  eine 
solche  gefunden  hätte".  So  weiss  also  Herr  F.,  dass  de  TEpinois 
Alles  mittheilt,  wm  er  gefunden  hat.  Ich  habe  das  nicht  wissen  können.  Ich 
halte  vielmehr  das  Gegentheil  für  vorzugsweise  wahrscheinlich;  aber  ich 
halte  es  durchaus  nicht  für  nothwendig,  dass  Herr  de  PEpinois  Abweich- 
ungen wahrgenommen  hätte,  die  für  ihn  bedeutungslos  waren.  Es  wäre 
nicht  das  erste  Mal,  dass  man  dergleichen  wahrnimmt,  nachdem  und  weil 
die  Frage  aufgeworfen  ist. 

So  weiss  auch  Herr  F.,  dass  man  am  26.  Februar  1616  beschlossen  hat, 
kein  Protokoll  aufzunehmen«  Zum  mindesten  könnte  Niemand,  der  aus  sei- 
ner Kritik  eine  Vorstellung  über  den  wirklichen  Verlauf  zu  gewinnen 
suchte,  daraus  entnehmen,  dass  es  nicht  geschichtliche  Thatsachen  sind, 
die  er  vorträgt,  so  vollkommen  ist  die  Sicherheit,  mit  der  er  auf  diese  Be- 
hauptung  weitere  weittragende   Schlüsse  begründet.     Und   doch   handelt 
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es  sich  in  Wirklicbkeit  nur  um  überaus  kühne  Folgerungen.  Ein  amtliches 
Protokoll  liegt  in  dem  bekannten  Document  nicht  vor;  also, 
schliesst  Herr  F.,  wurde  ein  Protokoll  nicht  aufgenommen;  also, 
schliesst  er  noch  kühner,  wurde  beschlossen,  auf  die  amtliche 
Protokoll! rung  zu  verzichten. 

Man  könnte  mit  besserem  Hechte  das  Umgekehrte  folgern:  es  wäre 
sinnlos,  ein  Verbot  in  aller  Form  Hechtens  in  Gegenwart  von  Notar  und 
Zeugen  aufzuerlegen  und  dann  eine  Milderung  dadurch  zu  gewähren,  dass 
zur  Aufnahme  dieses  Vorgangs  ein  bereits  anderweitig  benutztes  Blatt 
Papier  verwendet  und  die  Namen  der  Zeugen  nur  von  der  Hand  des  No- 
tars, der  Name  des  Notars  überhaupt  nicht  unterschrieben  würden,  und 
deshalb  müsse  ein  amtliches  Protokoll  geschrieben  sein ,  das  in  den  Acten 
fehlt.  Allerdings  würde  diese  Folgerung  nicht  minder,  als  die  des  Herrn  F., 
voraussetzen,  dass  bewiesen  wäre,  was  bewiesen  werden  soll:  dass  nämlich 
der  Bericht  vom  26.  Februar  einem  wirklichen  Vorgange  entspricht,  und  da 
ich  mich  zu  derartigen  Voraussetzungen  nicht  entschliessen  kann ,  so  fol- 
gere ich  nur,  dass  ein  Beschluss,  wie  ihn  Herr  F.  angenommen  hat,  in  sich 
in  hohem  Grade  unwahrscheinlich  ist. 

Zwar  scheint  es  nach  den  Ausführungen  des  Herrn  F.,  als  ob  der  Be- 
weis der  Fruchtbarkeit  für  seine  Annahme  vorläge,  denn  eine  Heihe  der 
interessantesten  Thatsachen  gehen  aus  ihr  wie  selbstverständlich  hervor; 
aber  diese  Fruchtbarkeit  ist  in  der  That  nur  Schein,  der  wiederum  nur 
daraus  hervorgeht,  dass  Herr  F.  consequent  Vermuthungen  wie  wahre  That- 
sachen anführt. 

Nach  Herrn  F.  giebt  die  Milde,  die  man  schliesslich  durch  den  Ver- 
zicht auf  die  regelrechte  Form  gegen  Galilei  übte,  die  beste  Erklärung  für 
die  Befriedigung,  die  man  in  seinen  Briefen  vom  Jahre  1616  nach  den 
entscheidenden  Vorgängen  ausgesprochen  findet.  Ich  weiss  nicht,  ob  auch 
hier  mein  Standpunkt  mich  gegen  die  Erläuterungen  des  Herrn  F.  ab- 
stumpft, aber  unbegreiflicher  noch,  als  die  Milde  in  dem  Beschlüsse,  nicht 
zu  protokoHiren,  ist  mir  eine  Befriedigung  Galilei's  über  diese  angebliche 
Abschwächnng  des  furchtbaren  Verbots.  Derselbe  Mann,  dem  soeben  unter 
Androhung  einer  förmlichen  Anklage  wegen  Ketzerei  —  denn  das  war  der 
Inquisitionsprocess  —  jede  Art  der  mündlichen  oder  schriftlichen  Erörte- 
rung seiner  Meinung  untersagt  war,  sollte  „froh  sein,  mit  dem  Schrecken 
davon  gekommen  zu  sein",  weil  der  Inquisitor  darauf  verzichtet,  ihn  die 
erhaltene  Weisung  durch  seine  Unterschrift  bescheinigen  zu  lassen!  In  der 
That  ist  von  Befriedigung  in  dem  Sinne,  wie  Herr  F.  sie  denkt,  in  Galllei's 
Briefen  nicht  die  Rede;  eine  trübe,  wehmüthige  Stimmung  wird  vielmehr 
einem  Jeden  entgegentreten,  der  den  Briefwechsel  mit  dem  Minister  Curzio 
Picchena  aus  dem  Monat  März  1616  nicht  ganz  oberflächlich  liest.  Nur  dar- 
über empfindet  Galilei  eine  Art  Genugthuung,  dass  durch  das  Decret  vom 
März  1616  der  Copernicus  nicht   absolut  verboten  ist,   dass  vielmehr  die 
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liypotbetisclie  Benutzung  seiner  Lehre  gestattet  bleibt;  nur  diese  relative 
Befriedigung  habe  ich  als  unerklärlich  bei  einem  Manne  hervorgehoben, 
für  den  durch  das  Verbot  des  Inquisitionscommissars  gerade  der  Rest  von 
Freiheit,  den  er  hervorhebt,  vernichtet  war.  Oder  genügte  vielleicht  der 
Mangel  in  der  Form,  den  Ernst  des  ganzen  Vorganges  in  Frage  zu  stellen? 
Das  wird  zum  Mindesten  Niemand  behaupten  dürfen,  der  in  den  Aufzeicb- 
uungon  der  Inquisition  wahrheitsgemftsse  Berichte  sieht;  denn  in  diesen 
bleibt  das  Verbot  ^.iuridice  iniunclum^^.  Ich  weiss  nicht,  wie  Herr  F. 
mit  diesem  unzweideutigen  Ansdruck  die  ungenügende  Form  der  Auf- 
zeichnung in  Einklang  bringt;  jedenfalls  genügt  er  zum  Beweis,  dass  es 
den  Eröffnungen  des  Inquisitionscommissars  nicht  an  Bestimmtheit  gefehlt 
hat,  und  dann  war  eben  für  Galilei  kein  Grund  vorhanden,  die  milderen 
Bestimmungen  des  Decrets  als  eine  Art  Erfolg  den  Bestrebungen  seiner 
Feinde  gegenüber  hervorzuheben. 

Nicht  glücklicher  scheint  mir  Herr  F.  in  seiner  Erfindung,  wenn  er  auf 
dieselbe  unerwiesene  Hypothese  seine  Vorstellung  von  Galilei's  Vertheidi- 
gungsplan  im  Jahre  1633  begründet.  In  dem  Bilde  des  Herrn  F.  besteht  das 
Inquisitionsgericht  aus  Männern  von  unantastbarer  Redlichkeit,  die  zwar 
vom  Fanatismus  zu  „unberechtigten  Eingriffen  in  die  Rechte  der  Wissen- 
schaft^* fortgerissen  werden,  aber  dem  Einzelnen  gegenüber  die  humanen 
Rücksichten  bis  zur  Selbstverleugnung  treiben.  Dagegen  erscheint  ihm 
Galilei  als  ein  pfiffiger  Feigling,  der  in  niedriger  Gesinnung  nur  darauf 
bedacht  ist,  durch  Hinterthüren  zu  erreichen,  was  er  auf  geradem  Wege 
nicht  zu  erreichen  vermag.  So  hat  er  schon  im  Jahre  1610  das  Ver-^- 
bot  der  Inquisition  augenblicklich  als  rechtlich  nichtig  erkannt,  weil  man 
unterliess,  ein  förmliches  Protokoll  über  den  Vorgang  aufzunehmen,  und 
als  er  dann  im  April  1633  in  der  Hand  des  Untersuchungsrichters  jene  Auf- 
zeichnung sieht,  leugnet  er  kühn,  was  man  ihm  von  dem  Inhalt  zu  wissen 
giebt;  weiss  er  doch  sicher,  dass  diesem  Blatte  eine  jede  Beweiskraft  ab- 
geht und  „dass  nur  sein  Gestftndniss  diesem  Mangel  abhelfen  konnte*'.  Bei 
dieser  Gelegenheit  hat  denn  doch  die  Phantasie  des  Herrn  F.  die  Grenzen 
des  Wahrscheinlichen  allzu  weit  hinter  sich  gelassen.  Sein  Inqnisittonstri- 
bnnal  giebt  dem  besten  Gerichtshofe  der  Gegenwart  an  eiserner  Formen- 
strenge Nichts  nach;  aber  dem  muss  auch  in  jenen  Tagen  sein  Ruf  in  der 
Christenheit  entsprochen  haben,  denn  auch  der  Angeklagte  findet  in  der 
Zuversicht  auf  die  Schranken ,  an  die  ein  festgestelltes  Recht  seine  Richter 
bindet,  bei  aller  knechtischen  Feigheit  den  Muth,  zu  leugnen,  wo  er  sich 
tiberführt  sieht.  Ja,  dieser  Galilei  kennt  besser,  als  die  Inquisitoren,  ihre 
eigenen  Normen.  Sie  glaubten,  eine  Strafe  aufzuerlegen,  eine  schlimmere 
für  den  Wiederholungsfall  anzudrohen,  er  durchschaute  alsbald,  dass  die 
fehlende  Form  ihre  Absicht  vereitelte. 

Solchen  Vorstellungen  gegenüber  endet  jeder  Streit.  So  Vieles  auch 
über  das  Wirken  der  Inquisition  in  der  Blüthezeit  ihrer  Herrschaft  dunkel 
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geblieben  sei,  so  giebt  es  doch  über  diese  goscbichtliche  Erscheinung 
bestimmte,  geschichtlich  begründete  Anschauungen,  die  man  widerlegen 
muss,  ehe  man  sie  über  den  Haufen  wirft.  Eine  kurze,  aber  genügende 
Aufklärung  über  das  Verfahren  der  Inquisition  verdanken  wir  dem  Papst 
Urban  in  seinen  Mittheilungen  an  den  Gesandten  Niccolini*  (Gal.  Ap.  IX, 
421);  eine  gründliche  Kritik  der  jetzt  vorliegenden  Acten  zu  Galilei's  Pro- 
cess  wird  den  Beweis  vervollständigen ,  dass  der  Gerichtshof  des  Herrn  F. 
dem  wirklichen  heil.  Officium  so  ähnlich  ist,  wie  ein  deutsches  unabhängiges 
Gericht  der  Gegenwart  dem  gehorsamen  Tribunal  eines  ostasiatischen  Des- 
poten. 

Herr  F.  freilich  hat  den  Vergleich  im  Voraus  Lügen  gestraft,  denn 
nach  ihm  entscheidet  die  heilige  Inquisition,  wie  es  den  gerechten  Richtern 
seiner  Vorstellung  zukommt.  Ursprünglich  war  Galilei  zum  Vorwurf  ge- 
macht, dass  er  bei  Erlangung  des  Imprimatur  das  Verbot  des  Inquisitions« 
commissars  nicht  zur  Sprache  gebracht,  die  Richter  waren  moralisch  über« 
zeugt,  dass  die^  Verbot  ergangen  war  (Herr  F.  weiss  das),  denn  der  Bericht 
war  v«n  einem  ihrer  Notare  zu  den  Acten  gelegt  (auch  das  weiss  Herr  F.); 
da  aber  bei  Galilei's  geschickter  Vertheidigung  ein  amtlicher 
Beleg  fehlte,  so  geht  der  Gerichtshof  auf  seinen  ursprünglichen  Vorwurf 
nicht  mehr  zurück,  sondern  hält  sich  an  die  Erklärung  des  Cardinais  Bell- 
armin, die  Galilei  selbst  eingereicht  hat«  Auch  den  Inhalt  dieser  Erklä- 
rung,, die  Thatsache  der  besondern  Mittheilung  dieses  Decrots  an  ihn,  hätte 
Galilei  nach  der  Meinung  des  Herrn  F.  bei  der  Eilangung  des  Imprimatur 
erwähnen  müssen;  die  erwiesene  und  zugestandene  Unterlassung  begründet 
nun  auch  die  rechtliche  Ueberzeugung  von  Galilei^s  Schuld:  er  wird  ver- 
urtheilt,  nicht  weil  er  ein  Verbot  verletzte,  das  weit  über  den  Inhält  des 
Decrets  der  Indexcongregation  hinausging  und  deshalb  bei  der  Censur  be- 
sondere Berücksichtigung  erfordert  hätte,  sondern  weil  er  gegen  das  Decret 
von  1616  fehlte  und  dem  Censor  verschwieg,  dass  ihm  der  Inhalt  desselben 
amtlich  oder  halbamtlich  mitgetheilt  sei. 

Diese  Darstellung  des  entscheidenden  Vorganges  im  Inquisitionspalast 
ist  unzweifelhaft  der  wichtigste  Abschnitt  in  der  Kritik  des  Herrn  F.  Wenn 
sie  in  der  Hauptsache  richtig  ist,  so  könnte  immerhin  eine  Fälschung,  wo 
ich  sie  vermuthe,  stattgefunden  haben;  Herr  F.  selbst  könnte  durch  Acten- 
stücke  und  Gründe  genöthigt  werden,  mir  darin  zuzustimmen,  er  würde 
doch  die  Inquisition  „gerettet"  haben,  denn  auch  sie  verwarf,  was  wir  ver- 
werfen. Leider  handelt  es  sich  bei  der  völlig  neuen  Auffassung  des  Herrn  F. 
nur  um  die  willkürlichste  unter  den  zahlreichen  Annahmen,  die  er  als 
Thatsachen  hinstellt.    Man  darf  von  Willkür  reden,  wo  der  Irrthum  durch 


♦  Der  Papst  erwidert,  als  der  Gesandte  hittet,  man  möge  doch  Galilei  wissen  las- 
sen ,  was  ihm  zum  Vorwurf  gemacht  wird:  in  queste  materie  del  S,  Officio  non  si  fa  allro 
che  censurare  e  poi  chiamare  a  disdirsi. 
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dio  vorliegenden,  leicht  zugänglichen  Urkunden  in  unwidersprcchlicber 
Weise  beseitigt  wird,  wo  das  einzige  scheinbare  Argument,  das  Herr  F. 
selbst  für  eine  so  wesentliche  Umgestaltung  der  geschichtlichen  Darstellung 
anfübrt,  im  Voraus  widerlegt  war.  Herr  F.  hätte  nur  den  überall  zngäng- 
liehen  Text  des  Urtheils  gegen  Galilei  zu  vergleichen  brauchen,  um  diese 
Widerlegung  in  einer  Bemerkung  meiner  Schrift  zn  finden,  die  er  mit  Ge- 
ringschätzung abfertigt.  Er  würde  bei  näherer  Beschäftigung  mit  dem 
Urtheil  gefunden  haben,  dass  dies  ausführliche  ActenstUck  Schritt  für 
Schritt  den  Gang  der  Verhandlungen  in  den  Jahren  1616  und  1633  recapitu- 
lirt.  So  führt  es  nach  der  Begründung  der  Anklage  zunächst  den  Inhalt  der 
Vertheidigung  Galilei's  —  wenn  auch  in  stark  entstellter  Wiedergabe  —  auf; 
alsdann  folgt  die  Antwort  auf  die  Vertheidigung.  In  der  Vertheidigung 
hatte  Galilei  den  Wortlaut  im  Schreiben  des  Cardinais  Bellarmin  mit  dem 
angeblich  protokollirten  Inquisitionsbefehl  verglichen  und  dabei  geschrieben: 
Je  due  pariicol  echeoUre  al  tcnere  e  defendere  che  sotio  vel quovismodo docere  ,..ame 
son  ginnte  novissime  et  come  inaudite^  et  non  credo  che  non  midehba  esser prestato 
fede  che  io  nel  cor  so  di  \Av  16  anni  nehahbia  haver  persa  ogni  memoria  {Epinois^ 
p.  104).  In  demselben  Zusammenbange  —  d.h.  mitten  in  der  Wiedergabe  der 
Vertheidigung  —  helsst  es  im  Urtheil:  quare  cum  {in  autographo  D.Card,  Bell- 
armini)  mentio  non  fiat  duarum  particularum  praecepti,  videlicet  docere  ei 
guovis  modoy  credendum  est  in  decursu  14  aut  16  annorum  cas  tibi  e  memoria 
excidisse.  So  nahe  es  liegt,  hier  in  dem  credendum  est  eine  Zustimmung  der 
Kichter  zu  lesen ,  so  unmöglich  lässt  sich  bei  weiterer  Prüfung  verkennen, 
dass  es  weder  der  Disposition  des  Actenstückes,  noch  der  Denkweise  der 
Kichter  entspricht,  an  dieser  Stelle  Galilei^s  VertLeidigung  thcilweise  als 
berechtigt  anzuerkennen.  Schon  der  Auszug  aus  dem  Urtheil,  der  in 
meiner  Schrift  (S.  06)  abgedruckt  ist,  lässt  deutlich  erkennen,  dass  der 
citirte  Satz  die  nothwendige  Ergänzung  des  vorhergehenden  ist,  in  dem 
erzäblt  '\vird,  wie  Galilei  zu  seiner  Vertheidigung  das  Zeugniss  des  Cardi- 
nais Bellarmin  vorbringt,  und  ebenso  enthält  der  folgende  Satz,  mit  den 
Anfangsworten  et  hoc  a  te  dici,  weitere  Vertheidigungsgründe  Galilei^s,  die, 
augenscheinlich  aus  dem  Zusamnienhang  seiner  schriftlichen  Rechtfertigung 
herausgerissen,  zur  Sprache  gebracht,  nicht  als  glaubhaft  anerkannt  werden 
sollen.  Liest  man  statt  credendum  est:  credendum  esse  (das  der  Vcfrfasser 
vielleicht  nur  zur  Vermeidung  gehäufter  Infinitive  durch  ^5f  ersetzte),  so 
giebt  der  klaren  Anlage  des  Schriftstücks  gemäss  der  ganze  Abschnitt  von 
et  cum  adsignatus  tibi  fuisset  terminus  bis  ambitioni  polius  quam  malitiae  (S.  96 
meiner  Schrift)  Galilci^s  Vertheidigung  wieder;  nach  dem  Wortlaute  des 
Abdrucks  bei  Riccioli  läge  nur  ein  kaum  verständliches  Hin  und  Her  von 
Vertheidigung  und  Urtheil  vor. 

Herr  F.  erklärt  diese  Deutung,  die  mir  für  jeden  Leser  des  „Urtheils" 
selbstverständlich  erschien  und  darum  in  meiner  Schrift  nicht  durchgeführt 
ist,  kurzweg  für  nicht  stichhaltig  und  ganz  subjectiv:  ich  beseitige  den  In- 
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dicativ»  weil  er  mir  unbequem  ist.  Der  Vorwurf  ist  hart,  nnd  ich  denke, 
man  müsste  seiner  Sache  völlig  sicher  sein,  ehe  man  ihn  aasspricht.  In  der 
That  trifft  er  mich  nicht;  nn  bequem  kann  das  credendum  est  nur  für  den 
sein,  der  es  als  seine  Aufgabe  betrachtet,  alle  Inconsequenzen  aus  den 
Acten  der  Inquisition  zu  beseitigen.  Nun  habe  ich  mich  allerdings  zu  einer 
solchen  Dienstleistung  in  diesem  Falle  verleiten  lassen,  weil  die  Folgerich« 
tigkeit  durch  einen  Federstrich  herzustellen  war;  aber  meine  Sache  war 
es  nicht,  die  dieser  Correctur  bedurfte.  Für  meine  AufPassung  liegt  durch* 
aus  nichts  Unbequemes  in  einem  scheinbaren  Eingehen  des  Richters  auf 
Oalilei's  Vertheidigung;  denn  dass  es  sich  bei  dem  credendum  est —  wenn  es 
denn  doch  y^esf^  heissen  soll  —  um  Nichts,  als  Schein  handeln  könnte,  war 
mir  durch  das  Endresultat  vollkommen  verbürgt.  Dass  trotz  aller  freund« 
liehen  Zugeständnisse ,  die  das  credendum  est  enthalten  könnte,  von  irgend- 
welchem Verzicht  auf  die  strenge  Oiltigkeit  des  Verbots  vom  26.  Februar 
nicht  die  Rede  ist,  dass  Galilei  auf  Grund  dieses  Verbots  nach  seinem 
strengen  Wortlaut  verurtheilt  ist,  steht  actenmftssig  fest.  Ich  habe 
die  Stellen,  die  das  erweisen,  im  7.  Abschnitt  meiner  Schrift  bezeichnet, 
und  wenn  Herr  F.  vielleicht  meine  Erörterungen  an  dieser  Stelle  zu  den  nn« 
genannten  Sünden  zählt,  die  nur  nach  meiner  falschen  Auffassung  mög- 
lich sind  (S.  340),  so  hätte  er  doch  nicht  versäumen  dürfen,  die  angeführten 
Stellen  in  den  Documenten  des  0,  Bandes  der  Florentiner  Ausgabe  einer 
näheren  Prüfung  zu  unterwerfen«  Der  Wortlaut  der  Abschwörungsformel 
hätte  genügt,  um  ihn  über  seinen  Irrthum  aufzuklären.  Es  sind  die  Inqui- 
sitoren ,  die  aus  Galilei^s  Munde  sprechen :  Ma  perchä  da  questo  S.  Uffizio  per 
aver  iOy  dopo  (Cessermi  stato  con  precettö  ddlTistesso  giuridicamente  iniimato  che 
onninamen(e  dovessi  lasciar  Ja  falsa  opinione  che ,,.e  che  non  potessi  tenere ,  di- 
f ender Cy  ne  insegnare  in  qualsivoglia  modo^  ni  in  voce,  ne  in  scrilto  la  delta  falsa 
dotlrina  , , .  (ho)  scritio  e  dato  alle  stampe  un  libro ,  nel  quäle  iratlo  Vistessa 
doitrina  giä  dannata . . .  sono  stato  ^iudicata  veentemente  sospetto  öteresia . . .  a&- 
juroj  maledico  e  detesto  li  suddelti  errori  ed  eresie*.  Diesen  Worten  gegen- 
über ist  kaum  noch  ein  Weiteres  über  die  Vorstellung  zu  verlieren,  nach  der 
die  Inquisitoren  im  Uebermass  der  Formenstrenge  den  vortrefflichen  Be- 
weis der  Schuld  in  ihrer  Hand,  preisgegeben  und  die  Vernachlässigung  einer 
—  mindestens  für  uns  —  völlig  unverständlichen  Verpflichtung  zur  Grund- 
lage des  Processes  erhoben  hätten.  Diese  Vertauschung  der  Anklagepunkte 
findet  ihren  Halt  in  keiner  geschichtlich  verbürgten  Thatsache  oder  Aeus- 
seruDg,  sondern  ausschliesslich  in  der  guten  Meinung,  mit  der  Herr  F.  auf 
Kosten  Galilei*s  seine  Richter  beehrt.  Herr  F.  wird  bei  wiederholter  Prü- 
fung seine  Ueberzengung  ändern  müssen,  und  sollte  er  auch  fernerhin 
seine  Gedankenfolge  bis  zu  diesem  letzten  Abschluss  für  unangreifbar  hal- 


*  Op,  IX  p«471.    Der  lateinische  Text  ist  mir  nicht  zur  Hand;  die  Uebersetz- 
iing  ist  dorchgehends  eine  wörtliche« 
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ten  —  die  juristische  Rechtfertignng  dos  Urtheils  wird  er  seinen 
eigenen  Deductionen  zufolge  aufgeben  müssen. 

Dass  auch  von  einer  moralischen  Ueberzeugung  der  Richter  in  dem 
Sinne,  wie  Herr  F.  sie  annimmt,  nicht  die  Bede  sein  kann,  habe  ich  io 
meiner  8chrift  wahrscheinlich  za  machen  gesucht,  and  wenn  die  vorher- 
gehenden Blätter  nicht  ihren  Zweck  verfehlen,  so  enthalten  sie  zugleich  die 
Vertheidigung  dieses  Vorwurfs  gegen  die  Richter  der  Inquisition. 

In  Wirklichkeit  bedarf  es  heute  keiner  Wahrscheinlichkeitsgrunde 
mehr  für  die  Vermuthang,  dass  Galilei's  Richter  auf  Grund  eines  Documents 
verurtheilt  haben ,  das  sie  als  ein  gefälschtes  erkannt  oder  ohne  die  ober- 
flächlichste Prüfung  benutzt  haben.  Die  Veröffentlichungen  des  Herrn  Pro- 
fessor Gherardi  beweisen,  dass  in  den  Protokollen  der  Inquisition  an  der 
Stelle,  wo  man  ordnungsmässig  Auskunft  über  die  Vorgänge  im  Februar 
1G16  zu  suchen  hatte,  erschöpfende  Auskunft  zu  finden  war.  Die  hier  in 
Betracht  kommende  Urkunde  VI  der  Gherardi'schen  Sammlung*  ist  nach 
zwei  im  Wesentlichen  übereinstimmenden  Copieen  veröffentlicht;  die  erste 
ist  von  Prof.  Gherardi  selbst  im  Jahre  1849  nach  dem  Original  geschrieben 
und  wieder  verglichen ,  die  zweite  ist  von  ihm  einer  Sammlung  ähnlicher 
Copieen  entnommen ,  die  nach  seiner  Vermnthung  für  den  Herzog  v.  Blacas 
von  Beamten  des  S.  Uffizio  veranstaltet  wurde.  Ich  verdanke  der  zuvor- 
kommenden Gefälligkeit  des  Herrn  Prof.  Gherardi  einen  photographischen 
Abdruck  dieser  letzteren.  Es  mag  gestattet  sein,  den  Wortlaut  hier  noch- 
mals zu  reproduciren. 

F.  F.  Die  3  Martii  1616. 
Facta  rehtiione  per  llimum  d,  Cardinalem  Pettarmino  quod  Galifaeus 
Galilei  malhemat,  monilus  de  Ord,  Sacrae  Congregalionis  ad  deserendam  opinio- 
nem,  quam  haclenus  ienuil  quod  Sol  sit  Centrum  Spherarum  et  immobilis:  Terra 
autem  molnlis,  acquievil,  ac  relato  decreto  Congnis  Indicist  qualiter  fuerunt 
prohibila  et  suspenso  respective  Scripta  Nicolai  Cupernici  de  Bevolutione  Or- 
bium  Coelesiium  Didaci  Astunice  (durchgestrichen  Astrorum  oder  Astronom) 
in  Job  et  Fr,  Pauli  Antonii  Foscarini  Carmelitae  SSmus  ordinavit  publicari 
Aedictum  a  P.  Magistro  S.  Palalii  Aplici  hujusmodi  Suspen sionis  ei  prohibitio- 
nis  respective. 

Ueber  die  entscheidende  Bedeutung  des  ersten  Satzes  für  die  hier  er- 
örterte Frage  kann  kein  Zweifel  sein.  Der  Bericht  des  Cardinais  bestätigt, 
was  ich  als  selbstverständlich  betrachten  musste:  dass  Galilei  nach  der  Mah- 
nung sofort  seine  Unterwerfung  unter  den  Beschluss  der  Kirche  erklärt. 
Dasselbe  acquievit,  das  in  dem  Docunient  „vom  26.  Februar  1616"  dem  Ver- 


*  Ueber  die  Entstehung  der  wichtigen  Urkandensammlnn^  des  Flerm  Profes- 
sor Gheratdi  ist  durch  Herrn  Professor  Cantor  in  der  Zeitschrift  f.  Math.  a.  Phjs. 
Jahrg.  1871 ,  Literaturzeitg.  S.  5flgg.  refeiirt. 
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bot  und  der  Drohnng  des  Inqnisitionscoinmissars  folgt,  schliesst  hier  nach 
der  Mahnung  des  Cardinais  Bellarmin  den  ganzen  Vorgang  ab;  es  bedurfte 
eines  weiteren  Einschreitens  des  anwesenden  Commissars  nicht,  und  ein 
solches  hat  nicht  stattgefunden. 

Es  ist  dadurch  zugleich  meine  Auffassung  des  Zeugnisses  vom  26.  Mai 
1616  durchaus  gprechtfertigt,  nach  der  dies  bestbeglaubigte  Document  dem 
Bericht  vom  26.  Februar  in  der  Hauptsache  widerspricht.  Der  Cardinal  be- 
richtet der  Inquisition  genau  dasselbe,  was  er  Galilei  bescheinigt  hatte;  es 
ist  daher  auch  diese  Bescheinigung  als  vollständige  Mittheilung  über  den 
Vorgang  vom  26.  Februar  zu  betrachten;  sie  verschweigt  Nichts  und  ver- 
ändert Nichts  zu  Galilei's  Gunsten,  sie  täuscht  ihn  nicht  über  die  wahre  Be- 
deutung des  Vorgangs. 

Den  Bericht  der  Gherardi*schen  Urkunde  mit  dem  des  Vaticanmanu- 
Scripts  in  Einklang  zu  bringen,  wird  der  kühnste  Vertheidiger  der  Inquisi- 
tion vergebens  versuchen;  ist  der  Inhalt  des  einen  Wahrheit,  so  ist  der 
andere  erdichtet  und  gefälscht.  Der  eine  oder  der  andere,  das  heisst:  auf 
der  einen  Seite  die  schlichte,  klare  Erzählung,  auf  der  andern  das  un- 
begreifliche Scheinprotokoll;  hier  ein  Bericht,  dessen  Wortlaut  alle  Schwie- 
rigkeiten und  Widersprüche  beseitigt,  dort  ein  anderer,  der,  als  wahr- 
haft betrachtet,  alle  diese  unlösbaren  Widersprüche  hervorruft,  mit 
dessen  Anerkennung  trotz  der  Vertheidigung  des  Herrn  F.  von  der  Ge* 
schichte  des  Processes,  dem  er  zu  Grunde  liegt,  nur  ein  Gewirr  von  Räth- 
seln  übrig  bleiben  würde.  Der  eine  oder  der  andere,  das  heisst  vor  Allem: 
ein  regelrechter  Bericht^  der  allen  Leidenschaften  und  Intriguen  zum  Trotz 
Galilei's  Unschuld  auch  für  den  Inquisitor  erweisen  musste,  oder  ein  Schrift- 
stück in  völlig  unbegreiflicher,  rechtlich  werthloser  Form,  im  Inhalt  un- 
wahrscheinlich, aber  gerade  durch  diesen  Inhalt  ausreichend,  Galilei  zu 
Grunde  zu  richten,  wenn  dies  seinen  Feinden  wünschenswerth  erschien. 
Man  wird  im  Ernst  nicht  mehr  zu  wählen  haben ,  wo  mit  Centnerschwere 
der  Verdacht  sich  an  die  eine  Seite  heftet.  Kaum  wird  sich  irgendjemand 
der  Mühe  unterziehen  wollen,  etwa  in  den  drei  Cardinälen,  deren  Unter- 
schriften dem  Urtheil  fehlen,  heimliche,  leidenschaftliche  Verehrer  Galilei's 
zu  entlarven,  die  um  seinetwillen  nicht  allein  durch  Widerspruch  den  erbit- 
terten Papst  zu  reizen,  sondern  auch  mit  eigener  höchster  Gefahr  dem  ge- 
rechten Spruch  durch  eine  Urkundenfälschung  entgegenzutreten  wagen. 

Dagegen  wird  man  verronthlich  auf  den  Versuch  nicht  verzichten,  die 
Echtheit  der  Gherardi*schen  Manuscripte  und  damit  auch  die  Authenticität 
des  Documents  Nr.  VI  anzufechten;  aber  jedes  Bemühen  in  dieser  Bichtung 
wird  vergeblich  sein.  Eine  gründliche  Prüfung  wird  ohne  Zweifel  eine 
glänzende  Rechtfertigung  der  wichtigen  Veröffentlichung  ergeben.  Man 
wird ,  um  vorurtheilsfrei  zu  richten,  bei  einer  solchen  Prüfung  zunächst  das 
Document  Nr.  VI  ganz  unbeachtet  lassen  dürfen.  Man  wird  alsdann  in  den 
übrigen  31  Nummern  eine  Reihe  sehr  beachtenswerther  Einzelnheiten  in 
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Bezug  auf  den  Verlauf  des  Processes,  eine  nicht  geringe  Zahl  vortrefflicher 
Correcturen  für  den  oft  verdorbenen  und  stellenweise  gänzlich  nnverstKnd- 
lichen  Text  bei  de  l'Epinois  finden,  aber  in  allem  Neuen  doch  nur  er- 
wünschte und  leicht  verständliche  Ergänzungen  des  Bekannten,  nirgends 
eingreifende  oder  überraschende  Veränderungen,  wo  anderweitig  der  That- 
bestand  feststeht,  nirgends  einen  Widerspruch  gegen  die  Vorstellungen  von 
Personen  und  Ereignissen,  zu  denen  die  zahlreichen  früheren  Mittheilungen 
über  die  Vorgänge  in  den  Jahren  1616  und  1632  bis  1642  geführt  haben.  In 
der  That  haben  durch  das  frühere  Erscheinen  der  Schrift  von  de  l'Epinois 
die  Documente  Gherardi's  in  mancher  Beziehung  an  Interesse  verloren; 
aber  andererseits  liegt  gerade  darin,  dass  sie  den  Enthüllungen,  die  wir 
de  TEpinois  verdanken,  so  wenig  Neues  hinzufügen,  das  beste  Zeugniss  der 
Echtheit.  Wer  die  jetzt  gedruckten  Documente  von  den  Briefen  des  Ge- 
sandten Niccolini  bis  zur  Keihe  der  Actenstücke  bei  de  l'Epinois  kennt, 
muss  zur  Ueberzeugung  kommen,  dass  wir  wesentlich  Neues,  d.  h.  ein- 
gehende Aufschlüsse,  die  Enthüllung  von  Thatsachen,  die  nicht  mindestens 
impliciie  in  den  bekannten  Berichten  enthalten  wären,  schwerlich  von  späte- 
ren Veröffentlichungen  zu  erwarten  haben.  Wir  sind  berechtigt,  Verdacht 
gegen  Urkunden  zu  hegen,  die  in  solchem  Sinne  unser  historisches  Wissen 
über  Galilei  und  seine  Zeit  zu  bereichern  beanspruchen.  So  hat  Niemand, 
der  die  Geschichte  von  Galilei^s  Blindheit  aus  dem  Briefwechsel  der  Ge- 
sammtausgabe  kennt,  die  berüchtigten  Briefe  der  Chasles'schen  Sammlung 
über  denselben  Gegenstand  als  echt  betrachten  können.  Und  so  wird  an- 
dererseits kein  noch  so  misstrauischer  Forscher  in  Gherardi's  Schrift  die 
Zeichen  erspüren,  die  bei  ähnlichen  Gelegenheiten  den  Verdacht  zu  wecken 
und  zu  leiten  pflegen. 

Aber  zu  diesen  negativen  Merkmalen  kommen  bestimmte  Kennzeichen 
der  Glaubwürdigkeit«  Wir  finden  sie  beinahe  in  allem  Einzelnen,  was  nach 
Gherardi*s  Documenten  berichtigend  und  aufklärend  dem  Bekannten  hinzu- 
gefügt wird.  Ich  beschränke  mich  auf  wenige  Beispiele.  Gleich  das  erste 
Document  enthält  eine  kurze  Notiz,  die  unsere  Aufmerksamkeit  in  Ansprach 
nimmt«  Unter  dem  Datum  des  17.  Mai  1611  ist  in  dem  Protokolle  eingetra- 
gen :  Videaiur  an  in  Processu  Doctoris  Caesaris  Cremonini  sü  nominaius  Gali- 
laexts  Philosophiae  ac  Mathemalicae  Professor, 

Keine  eingehende  Schilderung  kann  uns  die  Zustände  des  Zeitalters, 
in  dem  Galilei  lebte  und  wirkte,  klarer  vergegenwärtigen,  als  diese  wenigen 
Worte,  wenn  wir  sie  im  geschichtlichen  Zusammenhang  lesen. 

Wer  in  Galilei's  Briefwechsel  die  Berichte  über  seine  erste  römische 
Reise  im  Frühjahr  1611  gelesen  hat,  dem  stehen  Tage  voll  hellen  Sonnen- 
glanzes vor  Augen.  Dem  ermüdenden  und  erbitterten  Kampfe  um  die  Fem- 
rohrentdeckungen waf  die  Zeit  der  Anerkennung  gefolgt.  Die  letzten  Zweif- 
ler zu  bekehren,  ging  Galilei  nach  Rom;  es  galt,  die  dortigen  Autoritäten 
durch  den  unwidersprechlichen  Augenschein  zu  gewinnen.  Der  Erfolg  war  ein 
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vollständiger  Triumph.  Die  gelehrten  Jesuiten,  die  am  längsten  wider- 
sprochen hatten ,  stellten  auf  Verlangen  des  Cardinais  Bellarmin  ein  Zeng- 
niss  aus,  in  dem  sie  sämmtliche  teleskopischen  Entdeckungen  Galilei^s  als 
thatsächliche  Wahrheit  anerkannten.  Von  da  au  wurde  Galilei  der  Gegen- 
stand der  aDgemeinen  Aufmerksamkeit;  vor  grossen  Versammlungen  von 
Gelehrten,  Geistlichen  und  Edelleuten  musste  er  die  Wunder  des  Himmels 
zeigen  und  deuten;  die  Grossen  der  Kirche  und  des  Adels  hegrüssten  ihn 
als  willkommenen  Gast  in  ihren  Palästen  und  beeiferten  sich ,  ihm  Ehren  zu 
erweisen.  So  blieb  er  fast  zwei  Monate  lang  in  Rom.  „Es  muss  doch  nicht 
80  schlecht  mit  den  Priestern  zu  leben  sein,"  schrieb  ihm  scherzend  der 
Erzpriester  Gualdo,  „dass  Ihr  Euch  noch  immer  nicht  trennen  könnt." 
Auch  das  Oberhaupt  der  Kirche  bewies  dem  gefeiertey  Manne  ausser- 
gewöhnliche  Ehre;  der  Papst  duldete  nicht,  dass  Galilei  auch  nur  ein  Wort 
in  üblicher  Wei^e  auf  den  Knieen  redete. 

Der  aussergewöhnliche  Eindruck ,  den  der  Mann  und  seine  Entdeck- 
ungen in  Rom  hervorriefen,  bekundet  sich  noch  in  den  Worten,  mit  denen 
der  Cardinal  del  Monte  in  einer  Zuschrift  an  den  Grdssherzog'von  Toscana 
den  scheidenden  Galilei  begleitet:  „Lebten  wir  noch  in  der  alten  römischen 
Republik,  so  hätte  man  ihm  eine  Statue  auf  dem  Capitol  errichtet,  um 
»einen  Werth  nach  Gebühr  zu  ehren." 

Aber  das  Bild  hat  einen  Hintergrund,  den  uns  Gherardi's  Document 
enthüllt:  in  denselben  Tagen  wirft  die  Inquisition  zum  ersten  Male  ihr 
wachsames  Auge  auf  den  Mann ,  der  die  Welt  durch  seine  Neuerungen  in 
Aufregung  versetzt.  Es  ist  nur  eine  Frage,  durch  die  sie  ihren  Antheil  be- 
kundet, aber  die  Frage  kann  nicht  misa verstanden  werden. 

lieber  den  Process  Cremonini's  habe  ich  in  den  bekannten  Werken 
keinen  näheren  Aufschluss  gefunden.  Vielleicht  steht  er  im  Zusammenhang 
mit  den  Streitigkeiten  zwischen  der  Universität  Padua  und  den  Jesuiten. 
Die  Jesuiten  hatten  in  Padua  gegen  das  Ende  des  16.  Jahrhunderts  neben 
der  Universität  eine  höhere  Lehranstalt  ihres  Ordens  gegründet,  sie  Hessen 
Vorlesungen  über  alle  Gegenstände  halten ,  die  von  Professoren  der  Uni- 
versität behandelt  wurden,  und  suchten  mit  allen  Mitteln  die  Studirenden 
der  öffentlichen  Anstalt  zn  entfremden.  Dagegen  erhoben  im  Jahre  1591  die 
Professoren  der  Universität  Padua  eine  Beschwerde  beim  venetianischen 
Senat.  Es  war  der  Professor  der  aristotelischen  Philosophie,  Cäsar  Cre- 
men ini,  der  mit  den  Verhandlungen  in  Venedig  beauftragt  wurde.  Der 
Erfolg  war,  dass  im  December  1591  den  Jesuiten  untersagt  wurde,  Vorträge 
über  Gegenstände  zu  halten,  über  die  von  den  Professoren  der  Uhiversität 
gelesen  wurde.  Dass  diese  Vorgänge  genügten,  dem  Vertreter  der  Univer- 
sität Feindschaft  und  Verfolgungen  von  Seiten  der  geistlichen  Gegner  zu- 
zuziehen ,  ist  leicht  begreiflich.  Welche  besondere  Veranlassung  zur  Ein- 
leitung des  Inquifiitionsprocesses  führte ,  muss  dahingestellt  bleiben. 
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In  Galilers  Briefwechsel  erscheint  Cäsar  Cremonint  ant<>r  Galilers 
entschiedenen  Gegnern,  nicht  allein  als  Peripatetiker,  für  den  die  neuen 
Ansichten  und  Entdeckungen  durch  ihren  Widerspruch  mit  der  alten  Philo- 
sophie gerichtet  sind,  sondern  auch  als  Venetianer,  der  es  dem  früheren 
Collegen  nicht  verzeiht,  dass  er  dem  freien  Padua  das  grossherzogliche 
Florenz  vorziehen  konnte.  Dann  aber  hören  wir  aus  den  Briefen  des  Fran- 
cesco Sagredo,  dass  derselbe  Mann  sich  durch  seine  Lehren  und  Schriften 
des  Atheismus  verdächtig  gemacht  hat.  Vielleicht  giebt  auch  diese  Bemer- 
kung für  weitere  Nachforschungen  einen  Fingerzeig.  Was  sie  ergeben 
mögen:  gewiss  ist,  dass  die  Frage  im  Protokoll  der  Inquisition  eine  Erkun- 
digung nach  Galilei*s  Stellung  zur  Kirche  und  zum  Glauben  bedeutet. 

Ich  brauche  nicht  auszuführen,  in  welchem  Sinne  durch  die  Mitthei- 
lung dieser  Thatsache  das  geschichtliche  Bild  vervollständigt  wird,  ohne 
dass  dadurch  im  Geringsten  der  bisher  bekannte  Thatbestand  und  die  fest- 
stehenden Anschauungen  niodificirt  würden,  und  in  welchem  Sinne  derartige 
Mittheilungen  dem  Ganzen,  dem  sie  angehören,  den  Stempel  der  Glaub- 
würdigkeit geben.  Dagegen  möchte  ich  mir  nicht  versagen,  noch  einige  von 
den  Textabweichnngen  hervorzuheben,  durch  die  Gherardi's  Veröffentlich- 
ung die  Benutzung  der  Sammlung  von  de  TEpinois  wesentlich  erleichtert. 

In  der  Einleitung  zur  Denunciatiun  des  Dominicanermönchs  Caccini 
finden  sich  bei  de  PEpinois  (S.  28)  die  unverständlichen  Worte:  instare 
illum  deponere  pro  excommunicadone  subeunda  consequenler ;  in  demselben  Zu- 
sammenhang heisst  es  bei  Gherardi  (S.  29):  cupere(?)  illos  per  exonerationem 
conscieniiae  deponere.  Man  sieht  bei  diesen  Worten  den  leibhaftigen  Pater 
Caccini,  den  ruchlosesten  unter  Galilei*s  Feinden,  vor  Augen,  der  „zur  Ent- 
lastung seines  Gewissens**  verlangt,  Galilei  des  Atheismus  verdächtig  zu 
erklären. 

In  ähnlicher  Weise  tritt  klarer  Sinn  an  die  Stelle  des  Sinnlosen ,  wenn 
es  bei  Gherardi  im  Actenstück  9,  bei  der  Vorladung  Galilei's  im  December 
1632,  heisst:  eigne  dicat  quod  Senas  primum  et  deinde  ad  urbem  se  conferat,  wo 
de  TEpinois  copirt  hat:  eique  dicat  quaUnus  ,,.  el  deinde  ad  urbem  se  conferai 
(de  TEpinois  S.  59). 

Ausser  den  Einzelnheiten  im  Ausdruck  sehen  wir  durchgehends  auch 
die  formellen  Wendungen,  insbesondere  die  Eingangsworte  in  den  cor- 
respondirenden  Documenten  beider  Sammlungen  von  einander  abweichen« 
Diese  formellen  Verschiedenheiten  in  Verbindung  mit  den  klaren  Textver- 
besserungen bei  Gherardi  lassen  keinen  Zweifel  darüber,  dass  de  rEpinois 
und  Gherardi  verschiedene  Originalaufnahmen  oder  Copieen  benutzten, 
die  über  die  gleichen  Vorgänge  einmal  in  den  allgemeinen  Sitzungsproto- 
kollen, das  andere  Mal  in  den  Auszügen  für  die  einzelnen  Processe  re- 
■feriren. 

Von  besonderem  Gewicht  wird  endlich  bei  einer  vollständigeren  Er- 
örterung eine  nicht  geringe  Zahl  von  Documenten  in  Gherardi*6  Reihe  sein, 
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die  atigenscheinlich  Lücken  in  der  von  de  FEpinois  ausfüllen.  Es  liaadelt 
sich  dabei  um  DocnmeDte,  deren  Inhalt  zum  Theil  nach  dem  der  vorher* 
gehenden  oder  folgenden  vorauszusehen  war,  die  man  aber  dennoch  bei  de 
riCpinois  vermisst,  weil  sie  Befehle,  Antworten  u.  s.  w.  enthalten,  die  un- 
zweifelhaft, wie  alles  Uebrige,  niedergeschrieben  wurden.  Es  ist  doppelt 
merkwürdig,  dass  nicht  wenige  dieser  fehlenden  Aufzeichnungen  sich  bei 
Gherardi  wiederfinden,  während  nach  de  l'Epinois  an  den  entsprechenden 
Stellen  des  Vaticanmanuscripts  weisse  Blätter  gefunden  werden.  Wir 
haben  keinen  Grund,  dieser  Angabe  des  Herrn  Henri  de  TEpinois,  die  er 
mir  auf  meine  Anfrage  für  alle  einzelnen  Fälle  ausdrücklich  bestätigt  hat, 
zu  misstrauen ;  dagegen  sehe  ich  durch  dieses  Zusammentreffen  die  Wahr- 
scheinlichkeit der  Vermuthung  (meine  Schrift  S.  67)  wesentlich  erhöht,  dass 
an  denselben  Stellen  nicht  immer  weisse  Blätter  gewesen  sind  und  dass 
darum  die  Vollzähligkeit  der  jetzt  vorhandenen  Blätter  kemeswegs  die 
Vollständigkeit  des  Vaticanmanuscripts  verbürgt. 

Wenn  nun  die  Veröffentlichung  des  Herrn  Prof.  Gherardi  in  so  wesent* 
liehen  Beziehungen  Vorstellungen  und  Bedenken  bestätigt,  die  fast  im 
Augenblick  dieser  Veröffentlichung  von  anderer  Seite  zum  ersten  Male  zur 
Sprache  gebracht  werden,  so  darf  man  darin  wohl  einen  weiteren  star- 
ken Beweis  für  die  Echtheit  seiner  Documente  sehen.  So  fürchte  ich 
keine  Widerlegung,  wenn  ich  die  Zuversicht  ausspreche,  dass  die  gewis- 
senhafteste Prüfung  bei  den  31  Documentcn  in  Inhalt  und  Form  keinen 
Anlass  zu  Bedenken  finden  wird;  dann  aber  könnte  von  einem  Verdacht 
gegen  das  sechste  derselben  Reihe  nur  dann  die  Rede  sein,  wenn  der 
Grund  dazu  in  seiner  eigenen  Form  oder  seinem  eigenen  Inhalt  gegeben 
wäre.  Wir  wissen,  dass  das  Gegentheil  der  Fall  ist.  Ein  Bericht,  genau 
von  dieser  Beschaffenheit,  diesem  Inhalt  war  zu  erwarten,  wenn  überhaupt 
ein  Bericht  erhalten  war.  Von  solchen  Erwartungen  aber  konnte  durch 
einen  glücklichen  Zufall  —  nicht  für  die  Sache  der  Wahrheit,  aber  für  Die- 
jenigen, die  sie  zu  vertreten  haben  —  zum  ersten  Mal  in  demselben  Augen- 
blick die  Rede  sein,  wo  die  Schrift  erschien,  die  sie  erfüllen  sollte.  Ich 
brauche  in  dieser  Beziehung  nur  auf  die  Ausführungen  zu  verweisen ,  in 
denen  Herr  Prof.  Cantor  das  Verhältniss  der  Schrift  von  Gherardi  zur 
meinigen  besprochen  hat  (Ztschr.  f.  Math.  u.  PJiys.  1.  c.*). 

Herr  Prof.  Cantor  schliesst  sein  Referat  mit  dem  Ausspruch:  er  be* 
trachte  hinfort  als  historisch  festgestellt,  dass  zum  Nachtheil  des  Galilei 
eine  Fälschung  schändlichster.  Art  begangen  worden  ist.  Ich  hoffe,  dar- 
gethan  zu  haben  —  was  mir  unerlässlich  schien  — ,  dass  die  Friedlein'schen 
Einwürfe  in  keiner  Weise  geeignet  sind ,  diese  Sicherheit  zu  erschüttern. 

Hamburg,  im  Dccember  1871«  Dr.  E.  Woulwill. 
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Recensionen. 

Grundriss  der  Experunentalphysik,  Znm  Gebrauch  beim  Unterricht  in  den 
höheren  Lehranstalten  und  zum  Selbststudium,  von  E.  Jochmank. 
Mit  292  Holzschnitten.    Berlin,  Springer'sche  Buchhandlung. 

Ein  nachgelassenes  Werk  des  wissenschaftlich  verdienten  Verfassers, 
entstanden ,  um  als  Grundlage  für  seinen  eigenen  Unterricht  zu  dienen,  ist 
dasselbe  bis  zu  seinem  Tode  von  ihm  fortwährend  ergänzt  und  mit  den 
neueren  Entdeckungen  in  Uebereinstimmung  gebracht  worden.  Dem  Heraus- 
geber, Professor  Hermes,  dem  Freunde  und  Amtsgenossen  des  Verstorbe- 
nen, ist  von 'den  Hinterbliebenen  der  Wunsch  zu  erkennen  gegeben  worden, 
dasselbe  für  den  Druck  vorzubereiten ,  ein  Vorhaben ,  woran  der  Verfasser 
eben  durch  seinen  Tod  gehindert  worden  ist.  Demselben  ist  die  Aufgabe 
geworden,  die  nöthigen  Figuren  hinzuzufügen,  die  Zahlenangaben  in  das 
neue  Mass  und  Gewicht  umzurechnen  und  einige  erläuternde  Notizen  hinzu- 
zufügen. Das  Buch  enthält  auf  314  allerdings  eng  bedruckten  Seiten  eine 
sehr  vollständige ,  sachgemässe  und  mit  den  Ergebnissen  der  neueren  Un- 
tersuchungen versehene  Uebersicht  der  Physik. 

Ueber  die  Eintheilung  des  Stoffes  zu  reden,  wäre  überflüssig,  da  die« 
selbe  naturgemäss  in  allen  Lehrbüchern  dieser  Wissenschaft  eine  ähnliche 
sein  muss.  Was  die  Methode  im  Allgemeinen  anbetrifft,  so  ist  der  Mathe- 
matik nur  insoweit  eine  Stelle  eingeräumt,  als  die  betieffenden  Entwicke* 
lungen  sich  mit  wenigen  Worten  und  den  elementarsten  Hilfsmitteln  geben 
lassen;  dies  ist  z.  B.  in  der  Statik  und  Mechanik  geschehen,  wo  sich  aber 
dennoch  die  Theorie  der  einfachen  Maschinen,  die  der  Kiäftepaare,  die 
Theorie  des  Stosses  n.  s.  w.  in  kurzer  mathematischer  Begründung  finden. 
Ebenso  sind  in  der  Optik  die  Elemente  namentlich  der  Dioptrik  und 
Katoptrik  in  mathematischer  Form  gegeben.  Bei  anderen  Gegenständen, 
z.  B.  bei  der  Polaiisationstheorie,  der  Electricitätslehre  u.  s.  w.,  wo  eine 
solche  Entwickelung  einer  kurzen  elementaren  Darstellung  nicht  zugänglich 
war,  ist  jedesmal  das  Ergebniss  der  Theorie  mit  möglichst  kurssen  Worten 
angegeben.  Auf  diese  Weise,  sowie  duich  die  Präci^ion  der  Darstellung 
im  Allgemeinen  ist  sowohl  eine  grosse  Vollständigkeit,  als  auch  ganz  be- 
sonders Klarheit  und  Uebersichtlichkeit  erzielt.  In  dieser  Beziehung  möchte 
es  der  Berichterstatter  einem  früher  sehr  gebräuchlichen,  aber  seit  Mitt« 
der  vierziger  Jahre  nicht  mehr  neu  aufgelegten  Lehrbuche,  demjenigen  von 
Andreas  Baumgartner  an  die  Seite  stellen. 

In  Bezug  auf  die  Vollständigkeit  erwähnen  wir  noch,  dass  z.  B.  die 
Helmholtz 'sehen  Untersuchungen  in  Akustik  und  Optik,  die  Holzasche 
Electrisirmaschine,  die  mechanische  Wärmelehre  in  ausreichender  Weise 
berücksichtigt  sind. 
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^  »^•^^■-«S.^'rfVi^^-^. 


Dem  Heransgeber  ist  in  BezDg  auf  die  Einfügung  der  nöthigen  Figuren 
in  den  bereits  vorhandenen  Text  keine  leichte  Aufgabe  geworden.  Er  hat 
eine  schematische  Darstellung  gewählt,  welche  mit  Uebergehung  des 
Nebensächlichen  die  Erläuterung  des  Textes  in  möglichst  einfacher  und 
übersichtlicher  Weise  giebt,  hat  sich  also  den  Bestrebangen  des  Verfassers 
vollständig  angeschlossen« 

Für  den  Schulunterricht  der  höheren  Lehranstalten  ist  somit  ein  Lehr- 
buch geboten,  welches  dem  Schüler  vollständig  zugänglich  ist  und  in  dessen 
Benutzung  ihm  sehr  wohl  die  Vorbereitung  auf  den  Unterricht  und  die  in 
der  Giasse  nachher  auszuführenden  Experimente  zugerauthet  werden  kann ; 
aber  Umfang  und  Methode  bestimmen  dasselbe  auch  namentlich  für  den 
Selbstunterricht  und  die  Repetition,  und  möchte  namentlich. darauf  hinzu- 
weisen sein ,  dass  dasselbe  vollständig  den  Vorträgen  in  der  Experimental- 
physik, wie  sie  der  Unterrichtsplan  der  deutschen  Universitäten  umfasst, 
entspricht  und  genügt.  Auch  der  Preis  des  Buches,  wenig  über  einen 
Thaler,  wird  wesentlich  hierzu  heitragen.  j^  Natani 


J^ludes  analyiiques  sur  la  theorie  des paralliles.  Par  C.  Flye  Sie. 
Marie y  capiCaine  de  VarlHleriej  ancien  elive  de  Tecole  polyiechnique, 
ch^alier  de  la  legion  d'honneur.  Paris,  Gauihier -Villars^  1871.  150  p.,  8. 
Von  den  Axiomen,  aufweichen  die  Geometrie  beruht,  wurde  das  elfte 
euklidische  mit  Recht  als  Axiom  angezweifelt;  doch  die  Bemühungen  der 
Geometer,  dasselbe  zu  beweisen,  waren  ohne  Erfolg.  Erst* durch  die  Arbei- 
ten von  N.  L'obatschewsky  und  W.  und  J.  Bolyai  wurde  dieser  Gegen- 
stand'in  volle  Klarheit  gebracht,  indem  die  genannten  Geometer  durch  die 
Durchführung  der  entgegengesetzten  Voraussetzung  und  durch  die  Aufstel- 
lung einer  vom  Parallelenaxiom  unabhängigen  Geometrie  die  Unbeweisbar- 
keit  dieses  Axioms  nachwiesen.  Gauss  war  bereits  im  Jahre  1792  im  Besitz 
dieser  Theorien,  und  dieser  Umstand  hat  hauptsächlich  die  Aufmerksamkeit 
auf  die  Arbeiten  von  Lobatschewsky  und  W.  und  J.  Bolyai  gelenkt. 
Vorliegende  Schrift  bildet  eine  neue  und ,  wie  der  Herr  Verfasser  in  der 
Vorrede  erwähnt,  unabhängige  Darstellung  desselben  Gegenstandes.  So 
sehr  die  Darstellungen  von  Lobatschewsky  und  J.  Bolyai  im  Einzel- 
nen abweichen,  so  beruhen  sie  doch  auf  demselben  Gedankengange;  sie 
stellen  die  Grundzüge  der  nicht  euklidischen  (imaginären]  Geometrie  auf 
und  kommen  schliesslich  zu  dem  Satze,  dass  deren  Formeln  für  unendlich 
kleine  Gebilde  in  die  der  gewöhnlichen  Geometrie  übergehen.  Letzteres 
bildet  den  Ausgangspunkt  des  vorliegenden  Werkes;  dasselbe  zerfällt  in 
vier^apitels  und  in  ein  Ergänzungscapitel. 

Das  erste  Capitel  behandelt  die  Eigenschaften  der  unendlich  kloinen 
Gebilde;  an  der  Spitze  desselben  wird  der  Satz  bewiesen,  dass  dci;Grenz- 
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werth  der  WiDkelsamine  eines  unendlich  kleinen  Dreiecks  180^  beträgt. 
Da  der  Herr  Verfasser  Leser  voraussetzt,  welcbe  Legendre's  Elemente 
der  Geometrie  bereits  kennen ,  so  hätte  der  grösste  Theil  des  ersten  Capi- 
tels  durch  die  Bemerkung  erledigt  werden  können,  dass  auf  Figuren, 
welcbe  einen  unendlich  kleinen  Kaum  einnehmen,  die  Sätze  der  gewöhn- 
lichen Geometrie  angewendet  werden  können.  —  Das  zweite  Oapitel  be- 
bandelt die  Eigenschaften  der  Kreise  mit  unendlich  grossem  Halbmesser 
(bei  Lobatscbowsky  Grenzlinie,  bei  Boljai  Linie  L  auf  der 
Fläche  F  genannt).  Auf  Grund  dieser  Eigenschaften  wird  nun  eine  analy- 
tische Geometrie  der  Ebene  entwickelt,  wo  die  a:*Axe  ein  solcher X reis 
und  die  Ordinaten  nach  der  Richtung  des  unendlich  entfernten  Mittelpunk- 
tes gezogen  werden.  Die  Gleichung  der  Geraden  wird  vermittelst  der  Va- 
riationsrechnung —  als  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte  —  und  dar- 
aus die  des  Kreises  u.  s.  w.  erhalten.  —  Das  dritte  Capitel  behandelt  als 
Aualogon  die  Kugelfläche  mit  unendlich  grossem  Radius;  die  Behandlung 
ist  auch  der  des  zweiten  Capitels  ganz  analog.  —  Das  vierte  Capitel  enthält 
die  nicht  euklidische  Geometrie,  die  Kreislehre,  die  ebene  und  sphärische 
Trigonometrie  und  verschiedene  Aufgaben  aus  der  Anwendung  der  Infini- 
tesimalrechnung auf  die  Geometrie.  —  Das  Ergänzungsc/tpitel  bebandt^lt 
die  Axiome  der  Geometiie,  die  Begriffe  von  Tangenten,  Länge  der  Linien, 
Flächen  u.  s.  w. 

Die  Darstellung  ist,  im  Ganzen  genommen,  eine  äusserst  gelungene 
und  vollkommen  klare;  längere  Zwischenrechnungen  hat  der  Herr  Verfas 
ser  mit  Recht  in  einen  Anhang  verwiesen.    Den  Freunden  einer  strengen 
Behandlung  der  Elemente  der  Geometrie  verdient  dieses  Buch  auf  das  Beate 
empfohlen  zu  werden. 

Graz.  Prof.  Dr.  J.  Frischauf. 


Die  Prinoipien  der  mathematischen  Physik  und  die  Potentialtheorie  nebst 
ihren  vorzüglichsten  Anwendungen.  Von  Tu.  Wand.  Leipzig  1871, 
Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

Das  kurze ,  184  Octavseiten  umfassende  Schrifteben  soll  dazu  dienen. 
Solchen,  die  mit  den  Principien  der  Differential*  und  Integralrechnung  ver- 
traut sind,  das  Studium  der  Fortschritte  der  letzten  Jahrzehnte ,  die  die 
Physik  gemacht  hat,  zu  erleichtern,  indem  theils  das  vorzüglichste  Instru- 
ment dieses  Fortschrittes,  nämlich  die  Potentialtheorie,  behandelt  wird, 
theils  auch  deren  Anwendung  auf  Wärme,  Elektricität ,  Magnetismus  und 
die  Bewegungserscheinungen  der  Himmelskörper.  Die  Darstellung  ist  Mapp 
(vielleicht  hier  und  da  für  Den ,  der  sich  erst  über  gewisse  Dinge  unter- 
richten will ,  die  er  nicht  schon  anderweit  wenigstens  zum  Theil  aus  den 
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Originalarbeiten  kennen  gelernt  hat,  etwas  zu  knapp)  and  übersichtlich 
gehalten.  Mit  Kecht  hat  Herr  W.  vermieden,  die •  elektrischen  Ströme  in 
den  Bereich  seiner  Betrachtungen  zu  ziehen,  da,  wie  bekannt,  leider 
immer  noch  die  Web er^ sehe  ThArie  deren  Grundlage  bildet,  eine  Grund- 
lage,  die  aber  keiner  gesunden  Naturphilosophie  entsprechen  kann.  Be- 
dauern müssen  wir,  dass  Herr  W.  sich  beinahe  gar  nicht  auf  Quellen- 
angabe eingelassen  hat;  offenbar  würde  das  Werkchen  seinen  Zweck  noch 
viel  besser  erreichen,  wenn  der  Lesende  sich  unterrichten  könnte,  wo  er 
über  diesen  oder  jenen  Gegenstand  noch  Genaueres  erfahren  könnte,  als 
die  kurze  W.'sche  Darstellung  geben  konnte.  Dass  Herr  W.  keine  Kritik 
übte,  finden  wir  ganz  in  der  Ordnung,  da  sein  Werk  blos  über  die  Be- 
sultate  der  Physik,  die  in  der  letzten  Zeit  erlangt  worden  sind,  referiren 
sollte. 

Was  nun  das  Einzelne  anlangt,  so  ist  die  ganze  Schrift  in  drei  Ab- 
schnitte zerlegt,  welche  „die  Principien  der  mathematischen  Physik",  „die 
Potentialf'unction  im  engern  Sinne'*  und  „die  hauptsächlichsten  physikali- 
schen Probleme,  welche  sich  auf  die  Theorie  der  Potentialfunction  stützen", 
behandeln. 

Nachdem  im  ersten  Abschnitte  die  Begriffe  von  Geschwindigkeit  und 
Masse  als  einfache  Beobachtungselemente  irgend  einer  Bewegung  in  der 
Natur  gewonnen  sind ,  werden  die  zur  Berechnung  von  dynamischen  Er- 
scheinungen nothwendigen  Satze  ans  der  Mechanik  und  Analysis  mit- 
getheilt.  Anffälligerweise  wird  hier  die  Arbeit  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  eine  Kraft  definirt  als  das  Product  dieser  Kraft  und  der  negati- 
ven Projection  des  von  dem  Punkte  zurückgelegten  Weges  auf  die  Rich- 
tung dieser  Kraft,  während  man  doch  nur  von  der  Arbeit  einer  Kraft 
sprechen  kann  und  in  deren  Definition  die  Projection  des  Weges  auf  die 
Kraftrichtung  aufnimmt.  Diese  (der  Hauptsache  nach  nur  eine)  Umkeh- 
rnng  des  Vorzeichens  in  der  Definition  Jer  mechanischen  Arbeit  ist, übri- 
gens für  die  Folge  ohne  Belang. 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  unter  der  Potentialfunction  im  engern 
Sinne  Das  verstanden,  was  man  gewöhnlich  unter  Potentialfunction  ver- 
steht ;  im  Gegensatz  dazu  versteht  Herr  W.  unter  der  Potentialfunction  im 
weitern  Sinne  Das,  was  sonst  die  Mechanik  mit  dem  Worte  „Kräftefunc- 
tion"  bezeichnet.  Hier  leitet  Herr  W.  eine  Anzahl  von  Sätzen  über  die 
Potentialfunction  aus  der  Anschauungsweise  ab,  dass  er  Massenpunkte  als 
constante  Wärmequellen  betrachtet,  eine  Anschauungsweise,  deren  Resul- 
tate später  noch  durch  die  strenge  Analysis  bestätigt  werden.  Es  folgen 
dann  Bestimmungen  der  Potentialfunction  theils  für  magnetische,  theils  für 
schwere  Massen  (Ellipsoid)  und  Betrachtungen  über  die  Kugelfunctionen. 
Die  ebenfalls  hier  behandelten  elektrostatischen  Probleme  waren  zweck- 
mässiger dem  folgenden  Abschnitt  zuzuweisen.     Rügen  müssen  wjr,  dass 

Digitized  by  LjOOQIC 


36  Literaturzeitung. 

auch  hier,  wie  alllerdingB  auch  in  einer  grossen  Anzahl  anderer  Schriften, 
wo  man  es  nicht  erwarten  sollte,  der  Fehler  gemacht  wird,  dass  hehauptel 
wird,  es  werde  die  Dichtheit  der  Elektricität,  wenn  sie  sich  im  Gleich- 
gewichtszustande auf  einem  Leiter  abgfliagert  faat^  durch  die  Entfernung 
der  unendlich  nahen  Niveauiläche  angegeben,  während  sie  doch  gerade 
dieser  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist.  Dass  auch  hier  überhaupt 
das  Fundament  des  elektrischen  Gleichgewichts,  wie  Poisson  zuerst 
sagte,  im  alleinigen  Verschwinden  der  Differentialquotienten  der  Potential - 
function  gesucht  wird,  während  ein  Gleiches  ja  nach  Kirchhoff  und 
Gl  aus  ins  auch  für  den  stationären  elektrischen  Strom  gilt,  mag  hier  nur 
als  unzureichend  angedeutet  werden. 

Im  letzten  Abschnitt,  über  den  weiter  nichts  Besonderes  zu  bemerken 
ist,  werden  die  bekannten  elektrostatischen  und  magnetischen  Probleme 
mit  obligaten  Klageliedern  über  die  Schwierigkeit  der  Aufgaben  bebandelt 
und  ein  grösserer  Abschnitt  ist  den  grossen  kosmischen  Erscheinungen,  wie 
die  Abplattung,  Anordnung  der  Schichten  bei  einem  rotirenden  flüssigen, 
verschieden  dichten  Körper,  Präcession  und  Nutation  der  Erdaxe,  Ebbe 
und  Fluth ,  lunarische  Einflüsse  und  Erscheinungen ,  gewidmet. 

Im  Allgemeinen  kann  man  wohl  sagen,  dass  Herr  W.  durch  sein  Werk 
seinen  Zweck,  nämlich  dem  verständigen  Leser  einen  Ueberblick  zu  geben 
über  die  Errungenschaften  der  mathematischen  Physik  in  den  letzten  Jahr- 
zehnten ,  soweit  diese  sich  gründen  auf  die  Theorie  der  Potentialfunction 
(im  weitern  Sinne)  erreichen  wird. 

Grimma.  Dr.  Kötteritzscu. 


Erster  Cursus  der  Differential-  imd  IntegralreohnuiLg,  nebst  einer  Samm- 
lung von  vielen  Beispielen  und  üebungsaufgaben  zum  Gebrauche 
an  höheren  Lehranstalten  und  beim  Selbststudium.  Von  Dr.  Karl 
Spitz.  Leipzig  und  Heidelberg,  C.  F.  Winter^sche  Buchhandlung. 
1871. 

Das  vorliegende  Werk,  welches  die  zahlreiche  Beihe  der  üebungs- 
bücher  des  Verfassers  fortsetzt,  ist  in  dem  Sinne  jener  Lehrbücher  verfasst, 
indem  es  weniger  Werth  legt  auf  die  vollständige  Erschöpfung  des  Themas 
und  auf  mathematische  Strenge,  als  auf  die  Einübung  der  ersten  Funda- 
mentalsätze der  Differential-  und  Integralrechnung.  Aus  diesem  Grunde 
zeichnet  sich  das  vorliegende  Werk  vor  anderen  vortheilhaft  durch  die 
grosse  Menge  von  Uebungsbeispielen  aus,  die  theils  in  der  Rechnung  voll- 
ständig durchgeführt  sind ,  theils  aber  auch  nur  mit  ihren  Endresultaten  und 
ganz  kurzen  Andeutungen,  wie  der  Lernende  zu  diesen  Endresultaten  ge- 
langen könne,  gegeben  sind. 
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Das  vorliegende  Werk  nmfasst  ungefHlir  soviel ,  als  an  höheren  Lehr- 
anstalten in  einem  Jahre  absolvirt  zu  werden  pflegt;  es  enthält  daher 
nicht  ein  umfassenderes  Lehrgebäude  der  Theorie  der  Functionen  com» 
plexer  Variablen,  der  periodischen  Reihen,  der  Gamma-  und  elliptischen 
Functionen ,  der  Differentialgleichungen  etc. ,  die  sonst  gewöhnlich  in  Lehr- 
büchern, die  einen  ähnlichen  Zweck  verfolgen,  mit  behandelt  werden. 

Grimma.  Dr.  Kötteritzsch. 
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Zum  LiqnisitionsprooeBS  des  Galileo  Galilei. 

Herr  Dr.  Wohlwill  hat  auf  S.  9 — 31  dieser  Literaturzeitung  die  Zweifel 
zu  beseitigen  gesucht,  die  ich  gegen  seine  Schrift  „Der  Inquisitionsprocess 
des  Galileo  Galilei,  Berlin  1870'**  erhoben  habe.  Schon  im  verflossenen 
Jahre  (S.  20  dieser  Literaturzeitung)' habe  ich  erklärt,  dass  ich  gerne  meine 
Ansicht  zurücknehmen  würde,  wenn  ich  Unhaltbarkeit  der  Gründe  gefunden 
hätte,  auf  die  ich  mich  stützte.  Seitdem  ist  mir  durch  die  Güte  des  Herrn 
Professor  Curtze  in  Thorn  die  Schrift  des  Herrn  Professor  Gherardi  „II 
processo  Galileo  rivedulo  sopra  documenli  dt  miova  fotiie*^  zugekommen ,  und 
diese  enthält  S.  29  unter  Nummer  VI  ein  Document,  welches  die  von  mir 
angeregten  Zweifel  betrifft,  ja  nach  der  Ansicht  des  Herrn  W.  die  Sache  zu 
Gunsten  seiner  Auffassung  über  alle  Zweifel  hinaushebt.  Um  begreiflich 
zu  machen,  warum  ich  ungläubiger  bin,  muss  ich  die  wichtigsten  Stellen  aus 
den  in  Frage  kommenden  Documenten  zusammenstellen. 

Nach  der  Anordnung  des  Papstes  vom  25.  Februar  1616  (Wj  S.  92)  — 
wenigstens  nach  der,  wie  es  scheint,  aus  den  Inqui^itionsakten  erhaltenen 
Notiz  darüber  —  sollte  folgendes  Verfahren  gegen  Galilei  eingehalten 
werden  : 

1.  Der  Cardinal  Bellarmino  sollte  ihn  vorrufen  und  ermahnen ,  seine 
Ansicht  über  die  Bewegung  der  Erde  aufzugeben  (moneat  ad  dese- 
rendam  diciam  opinionetn)'^  ' 

2.  im  Falle  einer  Weigerung  (si  recusaverü  parere)  sollte  der  Inqnisi- 
tionscommissar  vor  Notar  und  Zeugen  ihm  anbefehlen  (faciat  Uli 
praeceptum),jeue  Lehrmeinung  weder  zu  lehren,  noch  zu  ver- 
theidigen,  noch  zu  behandeln; 


♦  Ich  werde  im  Folgenden  diese  Schrift  .kurz  mit  W,,  die  Schrift  gegen  meine 
Zweifel  mit  W^  bezeichnen, 
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3.  im  Falle  er  sieb  dabei  Dicht  beruhigen  würde  (si  vero  non  acquie- 
verit),  solle  er  in's  Gefängniss  gebracht  werden. 
Nach  der  im  Text,  den  de  TEpinois  mittheilte,  unmittelbar  folgenden 
Notiz  über  die  Ausführung  —   das  Aktenstück ,  welches  W.  für  geHilscht 
hält  —  wurde  am  26.  Februar 

1.  G.  zu  dem  Cardinal  Bellarmino  geführt  und  von  ijim  vor  dem  Inqui- 
sitionscommissar  de  Lauda  in  der  verlangten  Weise  ermahnt,  und 
unmittelbar  darauf 

2.  von  dem  Commissar  vor  Notar  und  Zeugen  der  obengenannte  Be- 
fehl (praecepii  etordinavit)  gegen  ihn  ausgeaprochen. 

Diesem  Befehl  habe  sich  G.  gefügt  (cm  praecepto  idem  Galtleus 
acquievii  et parere promisit), 
Deber  denselben  Vorgang  theilt  Gherardi  (Wt  S.  20)  —  nach  meiner 
Vermnthung  aus  der  päpstlichen  Kanzlei,  während  die  beiden  vor- 
hergenannten Notizen  den  Akten  der  Inquisition  su  eatstammen  scheinen 
—  eine  Notiz  über  den  Inhalt  des  Berichtes  des  Cardinals  Bellarmino  an 
den  Papst  vom  3.  März  1616  mit,  die  dahin  lautet,  dass 

G.  auf  die  an  ihn  gerichtete  Ermahnung  hin  sich  beruhigte  (acquievii^ 
nicht  non  recusavü  parere,  wie  es  nach  Herrn  W.'s  Ansicht  heissen  müsste). 
lieber  denselben  Vorgang  endlich  stellte  am  26.  Mai  1616  (W|  S.  17) 
der  Cardinal  Bellarmino  dem  G.  das  Zeugniss  aus,  dass 

G.  keine  Meinung  und  Lehre  abgeschworen  und  keine  Strafe  erhalten 
habe,  sondern  nur  das  Verbot,  die  Irrlehre  zu  vertheidigen  oder 
festzuhalten,  ihm  eröffnet  worden  sei« 

Herr  W.  nun  bemerkt  zu  dem  Document  Gherardi's  (Wt  S.  26 — 27) : 
„Dasselbe  acquievii,  das  in  dem  Document  „vom  26.  Februar  1616**  dem  Ver- 
bot und  der  Drohung  des  Inquisitionscommissars  folgt,  scbliesst  hier  nach 
der  Mahnung  des  Cardinals  Bellarmin  den  ganzen  Vorgang  ab ;  es  bedurfte 
eines  weiteren  Einschreitens  des  anwesenden  Commissars  nicht,  und  ein 
solches  hat  nicht  stattgefunden.**  Er  übersieht  dabei,  dass  der  Cardinal  gar 
nicht  dazu  berufen  war,  auch  das  Verbot,  die  Irrlehre  zu  vertheidigen,  aus- 
zusprechen ,  sondern  dieses  durch  den  Inquisitionscommissar  zu  geschehen 
hatte,  und  dass  also,  da  wir  aus  dem  Zeugniss  des  Cardinals  wissen,  dass 
dieses  Verbot  dem  G.  eröffnet  wurde,  der  Commissar  jedenfalls  bei  der  Sache 
betheiligt  war.  Er  übersieht  ferjier,  dass  dasselbe  acquievii  auch  in  der 
Anordnung  vom  25.  Februar  steht  und  zwar  nach  dem  für  den  Fall  der 
Weigerung  vorgeschriebenen  Verfahren.  Wer  es  also  mit  den, 
wenn  ich  recht  vermuthe  —  damit  mir  Herr  W.,  der  diesen  Zusatz  zu  allen 
meinen  früheren  und  jetzigen  Behauptungen  hinzudenken  wolle,  nicht  wieder 
allzugrosse  Kühnheit  vorwirft  —  der  päpstlichen  Kanzlei  entstammenden 
Worten  genau  nimmt  und,  indem  er  bedenkt,  dass  wir  nicht  die  Berichte 
selbst,  sondern  nur  die  Journalnotizen  darüber  haben,  die  nur  das 
Wesentlichste  anführen,  deshalb  zwischen  den  Zeilen  zu  lesen  versteht 
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—  'Herr  W.  hält  dies  freilich  Dicht  für  erlaubt  — ,  der  wird  sich  des  Ge- 
dankens nicht  erwehren  können,  dass  6.  zum  Aufgeben  seiner  Ansicht 
(des  er  er  e  opinionem)  nicht  zu  bringen  war,  wohl  aber  zum  Schweigen  Über 
dieselbe  sich  nötbigen  Hess  (omnino  absiineai . . .  docere  aut  de f andere  seu  de 
ea  iractare. Wi  S.  92,  non  defendere  ni  ienere  Wi  8.  17)  und  dass  die  Notiz 
über  den  26.  Februar  eine  richtige  Wiedergabe  des  Vorganges  an  jenem 
Tage  ist«  Gherardi  hält  nun  gleichfalls  diese  Notiz  für  gefälscht  (S.  41—42), 
weil  er  wie  W.  Widersprüche  findet.  Aber  man  übersehe  nicht,  dass  es  sieh 
bei  dem  Document  vom3.  Märzbios  um  Das  handelt,  Was  dem  Papst  vor- 
zutragen war  und  dass  für  die  Notiz  darüber  das  einzige  ac^imV  genügte. 
Mit  diesem  Worte  war  im  Zusammenhalt  mit  der  päpstlichen  Anordnung 
vom  25.  Februar  für  den  Kundigen  genug  gesagt.  Beachtet  man  diesen  Um- 
stand ,  dann  steht  das  neue  Document  nicht  im  Widerspruch  mit  dem  vom 
26.  Februar,  sondern  es  ist  bei  demselben,  wie  bei  dem  Zeugniss  des  Bellar- 
mino.  Wir  würden  aus  ihm  den  wahren  Hergang  nicht  wissen ,  weil  es  un- 
erwähnt lässt,  was  unter  den  besonderen  Umständen  nicht  erwähnt  zu  werden 
brauchte.  Ich  bin  also  weit  entfernt,  die  Aechtheit  von  Gherardi's  Docu- 
menten  anzufechten;  sie  vervollständigen  auch  meine  Auffassung  von  dem 
Verfahren  gegen  G.,  indem  ich  bei  jedem  Document  auf  die  besonderen  Um- 
stände sehe,  unter  welchen  es  entstanden  «ein  kann. 

Noch  immer  also  muss  ich  mir  die  Sache  so  denken,  wie  die  Notiz 
vom  26.  Februar  sie  darstellt,  ohne  Jemand  in  einem  anderen  Glauben 
irre  machen  zu  wollen.  Herr  W.  hält  es  nämlich  (Wt  S.  12)  für  durch- 
aus unmöglich,  dass  G.,  ein  treuer  Sohn  seiner  Kirche  (Wt  S.  10),  der  Er- 
mahnung des  Gardinais  habe  widersprechen  können.  Mir,  dem  Protestanten, 
fehlt  hierfür  wohl  der  nöthige  Sinn ;  mir  scheint  es  eben  wahrscheinlicher, 
dass  G.  seine  wissenschaftliche  Erkenntniss  nicht  aufopferte  —  er  hat  sie 
ja  auch  thatsäehlich  wieder  in  seinen  Dialogen  über  die  beiden  Weltsysteme 
dargelegt — ,  wohl  aber,  vielleicht  in  erster  Linie  als  gläubiger  Katholik, 
wie  mir  aber  scheint,  besonders  um  der  Schrecknisse  der  Inquisition  willen, 
jede  öffentliche  Thätigkeit  für  die  Lehre  des  Copernicus  einstellte.  Damit 
und  mit  dem,  was  ich  über  G.'s  Bemühungen  sagte,  sein  späteres  Auftreten 
vor  der  Verfolgung  durch  die  Inquisition  zu  sichern  und  vor  Gericht  sieh 
zn  vertheidigen,  mache  ich  G.  keineswegs  zu  dem  „pfiffigen  Feigling'*  oder 
„gewandten  Spitzbuben'*,  der  nach  Herrn  W.'s  weiteren  Ausmalungen  dar- 
aus wird.  Alles,  was  W.  hierüber  sagt,  ist  Uebertreibung ,  die  zu  meinem 
Bilde  von  G.  nicht  stimmt.  Die  Schwäche  des  Charakter*s  G.'s  lässt 
sich  aber  nicht  wegreden  und  es  genügt  wohl  in  dieser  Beziehung  jedem 
Leser,  was  W.  selbst  —  ich  muss  wieder  seine  eigenen  Worte  benützen  — 
schreibt  (W«  S.  11):  „Als  dann  seine  Bichter  die  Form,  die  der  Papst  per- 
sönlich gebilligt  hatte,  nicht  anerkannten,  sondern  auf  den  Kern  gingen, 
aus  der  Kraft  seiner  Beweise  für  den  Copernicus  eine  Verletzung  des  kirch^ 
liehen  Decrets  deducirten,  da  allerdings  verleugnete  Galilei   diesen 
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Richtern,  was  sie  hören  wollten,  um  ihn  zn  vernichten :  dass  er  „im 
Innern^^  festgehalten,  was  die  Kirche  für  falsch  und  scbrift- 
widrig  erklärt."  Ist  es  einem  solchen  Charakter  unmöglich,  vor  Ge- 
richt die  bei  einem  Zwischenraum  von  17  Jahren  glaubwürdige  Entschuldi- 
gung der  ungenauen  Erinnerung  an  die  Vorgänge  des  Jahres  16KI  an- 
zuwenden und  festzuhalten?  Man  lese,  was  W|  S,  35  —  37  mitgetheilt  ist 
und  frage  sieb  dann ,  ob  bei  dem  Vorgang  am  26.  Februar  die  Inqaisition 
so  sehr  bei  Seite  geblieben  sein  konnte,  als  es  nach  W/s  Darlegung  sein 
müsste. 

Ob  ich  nun  mit  den  weiteren  Angaben  über  diesen  Vorgang  za  viel 
gesagt  habe,  mögen  Andere  entscheiden;  ich  sage:  nondum  liqueL  Herr 
W.  ist  aber  bereits  über  alle  Zweifel  hinüber.  Sollte  er  nun  nicbt  der 
Kühnere  in  seinen  Behauptungen  sein? 

Ich  gehe  nun  auf  das  besondere  Verbot  über  (W,  S.  14),  das  nach 
meiner  Ansicht  an  G.  persönlich  erging.  Herr  W.  kann  sich  von  dem  Ge- 
danken  nicht  losmachen,  dass  ein  besonderes  Verbot  auch  einen  besonde* 
ren  Wortlaut  haben  müsse,  wozu  ihn  der  Umstand  verleitet,  dass  die 
Worte  quof>is  modo  und  docere,  welche  in  der  Notiz  vom  28.  Febraar 
vorkommen  (aber  docere  geradezu  und  quovis  modo  in  Andeutung  durch 
omnino  auch  in  der  Anordnung  des  Papstes  vom  25.  Februar!),  vor  Gericht 
1633  ein  Gegenstand  der  Verhandlungen  wurden.  Aber  nach  meiner  Auf- 
fassung liegt  in  dem  durch  keinen  „Federstrich*'  zu  beseitigenden ,  sondern 
mit  allen  Consequenzen  festzuhaltenden  credendum  est  (s.  W,  S.  24 — 25) 
die  Andeutung ,  dass  der  Gerichtshof  diesen  Umstand  nicht  zur  Begründung 
des  Urtheils  beizog,  dagegen  an  der  auch  durch  das  Zeugniss  des  Bellarmino 
festgestellten  Thatsache  des  an  G.  persönlich  ergangenen  Verbotes 
(praeceptum  tibi  imposüum  W^  S.  90)  festhielt.  Man  könnte  selbst  zugeben, 
„dass  durch  die  Mahnung  des  Cardinais  Bellarmin*'  —  nach  meiner  Ansicht 
durch  das  Verbot  des  Inquisitionscommissars  —  „Galilei  nur  genju  soviel 
auferlegt  wird ,  als  unmittelbar  darauf  der  gesammten  katholischen  Christen- 
heit durch  das  Dekret  der  Indexcongregation**  und  doch  würde  man  ein 
Kecht haben,  von  einem  besonderen  anG.  persönlich  ergangenen  Ver- 
bot zu  reden;  denn  wenn  man  Jemand  besonders  vorruft,  um  ihm  eine  Mit- 
theilung zu  machen,  so  ist  das  doch  eine  besondere  Mittheilung  zu  nennen. 
Um  das  Missverständniss  bezüglich  besondern  Inhalts  nicht  aufkommen  zu 
lassen,  fügte  ich  noch  ,, persönlich**  hinzu.  Allein  Herr  W.  gerieth  auf  den 
von  mir  nicht  vorauszusehenden  Abweg,  dass  ich  „aus  dem  Gedächtniss 
referire". 

Statt  dessen  wäre  es  mir  freilich  viel  lieber  gewesen ,  Herr  W.  hätte 
meine  Bedingung,  an  welche  ich  die  juridische  Rechtmässigkeit  des  Ver- 
fahrens der  Inquisition  S.  838  —  339  knüpfte  —  nämlich  die  Bedingung, 
dass  eine  Verpflichtung  für  G.  bestand,  auch  nur  die  Thatsache  der  be- 
sonderen Mittheilung  des  Dekretes  an  ihn  dem  Maestro  de  S.  Palazzo  mit- 
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zutheilen  — ,  durch  den  Nachweis  beseitigt,  dass  eine  solche  Verpflicbluug 
nicht  bestand.  Dadurch  hätte  er  mich  bezüglich  des  Kechtspunktes  sofort 
zu  seiner  Ansicht  bekehrt.  Es  ist  für  jedon  freier  Denkenden  ein  massloser 
Gewissensdrack,  eine  solche  Bedingung  aufzulegen ;  ist  sie  aber  auferlegt, 
dnnn  hat  das  starre  Kecht  sich  auch  daran  zu  halten.  Und^o  kann  man  zu 
Gunsten  der  Inquisitionsrichter  sprechen  müssen,  ohne  deshalb  zu  einem 
„Vertheidiger  der  Inquisition^'  zu  werden.  —  Der  Wahrheit  muss  nach 
allen  Seiten  die  Ehre  gegeben  werden,  auch  wenn  sie  einer  sonst  ganz 
verwerflichen  Institution  zu  Gute  kommt.  Das  Verfahren  gegen  G.  wird  in 
seinem  Wesen  stets  verabscheut  werden,  wenn  sich  auch  die  Form  als 
ganz  correct  herausstellen  sollte. 

Ebenso  wäre  es  mir  viel  lieber  gewesen,  Herr  W»  hätte  statt  der  die 
Sache  nicht  fördernden  Worte  (W,  8.  20)  über  die  Handschrift,  welche  de 
rEpinois  benutzte,  an  diesen  geschrieben  und  directe  Auskunft  sich  er- 
beten. Herr  W.  ist  ja  (W,  8.  66  Anm.  **)  mit  Herrn  de  PEpinois  in  Corre- 
spondenz  gestanden ;  warum  hat  er  sich  über  diesen  nicht  so  unwichtigen 
Punkt  keine  Auskunft  verschafft?  Es  ist  nur  zu  wünschen,  dass  dieses  noch 
geschehe.  Denn  zum  Nachweis  einer  Fälschung  bedarf  es  mehr  als  durch 
Uebertreibungen  selbst  geschaffene  Widersprüche,  wie  sie  nach  meinem  Ur* 
theil  wenigstens  in  W.*s  Schrift  und  Vertheidigung  vorliegen.  Man  halte 
mir  nicht  entgegen,  dass  auch  Herr  Gherardi  Widersprüche  fand.  Ich  finde 
auch  bei  ihm  nicht  die  ruhige  Erwägung  aller  Umstände  und  eher  eine  noch 
grössere  Erregtheit  gegen  die  Inquisition,  die  ich  ihm  an  sich  nicht  zum 
Vorwurf  mache.  Aber  es  nimmt  mich  dabei  nicht  Wunder,  dass  er  auf 
gleiche  Gedanken,  wie  W.,  gekommen  ist.  Einen  Beweis  für  die  Sicherheit 
der  Sache  in  dieser  Uebereinstimmung  zu  sehen,  tiberlasse  ich  Jedem,  der 
80  zu  schliessen  für  zulässig  hält. 

Endlich  habe  ich  mich  noch  gegen  die  „kühnen  Folgerungen'*  zu  ver- 
wahren, die  Herr  W.  z.  B.  W«  S.  21  mir  unterschiebt.  Meine  Ueberzeugung, 
dass  ein  Protokoll  nicht  aufgenommen  wurde,  beruht  nicht  auf  so  einseitigen 
Schlüssen,  sondern  ich  habe,  soviel  ich  vermochte,  alle  Umstände  mit  in 
Rechnung  gebracht  und  den  Hauptgrund  sehe  ich  darin ,  dass  das  Gericht 
ein  solches  Protokoll  G.  nicht  vorhalten  kann.  Glaubt  Herr  W.,  dass  dieses 
nicht  geschehen  wäre,  wenn  man  ein  Protokoll  mit  G.*s  Unterschrift  hätte 
aufweisen  können;  und  andererseits,  dass  man  ein  Protokoll  nicht  hätte  auf- 
nehmen können,  wenn  man  es  gewollt  hätte? 

Aehnlich  ist  es  bei  anderen  Folgerungen  in  anderen  Fällen;  vereinzelt 
mögen  sie  zu  kühn  erscheinen,  mit  Berücksichtigung  der  weiteren  Umstände 
aber  verschwindet  die  allzugrosse  Kühnheit. 

Möge  nun,  wer  ein  Urtheil  sich  bilden  will,  die  vorliegenden  Documente 
nochmals  unbefangen  prüfen  und  darnach  sich  entscheiden. 

Hof,  Anfang  Mai.  Fkibdlein. 
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Lehrbnch  der  darstellenden  Geometrie,  von  Elingenfbld,  Professor  am 
Polj^tecnmkum  zu  München.    I.  Band,  2.  Auflage,  Nürnberg  187L. 

Dieses  Lehrbuch  umfasst  mit  Bücksicht  auf  die  Torhandene  Vor- 
bildung der  Schüler  den  Lehrstoff  der  darstellenden  Geometrie,  der 
nach  den  neuen  organischen  Bestimmungen  an  den  bayerischen  Real- 
gymnasien und  Gewerbsschulen  zu  behandeln  ist,  nämlich  die  Bestimmung 
des  Punktes,  der  Geraden,  der  Ebene,  des  Dreikants  und  des  eckigen 
Körpers,  sowie  die  Aufgaben  über  die  gegenseitigen  Beziehungen  dieser 
Kanmgebilde.  In  Aussicht  gestellt  werden  ein  2.  Theil,  welcher  die  Curven 
und  ktummen  Flächen,  und  ein  8.  Theil ,  welcher  die  Schattenconstruction 
und  die  Perspective  behandeln  soll.  Ebenso  wie  die  1.  Auflage  zeichnet 
sich  auch  die  2.  im  Gegensatze  zu  anderen  Lehrbüchern  dieser  Art  durch 
die  allgemeine  Einführung  und  genaue  Beleuchtung  der  verschiedenen  Um- 
klappungsarten,  durch  eine  durchgehend  aligemeinere  Bestimmung  der 
Ebene,  durch  die  Beiziehung  nicht  blos  senkrechter,  sondern  auch  schiefer 
Hilffitafeln  und  Ergänzung  derselben  zu  Hilfssystemeu ,  endlich  durch  eine 
grosse  Mann  ich  faltigkeit  der  Aufgaben  und  der  Art  ihrer  Lösungen  ans. 
Die  verschiedenen  Umklappungsarten  und  die  allgemeinere  Bestimmung 
der  Ebene  bringen  die  Aufgaben  den  in  der  Anwendung  vorhandenen  Ver- 
hältnissen näher,  und  die  Einführung  der  rechtwinkligen  und  schiefwink- 
ligen liilfssysteme  ermöglicht  eine  sehr  systematische,  sichere  und  oft  ein- 
fache Lösung  der  entsprechenden  Aofgaben.  Wünschenswerthe  Bereiche- 
rungen der  neuen  Auflage  sind  eine  aosführlichere  Behandlung  des  schief- 
winkligen Systems  und  des  Uebergangs  zu  demselben,  eine  bessere  Ein- 
schaltung der  Drei^antsaufgaben  in  den  eingeschlagenen  Lehrgang  und  eine 
vermehrte  Betonung  des  Zusammenhangs  der  einschlägigen  Darstellungen 
mit  den  Forderungen  der  Praxis,  namentlich  in  Bezug  auf  die  Zeichnung  der 
Hisse  des  Körpers  aus  einzelnen  Bestimmungsstücken  oder  das  sogenannte 
Aufnehmen  desselben,  und  auf  die  umgekehrte  Bestimmung  der  Elemente  ans 
den  Rissen,  die  zur  Herstellung  des  hohlen  oder  massiven  Körpers  noth- 
wendig  sind.  Auch  die  regelmässigen  Körper  fanden  nunmehr  Aufnahme. 
Die  Behandlung  des  Primas  gewann  durch  Einführung  des  Profils  in  die 
Zeichnung  sehr  an  Einfachheit  und  endlich  wurde  den  schiefen  und  Central- 
rissen  nicht  nur  im  Allgemeinen  Bechnung  getragen,  sondern  dieselben  auch 
auf  die  Lösung  einzelner  Aufgaben  angewendet. .  Obwohl  die  in  der  An- 
wendung gewöhnlich  vorhandenen  besbndern  Fälle  eine  sehr  ausgedehnte 
Berücksichtigung  finden,  möchten  wir. doch  noch  dem  Lehrer  anrathen, 
beim  Unterrichte  die  in  Nr.  61  niedergelegten  Bemerkungen  Über  die  Lösung 
der  Aufgaben   in  den  Fällen,   wo   eine  Gerade  senkrecht  zur  Kante  ist, 
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wenigstens  bei  einer  bestimmten  Aufgabe  zur  Anwendung  an  bringen.  Zu 
Nr.  14  wäre  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  die  Tafel  2  „irgendwie"  umklappt, 
entsprechend  U|,  u^  +  ICiy  +^ty  +  ^i  ^i^<^  +  ^t  beliebig  wählbar  sind.  In 
Nr.  16  dürften  die  Fälle  noch  eine  ausftihrlichere  Berücksichtigung  verdienen, 
wo  die  Kante  in  der  Nebentafel  parallel  verschoben  wird  und  in  der  Haupttafel 
unverändert  bleibt  oder  auch  da  eine  solche  VerschiebuDg  erleidet^  zumal 
sich  der  letzte  Fall  bei  der  einfachen  Umklappuugsart  von  selbst  einstellt, 
so  oft  eine  parallele  Axenverlegung  vorgenommen  wird.  In  diesen  Fällen 
findet  bekanntlich  eine  lothrechte  Verschiebung  der  Punkte  um  gleiche 
Stücke  gegen  die  Haupttafel  statt  —  eine  Verschiebung,  die  zwar  Nichts 
ändert  in  Bezug  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  und  der  Neigungs- 
winkel der  durch  sie  bestimmten  Geraden  und  Ebenen  gegen  die  Tafeln, 
^jedoch  die  Entfernungen  von  letzteren  modificirt,  so  dass  im  Allgemeinen  die 
fragliche  Axen Verschiebung  nur  dann  ohne  Weiteres  vorgenommen  werden 
darf,  wen»  in  den  gegebenen  und  gesuchten  Stücken  der  Aufgabe  nur  die 
gegenseitige  Lage  der  Punkte  und  die  Neigungswinkel  gegen  die  Tafeln 
und  nicht  aucl)  die  Entfernungen  von  den  Tafeln  in  Frage  kommen.  Bei  den 
Aufgaben  über  das  Dreikant  erachten  wir  die  Bezeichung:  gesucht  werden 
die  Hisse  für  geeigneter,  als  gesucht  wird  die  Gestalt  des  Dreikants.  Das 
Resultat  in  Nr.  118  über  die  Ausschliessung  der  Zweideutigkeit  in  den  Fällen, 
in  denen  nicht  bekannt  ist,  welcher  von  zwei  zusammengehörigen  Kissen 
einesKörpers  derRisslund  welcher  der  Riss  2  ist,  und  durch  dasNichtberück- 
sichtigen  des  Ausziehens  und  Punktirens  das  Vor-  und  Zurücktreten  der 
Kanten  in  beiden  Zeichnungen  unbestimmt  gelassen  wird ,  Hesse  sich  ohne 
Bezugnahme  auf  den  eventuellen  Riss  1  oder  Riss  2  allgemein  wie  folgt  aus- 
sprechen. Hat  man  zwei  zusammengehörige  Risse  eines  Körpers  und  ist  in 
keinem  derselben  angedeutet,  was  den  abwechselnd  über  und  vor  den  Zeich- 
nungen anzunehmenden  zwei  Beobachtern  am  Körper  selbst  sichtbar  ist  oder 
nicht,  so  mus8  auf  eiuer  der  zwei  Zeichnungen  bemerkt  sein,  welche  von 
den  zwei  zulässigen  Seiten  derselben  dem  Beobachter  der  andern  Zeich- 
nung zugewendet  sein  soll  od6r,  was  das  Nämliche  sagt,  nach  welcher 
Richtung  in  der  ersten  Zeichnung  die  zugehörige  positive  Tafel  liegt.  Die 
Ebene  dieser  Zeichnung  ist  dann  als  Nebentafel,  die  der  andern  als 
Hanpttafel  zu  nehmen.  Ist  wenigstens  bei  einem  der  zwei  zusammen- 
gehörigen Risse  eines  Körpers  entsprechende  Rücksicht  auf  das  Ausziehen 
und  Pnnktiren  der  Kanten  genommen,  so  nimmt  man  die  Ebene  dieses  Ris- 
ses als  Haupttafel  und  die  des  andern  Risses  als  Nebentafel.  Durch  das 
Ausziehen  und  Punktiren  der  Kanten  im  erstgenannten  Riss  wird  zur  Ge- 
nüge bestimmt,  welche  Theile  des  andern  Risses  dem  Beobachter  der  Haupt- 
tafel näher  oder  entfernter  liegen  und  braucht  eine  weitere  Bestimmung  in 
dieser  Hinsicht  nicht  mehr  getroffen  zu  werden. 

Hinsichtlich  der  äussern  Ausstattung  des  Buches  wird  öfter  darüber 
geklagt,  dass  die  vielfachen  Abkürzungen  dem  Anfänger  das  Studium  des- 
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selben  sehr  erschweren.  Wenn  sich  nnn  auch  diese  Schwierigkeit  nach 
einiger  Zeit  hebt,  so  mnsp  trotzdem  die  Frage  zugelassen  werden,  ob  denn 
die  auf  diese  Art  erzielte  Preisermässigung  des  Buches  mit  der  Yermehrang 
der  Schwierigkeiten  seines  Lesens,  und  zwar  gerade  für  den  Anfänger,  in 
einem  richtigen  Verhältnisse  stehe,  und  ob  es  nicht  zweckmässiger  sei,  bei 
einer  spätem  Auflage  diesen  Klagen  durch  Beseitigung  der  Abkürzungen 
vorzubeugen. 

Schliesslich  soll  nur  noch  erwähnt  werden,  dass  das  Lehrbuch  allent- 
halben davon  Zeugniss  ablegt,  dass  es  auf  dem  Boden  einer  langen  Lehr- 
erfahrung  erwachsen  ist,  dass  es  gleichmässig  den  wissenschaftlichen  An- 
forderungen und  den  Ansprüchen  der  Praxis  zu  genügen  sucht  und  dass  es 
auf  klare  Weise  die  Bedeutung  darlegt;  welche  dieser  Lehrzweig  alsBildungs- 
mittel  für  die  Schule  und  als  Hilfswissenschaft  für  die  Technik  hat.  Wir 
wissen  aus  vielfältigen  Erfahrungen,  dass  sich  mit  dem  Lehrbuche  sehr  gute 
Resultate  erzielen  lassen  und  können  nur  wünschen,  dass  es  eine  recht 
grosse  Verbreitung  finden  möge. 

Nürnberg.  Dr.  Biehrinoer. 


Druckfehler  im  zweiten  Hefte. 

Seite  174  und  175  an  mehreren  Stellen  statt  „Punktenpaare"  lies  „Pnnktepaare". 

),  174  Zeile  4  u.  7  v.  n.  statt  „Mannichfaltigkeit"  lies  „Mannigfaltigkeit". 

„  175      „     3  V.  o.  statt  „bilden"  lies  „bildet". 

„  175     „     12  V.  o.  statt  „(ö,  b)  =  i?"  lies  „(rf,  b)  =  17". 

„  175     „     14  V  o.  statt  „a,"  lies  „«". 

„  175     „     16  V.  u.  statt  „Punkte"  lies  „Producte". 

„  175  letzte  Zeile  statt  „14"  lies  „146". 

„  176  Z.  7  y.  u.  statt  „dritten"  lies  „zweiten". 
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Nicolai  Copernici  Thorunensis 

de  revolutionibus  orbium  caelestium  libri  VI. 

Recudicuravit  Societas  Copernicana  Thorunensis. 


Der  19.  Februar  1873  ißt  ein  Gedenktag,  welchen  festlich  zu  begehen 
die  Culturvölker  der  ganzen  Erde  eine  hohe  Verpflichtung  haben;  es  fallt 
auf  diesen  Tag  die  vierte  Säculärfeier  der  Geburt  von  Nicolaus  Co- 
pernicus. 

Zur  Erinnerung  an  den  grossen  Mann  steht  bereits  seit  zwanzig  Jahren 
in  seiner  Geburtsstadt  ein  ehernes  Denkmal,  zu  welchem  selbst  ans  den 
fernsten  Gegenden  der  Erde  Beisteuern  hergesandt  worden  sind.  Für  das 
bevorstehende  Säcularfest  glaubt  der  unterzeichnete  Verein  die  angemes- 
senste Grundlage  zu  schaffen,  wenn  in  würdiger  Weise  das  Denkmal  er- 
neuert wird;  welches  Copernicus  sich  selbst  in  seinem  unsterblichen 
Werke  „de  revolutionibus  orbium  caelestium''*'  gesetzt  hat. 

Die  von  uns  beabsichtigte  Säcular- Ausgabe  des  bereits  selten  ge- 
wordenen Buches  —  welchem  die  unter  unmittelbarer  Inspiration  des  Co- 
pernicus entstandene  „narratio  prima**  des  Kh oticus  beigegeben  werden 
soll  —  wird  sich  in  Format  und  Einrichtung  des  Satzes  möglichst  genau  der 
ersten  1543  in  Nürnberg  erschienenen  Ausgabe  auschliesseu;  ip  Hinsicht  der 
äussern  Ausstattung  aber  den  Fortschritten  der  Typographie  entsprechend 
gehalten  werden.  Sie  wird  die  erste  sein,  welche  die  noch  vorhandene 
Originalhandschrift  des  Verfassers  diplomatisch  genau  wiedergiebt.  Auf 
hohe  Verwendung  des  Fürsten  Reichskanzlers  hat  sich  der  Graf  von 
Nostitz-Rieneck  geneigt  erklärt,  das  in  seiner  Familie  seil  langer  Zeit 
als  ein  kostbares  Erbe  aufbewahrte  Originalmanuscript  des  Werkes  einem 
Delegirten  des  unterzeichneten  Vereins  zur  Einsicht  und  Vergleichung  vor- 
legen zu  lassen.  Die  Revision  des  Textes  und  die  Ueberwachung  des 
Druckes  wird  durch  eine  Commission  von  Sachverständigen  besorgt. 

Diejenigen,  welche  geneigt  sein  sollten,  unser  Unternehmen  durch  Snb- 
scription  zu  unterstützen ,  bitten  wir,  ihre  Bestellungen  bis  spätestens  den 
1.  Juni  d.  J.  entweder  an  den  unterzeichneten  Verein  direct  oder  durch  die 
nächste  Buchhandlung  an  die  von  E.  Lambeck  in  Thorn  gelangen  zu  lassen. 

Bei  Preis  für  1  Exemplar  broch.  beträgt  6%  Thlr.  (20  Mark)  =  25  Frcs. 
=  1  L.  St.  Die  rechtzeitig  bestellten  Exemplare  werden  spätestens  im  Ja- 
nuar k.  J.  von  uns  abgesandt  werden,  so  dass  das  Werk  für  eine  etwa  zu 
veranstaltende  Säculärfeier  sich  vor  dem  19.  Februar  1873  in  den  Hän- 
den aller  Subscribenten  befinden  wird. 

Thorn,  den  19,  Februar  1872. 

'Der  Tox^mb 
des  CopemicBS-YereinB  für  Wissenschaft  und  Kunst. 

Dr.  L.  Prowe,  v.  Lossow,  Boethke,  Hagemann, 

Professor.         Königl.  Staatsanwalt.     Oberlehrer.   Stadtrath  u.  Syndicus. 
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Recensionen. 

Lehrbuch  der  mechaiuBchen  Wärmetheorie,  von  Charles  Briot.  Deutsch 
herausgegeben  von  Dr.  Heinrich  Weber.  Leipzig»  1871.  Verlag 
von  Leopold  Voss.    8^.    Preis :  1  Thlr.  28  Ngr. 

Die  mechanische  Theorie  der  Wärme  in  ihrer  heutigen  Verfassung  ist 
hauptsächlich  ein  Product  deutscher  Geistesarbeit;  dennoch  besitzen  wir  in 
unserer  Sprache  nur  wenige  zusammenhängende  Werke,  welche  geeignet 
sind  in  diese  Disciplin  einzuführen  und  eine  gewisse  Kenntniss  derselben 
zu  vermitteln.  Die  Arbeiten  von  Clausius,  welche  den  Grundstein  der 
Theorie  bilden,  sind  zwar  in  den  beiden  Bänden:  „Abhandlungen  über  die 
mechanische  Wärmetheorie,  von  K.  Clausius.  Braunschweig,  Vieweg" 
gesammelt;  sie  enthalten  aber  nur  die  mathematische  Theorie. 

6.  Zeuner's  treffliches  Werk:  „Grundzüge  der  mechanischen  Wärme- 
theorie", ist  speciellfür  Techniker  bestimmt  und  wendet  sich  daher  sehr  bald 
vorzugsweise  denjenigen  Theilen  der  Maschinenmechanik  zu,  die  auf  Grund 
der  neueren  Theorie  einer  andern  Behandlung  fähig  waren.  Die  physikali- 
schen Grundbedingungen  und.  Consequenzen  mussten,  dem  Zwecke  ent- 
sprechend, von  Zeuner  kürzer  behandelt  werden. 

Besonders  aber  fehlt  es  noch  heute  an  einem  Lehrbuch  oder  Compen- 
dinm  der  mechanischen  Wärmetheorie ,  welche  sowohl  die  experimentellen 
Grundlagen  dieser  Theorie,  welche  vorzugsweise  Engländer  und  Franzosen 
geliefert  haben,  als  auch  die  mathematische  Behandlung  und  theoretischen 
Consequenzen  umfasst,  die  vorzugsweise  von  deutschen  Forschern  und 
einigen  englischen  Physikern  gegeben  worden  sind. 

Zumal  die  französische,  aber  auch  die  englische  Literatur  enthält 
neuere  Werke,  welche  diesem  Mangel  entweder  vollständig  oder  theilweise 
abhelfen. 

Bei  uns  fehlt  es  zumal  an  einem  Buche,  welches  Dem,  der  diese  schöne 
Theorie   um   ihres  wissenschaftlichen  Werthes  willen  kennen  lernen  wilL 
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empfoblen  .werden  kann.  Wenn  der  junge  Stndirende,  sei  er  Mathematiker, 
Physiker  oder  Chemiker  —  und  für  diese  alle  ist  ja  die  mechanische  Wärme- 
tbeorie  eine  reiche  Fundgrübe  von  Kenntnissen  — ,  hierin  Studien  machen 
will,  so  muss  man  ihn  noch  immer  auf  die  Originalarbeiten  Terweisen.  — 
Jedenfalls  ist  aus  der  richtigen  Empfindung  dieses  Bedürfnisses  auch  eine 
deutsche  Herausgabe  des  Briot'schen  Werkes:  „Theorie  mecanique  de  la 
chaleur,    Paris,  1869.    Gauikier-Villars^'  hervorgegangen. 

Dieses  Buch  ist  entstanden  aus  Vorlesungen,  welche  der  Verfasserin 
den  Jahren  1867  und  1868  an  der  Sorbonne  gehalten  hat  Das  Werk  hat 
daher  besonders  den  Zweck,  Studirende  oder  Anfänger  in  mathematisch- 
physikalischen Wissenschaften  in  die  Lehren  dieser  Disciplin  einzuführen, 
diese  Lehre  sammt  ihrer  Begründung  deutlich  zu  machen  und  die  Anwend- 
barkeit derselben  in  den  Haupttheilen  der  Physik  nachzuweisen. 

Dass  dies  der  Zweck  des  Buches  ist,  lässt  sich  auch  aus  der  gesamni- 
ten  Anlage  und  Durchführung  desselben  erkennen. 

B  r  i  o  t  hat  mit  dem  Buche  jedenfalls  besonders  die  Studirenden  in  mitt- 
leren Semestern  im  Auge  gehabt,  denen  er  nicht  nur  die  Theorie  lehren, 
sondern  die  er  auch  soweit  in  dem  Gebiete  orientiren  will,  dass  er  ihnen  an 
der  Hand  der  Theorie  zeigen  kann,  welche  wichtigen  Resultate  sich  mit  dem 
neuen  Handwerkszeuge  gewinnen  lassen,  um  sie  schliesslich  so  weit  zu  füh- 
ren, dass  sie  im  Stande  sind,  an  die  selbstständige  Behandlung  ähnlicher 
Aufgaben  zu  gehen.  Zum  Verständniss  des  behandelten  Stoffes  wird  eine 
ziemlich  grosse  Geläufigkeit  in  dem  Gebrauche  der  Analysis  und  Kenntniss 
der  Grundlehren  der  analytischen  Mechanik  vorausgesetzt.  Der  experimen- 
telle Theil  der  mechanischen  Wärraetheorie  ist  dabei  gänzlich  weggelassen. 
Nur  vorübergehend  werden  berührt,  ohne  weiter  auf  dieselben  einzugehen, 
die  Versuche  von  Joule,  aus  denen  man  schliesst,  dass  die  innere  Energie 
eines  Gases  gleich  Null  ist,  dessen  Bestimmungen  des  mechanischen  Aequi- 
valentes  der  Wärme,  die  Versuche  Hirn's  über  diesen  Gegenstand  und  spä- 
terhin die  Experimente,  aus  denen  die  Grundformeln  der  Eiektrici tätsieh re 
abgeleitet  worden  sind.  Ebenso  wenig  finden  sich  Beschreibungen  der  Ver- 
suche, in  denen  Bestätigungen  der  Consequenzen  theoretischer  Betrach- 
tungen erkannt  werden  können. 

Der  Inhalt  des  Buches  gehört  also  der  mathematischen  Physik  an  und 
man  findet  in  demselben  nur  mathematische  Deductionen  und  theoretische 
Betrachtungen  über  die  physikalischen  Voraussetzungen  und  Consequenzen 
der  mechanischen  Anschauung  der  Wärme. 

Die  Anforderungen,  welche  an  ein  solches,  nicht  elementares  Lehrbuch 
zu  stellen  sind,  weichen  in  vielen  Beziehungen  von  denen  ab,  die  man  sonst 
an  ein  gutes  Buch  zu  machen  pflegt. 

Zunächst  muss  ein  solches  Werk  das  nöthige  Material  überhaupt  ent« 
halten,  mit  richtiger  Unterscheidung  und  Betonung  des  Wichtigeren  von 
dem  weniger  Wichtigen. 
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Die  mathematischen  Entwickelungen  müssen  die  gehörige  Ausführlich- 
keit, nnter  Einschaltung  nothwendiger  Nehenrechnungen,  besitzen,  um  für 
den  Yoransgesetzten  Stand  mathematischer  Kenntnisse  und  Uebung  ver- 
ständlich zu  bleiben;  dabei  aber  soll  alles  Unnöthige  weggelassen  werden, 
'was  die  Darstellung  breit  und  langweilig  machen  würde  oder  dem  Leser 
jede  selbstständige  geistige  Arbeit  ersparte. 

Besonders  müssen  in  solchen  Lehrbüchern  Formeln,  welche  früher  ge- 
funden worden  sind,  bei  einer  Wiederverwendung  derselben  entweder  noch- 
mals kurz  entwickelt  werden,  oder  es  muss  ein  genauer  Nachweis  des  Pa- 
ragraphen gegeben  sein,  in  welchem  sich  die  Ableitung  findet. 

Gerade  hierin  das  Richtige  zu  finden,  ist  recht  schwer.  Es  ist  aber  sicher 
eine  falsche  Vorstellung,  wenn  manche  mathematische  Schriftsteller  glau- 
ben, dass  möglichste  Kürze  und  die  Voraussetzung  von  möglichst  Vielem 
elegant  sei.  Jedenfalls  darf  in  Lehrbüchern  dem  Leser  nicht  selbstständige 
Arbeit  zugemuthet  werden,  die  über  die  Grenze  seines  Könnens  hinausgeht. 

Auch  eine  möglichst  durchsichtige  Gliederung  und  Disposition  des  Stof- 
fes ist  recht  wünschenswerth,  da  solche  Bücher  ja  weniger  cursorisch  durch- 
gelesen, als  durchgearbeitet,  durchgerechnet  werden  müssen,  wenn  sie  rech- 
ten Nutzen  bringen  sollen.  Bei  guter  Eintheilung  und  Scheidung  des 
Materials  ist  es  leicht,  auch  späterhin  Formeln  oder  Gesetze  wiederzu- 
finden, wenn  man  derselben  bedarf. 

Endlich  soll  ein  Lehrbuch  den  Gegenstand  insoweit  erschöpfend  be- 
handeln, dass  es  zunächst  dem  Anfänger  das  Studium  der  Originalabhand- 
lungen  erspart,  ihn  aber  so  weit  in  der  Wissenschaft  führt,  dass  er  auf  dem 
Gebiete  neu  hinzutretende  Abhandlungen  zu  verstehen  im  Stande  ist.  Für 
Den  aber,  der  sich  weiter  in  einzelne  Theile  vertiefen  will,  müssen  durch 
Gitate  überall  die  Quellen  angegeben  sein,  aus  welchen  der  Inhalt  des  Buches 
geflossen  und  au»  den  auch  weiterer  liath  zu  holen  ist. 

.    Betrachten  wir  nun,  inwiefern  das  vorliegende  Werk  den  ebengenann- 
ten Ansprüchen  genügt,  die  man  an  den  Inhalt  desselben  zu  stellen  hat. 

Das  Buch  umfasst  nicht  nur  die  mechanische  Wärmetheorie  als  solche, 
sondern  auch  ihre  Anwendung  auf  die  verschiedenen  Theile  der  Elektrici- 
tätslehre. 

Das  Ganze  zerfällt  in  zwei  Hälften:  die  eine  behandelt  die  mecha- 
nische Wärmetheorie  im  Besondern  und  besteht  aus  200  Seiten,  die  andere 
Hälfte  ist  der  Elektricitätslehre  gewidmet  und  umfasst  170  Seiten. 

Ais  Einleitung  werden  zuerst  auf  27  Seiten  die  allgemeinen  Be- 
wegungsgleichungen eines  Punktsystems  abgeleitet  und  discutirt.  Es  ent- 
hält dieser  Abschnitt  besonders  Hilfssätze  aus  der  analytischen  Mechauiki 
in  diejenige  Form  gebracht,  welche  für  die  mechanische  Wärraetheorie 
die  geeignetste  ist.  Gerade  hier  muss  eine  gewisse  Eleganz  der  Ab- 
leitung und  Präcision  des  Ausdrucks  anerkannt  werden.  Auffällig  aber 
bleibt  es,  dass  z.  B.  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  nach  Inhalt  und 
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Form  Yoransgesetzt  wird ,  während  die  gleich  elementaren  Sätze  über  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  und  die  Hauptsätze  über  die  Drehunga- 
momente  ausführlich  entwickelt  werden. 

Das  erste  Capitel,  die  „Thermodynamik**,  behandelt  den  ersten 
Hauptsatz;  es  beschäftigt  sich  also  vorzugsweise  mit  der  Aequivalenz  von 
Wärme  und  Arbeit  und  mit  der  Anwendung  dieses  Satzes  auf  vollkommene 
Gase. 

Im  zweiten  CapHel  wird  der  zweite  Hauptsatz  entwickelt.  Be- 
kanntlich ist  dies  der  schwierigste  Theil  der  Theorie.  Zur  Klarstellung 
desselben  wird  aber  nicht  das  geringste  Neue  hinzugetragen.  Ueberrascht 
wird  man,  wenn  der  Clausins'sche  Satz',  „dass  es  unmöglich  sei,  Wärme 
von  einem  kälteren  Körper  auf  einen  wärmeren  ohne  Aufwand  von  Arbeit 
zu  übertragen",  ein  experimenteller  genannt  wird.  Es  wäre  ein  grosser 
Fortschritt,  wenn. man  ein  bestimmtes  Experiment  hätte,  durch  welches 
dieser  Satz  sich  streng  beweisen  liesse;  wir  sehen  ihn  jetzt  nur  als  Aus- 
druck eines  Gesetzes  an,  welches  man  in  den  Erscheinungen  meint  erken- 
nen zu  müssen.  Auch  pflichten  wir  Briot  gar  nicht  bei,  wenn  er  am 
Schlüsse  dieses  Capitels  meint;  sich  in  einem  Lehrbuche  eines  solchen  Ver- 
gleiches zur  VeranschaulichuDg  des  zweiten  Hauptsatzes  entschlagen  su 
können,  wie  derselbe  unvollkommen  von  Carnot  und  äusserst  deckend 
später  von  Zenner  gegeben  worden  ist.  Diesen  zweiten  Hauptsatz  An- 
fängern auch  nur  einleuchtend  zu  machen,  ist  äusserst  schwer,  und  Briot's 
Ausspruch':  y,Mais  aujourd'hui  ces  comparaisons  ri'off'reni  plus  aucun  avaniage^*, 
ist  entschieden  unrichtig. 

Im  dritten  Capitel  wird  als  Beispiel  zum  Vorhergehenden  die 
Theorie  der  calorischen  Maschinen  (ohne  Dampf)  behandelt.  Daran  schlies- 
sen  sich  im  vierten  Capitel  Untersuchungen  über  die  Dämpfe  und  als 
Anwendung  dazu  im  fünften  die  Theorie  der  Dampfmaschinen. 

Diese  letzten  Capitel  haben  nur  untergeordnetes  physikalisches  In- 
teresse und  sind  lediglich  durch  ihre  Beziehungen  zur  Technik  wichtig. 

Im  sechsten  Capite]  findet  man  die  Formeln  über  den  Ausfloss 
tropfbarer  und  elastischer  Flüssigkeiten  entwickelt  und  als  Anwendung 
dazu  den  Giffard^sched  Injcctor.  Dasselbe  ist  einfach  aus  Zeuner  ab- 
geschrieben. 

Sehr  kurz  betrachtet  das  siebente  Cap.itel  die  Abhängigkeit  der 
Schmelztemperatur  vom  Druck  und  das  achte  die  allgemeinen  Znstands- 
änderungen  der  Körper,  also  besonders  die  Beziehungen  zwischen  ther- 
mischer Ausdehnung  und  Compressionscoefficient. 

Das  neunte  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  Krön  ig  Clansius- 
schen  Gastheorie;  auch  ist  die  von  dem  Letzteren  gegebene  Hypothese  über 
die  Dampf  bildung  zugefügt  und  einige  Gesetze  der  chemischen  Verbindun- 
gen der  Gase,  die  sich  mit  Hilfe  der  mechanischen  Wärmetheorie  einfach 
behandeln  lassen. 
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Man  vermisst  in  diesen  letzten  Abschnitten  die  allgemeinen  Betrach- 
tangen über  die  Aggregatzastände,  die  Clausius  gegeben  hat,  die  ein- 
fache Erklärung  der  Volumenänderung  bei  Temperaturänderungen  und 
Aehnliches.  Auch  die  eingehendere  Besprechung  der  Gesetze  der  Ver- 
bindungswärmen  und  hierher  gehörende  thermochemische  Betrachtungen 
wäre  wünschenswerth  gewesen. 

Auf  das  eigentliche  Wesen  der  Wärme  ist  überhaupt  nirgends  ein- 
gegangen; beiläufig  erwähnt,  findet  man  S.  3,  dass  Wärme  eine  Molecular- 
bewegung  sei ,  und  S.  25  einige  Worte  über  Wärmeleitnng  und  Strahlung» 
Auch  im  zweiten  Theile  wird  hierüber  nicht  mehr  gegeben. 

Der  zweite  Theil  ist  in  vielen  Beziehungen  mehr  gelungen  und  auch 
selbstständiger,  als  der  erste.  Er  steht  mit  dem  ersten  nur  in  lockerer  Ver- 
bindung, denn  es  sind  nicht  lediglich  diejenigen  Theile  der  Elektricitätslehre 
behandelt,  welche  mit  der  mechanischen  Wärmetheorie  in  Zusammenhang 
stehen ;  doch  ist  andererseits  auch  keine  Vollständigkeit  angestrebt. 

Das  erste  Capitel  der  zweiten  Hälfte  betrachtet  die  Fotectialfune- 
tion  und  das  Potential,  nnd  als  Anwendung  ziemlich  dürftig  die  einfachen 
Aufgaben  der  Vertheilung  der  Elektricität  auf  Kugel  und  EUipsoid. 

Das  zweite  Capitel  beschäftigt  sich  in  der  gewöhnlichen  Weise  mit 
der  Formel  von  Green.  Originell  ist  uns  die.Ableitung  der  zwölf  Theoreme 
aus  dem  Green^schen  Satze  erschienen,  welche  sich  mit  der  Vertheilung 
der  Elektricität  auf  Leitern  beschäftigen.  Zuletzt  ist  Einiges  über  Influenz 
zugefügt. 

Im  dritten  Capitel  wird  die  Arbeit  der  elektrischen  Kräfte  definirt, 
der  Begriff  der  elektrischen  Energie  eingeführt;  als  Anwendung  dient  die 
Theorie  der  Leydener  Flaschen  und  Batterien. 

Besonders  interessant  ist  das  vierte  Capitel,  welches  sehr  einfach 
zeigt,  wie  die  Franklin 'sehe  Annahme  eines  einzigen  elektrischen  Flui* 
dnms  schliesslich  unter  gewissen  plausiblen  Voraussetzungen  zu  denselben 
Formeln  führt,  wie  die  gewöhnlich  statuirte  Hypothese  zweier  Fluida.    . 

Das  fünfte  Capitel  behandelt  die  strömende  Elektricität  und  die 
Arbeitsleistungen  de»  Stromes,  also  das  Joule 'sehe  Gesetz. 

Das  sechste  Capitel  giebt  in  ähnlicher  Weise  die  thermoelektri- 
schen,  das  sie  beute  die  elektrochemischen  Erscheinungen  und  die  Theorie 
der  Säulen. 

Die  Elektrodynamik  umfasst  das  achte  und  neunte  Capitel,  giebt 
aber  auf  ungefähr  37  Seiten  fast  nur  die  gewöhnlichen  Formeln  von  Am- 
pere; nur  zum  Schlüsse  werden  die  Arbeitsformeln  angefügt,  welche  ein- 
zig mit  der  Wärmetheorie  in  entfernter  Beziehung  stehen. 

Ausgehend  vom  Weber 'sehen  Grundgesetz  werden  endlich  in  zum 
Theil  recht  schwerfälligen  Entwickelungen  die  Inductionsformoln  abgeleitet 
und  am  Schlüsse  des  Buches  der  Nutzeffect  elektrischer  und  elektromagne- 
tischer Maschinen  berechnet.  ^.g.^.^^^  ^^  GoOgle 
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Dies  der  reiche  Inhalt  des  Baches. 

Man  erkennt  leicht  aus  der  gegebenen  Uebersicht  des  Inhalts,  dass  der 
Titel :  „Lehrbuch  der  mechanischen  Wärmetheorie"  nach  zwei  Richtangen 
nicht  zutreffend  ist;  denn  einerseits  sind  die  experimentellen  Theile  der 
mechanischen  Wärmetheorie  gar  njcht,  die  theoretischen  Theile  nicht  yoU- 
ständig  darin  enthalten;  andererseits,  enthält  dasselbe,  besonders  iai  zweiten 
Theile,  Vieles,  was  mit  der  mechanischen  Wärmetheorie  in  keiner  Be- 
ziehung steht. 

Man  sieht  auch  dem  Inhalte  des  Buches  an,  wie  es  entstanden  ist. 
Briet  hat  wahrscheinlich  zwei  sich  folgende  Curse  mathematisch -physi- 
kalischer Vorlesungen  gehalten.  Im  ersten  ist  die  mechanische  Wärme- 
theorie, im  zweiten  sind  einige  Hauptcapitel  aus  derElektricitätslehre  behan- 
delt worden,  wobei  hauptsächlich  auf  die  Anwendbarkeit  früher  behandelter 
Formeln  und  Begriffe  Rücksicht  genommen  worden  ist. 

Die  ebengenannte  Entstehungsweise  macht  es  auch  erklärlich,  daas  der 
Verfasser  in  so  vielen  Theilen  sichtlich  abhängig  geblieben  ist  von  den  Ar- 
beiten Anderer,  die  er  benutzt  hat. 

In  der  Behandlung  des  Stoffes  dürfte  in  der  Hauptsache  das  Richtige 
getroffen  sein,  denn  der  eingeschlagene  Weg  und  die  Darstellung  ist  in  der 
That  geeignet,  in  das  Wesen  der  mechanischen  Wärmetheorie  einzuführen 
und  die  Hauptsätze  und  Folgerungen  derselben  anschaulich  zu  machen. 

Auch  in  diesem  Buche  aber  ist  uns  eine  Schwäche  dieser  Disciplin  der 
mathematisclien  Physik  auf's  Neue  entgegengetreten.  Selbst  in  den  besten 
Arbeiten  über  mechanische  Wärmetheorie  erscheinen  die  Resultate  ofl,  als 
wären  sie  nur  zufällig  durch  mathematische  Kunstgriffe  gewonnen,  nicht 
aber  folgen  dieselben  organisch  aas  durchsichtigen,  allgemein  anwendbaren 
Entwickelungen.  Ueber  diese  Schwierigkeit  hat  sich  auch  Briet  nicht  er- 
heben können.  An  manchen  Stellen  sind  nfxB  Ungleichmässigkeiten  anf- 
gefallen,  von  denen  wir  einige  erwähnen  wollen. 

In  der  Besprechung  des  Wat tischen  Dampfraantels  findet  sich  sogar 
sowohl  im  französischen  Original  S.  118  etc.,  als  auch  in  der  Uebersetzang 
S.  125  ein  Fehler.  Briot  giebt  nämlich  an,  es  würclen  beim  Watt* sehen 
Dampfmantet  die  Feuergase  um  den  Cylinder  geführt,  während  schon  der 
Name  genügend  andeutet,  dass  man  nur  frisch  gebildeten  Dampf  durch  den 
Mantel  führt.  Trotzdem  behandelt  aber  Briot  das  Problem  ganz  einseitig, 
als  ob  dann  der  Dampf  nur  airf  dem  Sättigungspunkte  erhalten  wurde,  wäh- 
rend man  es  in  dem  von  ihm  fälschlich  als  „DampfmanteT'  behandelten 
Falle  im  Allgemeinen  mit  überhitztem  Dampfe  zu  tbun  haben  würde.  Aach 
dorn  Uebcrsetzer  scheint  das  Fehlerhafte  der  Briot'schen  Angabe  nicht 
bekannt  gewesen  zu  sein  und  Beide  scheinen  die  schöne  Arbeit  Hirn 's: 
yySur  Cutilile  des  enveloppes  a  vapeur^'j  Bullelin  eic,  de  Mulhouse,  Nr.  133,  ans 
clor  Vcrdet  geschöpft  (von  dem  Briot  vom  Dampfmantel  gehört  hat),  nicht 
gekannt  zu  haben. 
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Es  lässt  sich  vielleicht  streiten,  ob  es  nöthig  sei,  den  Satz  vom  integri- 
renden  Factor  bei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  abzuleiten, 
wenn  die  Formeln  der  Mechanik  zum  grössten  Theile  vorausgesetzt  werden, 
obgleich  meist  ein  vollständiger  Cursus  der  Analjsis  dem  der  analytischen 
Mechanik  vorauszugehen  pflegt;  an  manchen  Stellen  liegen  wirkliche  Miss- 
griffe vor,  wenn  man  den  Stand  von  Kenntnissen  im  Auge  behält,  für  wel- 
chen das  Buch  berechnet  scheint. 

Es  ist  sicher  für  den  Anfänger  nicht  leicht,  einzusehen,  dass  der  Zu- 
stand eines  Körpers  von  seiner  wirklichen  und  seiner  potentiellen  Energie 
abhängt,  wie. dies  S.  32 '^  AI.  4  v.  o.  angenommen  wird. 

S.  25  Nr.  22  wird  plötzlich  der  Ausdruck  ,,calorische  Energie"  ein- 
geführt, ohne  irgendwelche  Erläuterung  für  denselben  zu  geben;  die  Be- 
deutung desselben  wird  erst  viel  später  aus  dem  Zusammenhange  klar. 

Auf  S.  86  AI.  10  V.  0.  wird  aus  dem  zweiten  Hauptsatze 

die  Formel  ^ 

abgeleitet,  worin  M  das  Gewicht  des  in  einer  calorischen  Maschine  enthal- 
tenen Gases  bedeutet.  Jedenfalls  wäre  die  Nothwendigkeit  der  Einführung 
des  Gewichts  mit  einigen  Worten  zu  begründen  gewesen. 

Ebenso  ist  der  Ausdruck  S.  103  AI.  12  v.o.:  ,,Da  ferner  das  specifische 
Volumen  u  der  Flüssigkeit  als  constant  angesehen  werden  darf"  etc.,  nicht 
correct,  da  u  eine  Function  von  /  ist.  Es  hätte  vielmehr  gesagt  werden 
sollen:  Da  die  Aenderung  des  specifischen  Volumens  u  der  Flüssigkeit, 
verglichen  mit  der  Aenderung  des  specifischen  Volumens  u  des  Dampfes, 

sehr  klein  ist,  kann  —  ohne  merklichen  Fehler  gegen  —  vernachlässigt 

werden.  Im  französischen  Original  heisst  es  übrigens  S.  98  AI.  5  v.  u.  vor- 
sichtiger: „D'aiileurs  le  volume  specifique  u  du  liquide  est  sensiblemenl  con- 
stani"  etc. 

Ferner  ist  es  für  ein  Lehrbuch  nicht  zu  billigen ,  wenn  S.  106  aus  der 
allgemeinen  Gleichung  ,^  ,.  .  ,   , 

ohne  Weiteres  die  specielle  Forme>  für  gesättigten  Dampf: 

hingeschrieben  wird,  ohne  dass  auch  nur  gesagt  wird,  dass  c  und  /'die 
entsprechenden  Werthe  von  c  und  von  /  für  Dampf  sind  und  warum  dv  =  du 
wird. 

Auch  wäre  es  wohl  am  Platze  gewesen,  bei  Erwähnung  des  Satzes 
S.  106  AI.  5  V.  o. :  „Wenn  die  Temperatur  grösser  wird ,  so  nimmt  das  spe- 
cifische Volumen  des  gesättigten  Dampfes  ab  und  folglich  ist  die  Derivirte 


*  Die  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  deutsche  Ausgabe. 
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■—  negativ",  dies  kurz  durch  Hinweis  auf  Formel  8)  S.  103  oder  durch  Er- 
innerung an  die  Zunahme  der  Sättigungscapacität  zu  begründen. 

Der  Uebergang  von  der  strengen  Formel  für  die  innere  Energie  ü 
eines  Flüssigkeits-  und  Dampfgemiscbes  zu  der  Näher ungs form el  (S.  112 
AI.  10  V.  u.)  dadurch,  dass  man  C  für  den  Coefficienten  m  und  u^  fSr  u 
setzt ,  hätte  ebenfalls  einiger  Ausführung  bedurft ;  denn  dass  in 

worin  C  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  und 

ist ,  ,,der  Coefficient  m  für  die  Flüssigkeit  sehr  wenig  von  der  specifischen 
Wärme  unter  constantem  Drticke  verschieden  ist,  weil  die  Zusammendrück- 
barkeit  sehr  gering  ist",  dürfte  nicht  Jedem  so  leicht  ersichtlich  sein.  Was 
endlich  die  Rankine 'sehe  Formel  14)  S.  79 

0  =  ^.^-7^ 
dT 

in  dieser  Gestalt  Besonderes  enthalten  soll,  ist  uns  nicht  deutlich  geworden. 

Auch  im  zweiten  Theile  finden  sich  ähnliche  Unzuträglichkeiten,  die 
zwar  nicht  in  einer  wissenschaftlichen  Abhandlung,  wohl  aber  in  einem 
Lehrbuche  zu  rügen  sind. 

So  z.  B.  heisst  es  S.  354:  „dann  wird  die  Gleichung  8) 

.       .  di 

und  das  in  eine  Reihe  entwickelte  Integral  ist: 

Es  wird  also  Formel  9)  eine  Integration  der  obigen  Differentialgleiahung  ge- 
nannt, während  es  doch  lediglich  eine  Reihenentwickelung  durch  succes- 
sive  Differentiation  und  Substitution  von  t  ist.  Das  Integral  der  »bigen  Dif- 
ferentialgleichung ist  leicht  herzustellen  und  lautet  (Schlömilch,  Com- 
pendium  d.  höh.  Analjsis,  Bd.  I  §  105) : 


ConsL  + 


i/;-..e^d| 


und  dies  würde  nicht  vorstehende  Reihenentwickelung  9)  geben. 

Ebenso   werden  auf  gleiche  Weise   auf  der  nächsten  Seite  aus  den 
Gleichungen 

'dt       k'  '  dl 

dt       A''dr  ■•"••• 


.           .      .       iw    di      W   dt 
12)           .  =  „__.___._, 

die  Gleichungen 

.    .      .       2»    di,       W    dt",  , 
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gefolgert  und  ein  Integral  genannt,  ohne  jede  Erläuterung,  jeden  Nach- 
weis der  Znlässigkeit  und  Convergenz  der  Reihenentwickelnng. 

Dergleichen  ist  in  einem  Lehrbnche,  welches  für  Anfänger  bestimmt 
ist,  nicht  gestattet. 

Wir  kommen  nun  zur  Besprechung  eines  viel  schlimmem  Theiles, 
nämlich  zur  Untersuchung  darüber,  inwieweit  das  Buch  selbstständig  ist 
und  inwieweit  nicht. 

An  sich  kann  man  allerdings  von  einem  Lehrbuche  nicht  verlangen 
und  erwarten,  dass  es  durchgängig  auch  nur  der  Form  nach  neu  sei;  wohl 
aber  kann  man  verlangen,  dass  an  den  Stellen,  an  welchen  eine  unmittel- 
bare Benutzung  anderer  Lehrbücher  stattgefunden  hat,  dies  wenigstens 
erwähnt  sei.  Ueberhaupt  ist  es  mindestens  gerecht,  anzuführen,  von  wel- 
chen Gelehrten  zuerst  die  einzelnen  Sätze  gefunden  worden  sind,  abgesehen 
davon,  dass  dem  Anfänger  durch  das  Nichtcitiren  der  Quollen  jede  Mög- 
lichkeit genommen  wird ,  sich  weiter  über  den  Gegenstand  zu  unterrichten, 
wenn  ihm  das  im  Lehrbuch  Gegebene  nicht  genügt. 

Dass  in  diesem  Punkte  die  französischen  Gelehrten  überhaupt  ein 
etwas  weites  Gewissen  haben,  ist  zur  Genüge  bekannt;  besonders  aber  steht 
Briot  in  dieser  Hinsicht  nicht  im  besten  Rufe.  Schon  in  seinen  y,Essais 
sur  la  iheorie  maihematique  de  la  lumiere^^  ist  die  Arbeit  Broch's  in  Do  ve's 
Repertorium  in  bedenklicher  Weise  benutzt,  ohne  dass  es  der  Verfasser  für 
nöthig  fand ,  dem  fremden  Eigenthumsanspruch  auch  nur  durch  Nennung 
der  Quelle  gerecht  zu  werden. 

Auch  in  der  vorliegenden  mechanischen  Wärmetheorie  muss  Aehn* 
liches  constatirt  werden. 

Nicht  nur  die  Sätze  über  den  Ausfluss  der  Flüssigkeiten  hat  Briot 
Zeuner*B  Grundzügen  der  mechanischen  Wärmetheorie  (2.  Aufl.  Leipzig, 
1866)  entnommen,  sondern  das  betreffende  Capitel  VI  ist  ein  Auszug  des 
Zeun  er 'sehen,  sogar  die  numerischen  Beispiele  sind  dieselben  geblieben. 

Briot  sagt  hierüber  in  der  Vorrede:  „Dans  le  chapUre  relatif  ä  fecoule- 
ment  des  fluides,  fai  faii  des  etnprunts  au  livre  de  M,  Zeuner,  oü  cetle  questian  est 
iraüee  avec  deiail,^^ 

Schon  ein  sehr  oberflächlicher  Vergleich  des  Briot 'sehen  Buches  mit 
dem  Zeuner 'sehen  zeigt,  dass  der  deutsche  Verfasser  von  dem  französi- 
schen weidlich  ausgebeutet  worden  ist.  Um  auf  Einiges  aufmerksam  zu 
machen,  sei  erwähnt,  dass  ausserhalb  des  Capitels  VI  z.  B.  die  Figur  23 
S.  116  eine  verschlechterte  Copie  der  Zeuner 'sehen  Fig.  48  S.  453,  Fig.  24 
S.  119  Copie  von  Zeuner  Fig.  51  S.475,  Briot  Fig.  31  S.  150  Copie  von 
Zeuner  Fig.  41  S.  391  ist. 

Im  zweiten  Theile,  der  von  der  Elektricitätslehre  handelt,  sind  nicht 
nur  Clausius  „Abhandlungen",  sondern  auch  dessen  Schrift:  „Die  Po- 
tentialfunction  und  das  Potential",  und  ferner  Beer 's  „Einleitung  in  die 
Elektrostatik,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik"  die^ 
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HauptoDterlagen  gewesen.  Die  deutsche  Literatar  scheint  sonst  dem  Ver- 
fasser gar  nicht  oder  nur  höchst  dürftig  ans  Anszügen  bekannt  gewesen  so 
sein,  sonst  hätte  er  gewiss  von  den  Arbeiten  Dirichlet*s,  Kirchhoff 's  , 
Neamann's  ausgedehnten  Gebranch  gemacht  und  wäre  damit  auch  der 
physikalischen  Bedeutung  der  Formeln  neben  deren  mathematischer  Ent- 
Wickelung  etwas  gerechter  geworden. 

Meistentheils  scheint  der  Verfasser  übrigens  aus  anderen  Lehrbüchern 
oder  Vorlesungen  geschöpft  zu  haben ,  ohne  sich  die  Mühe  genommen  zu 
haben ,  auf  die  Quellen  selbst  zurückzugehen.  Zumal  der  Einfloss  der  Vor- 
lesungen von  Verdet  lässt  sich  an  vielen  Stellen  erkennen.  Es  hat  ans 
sogar  scheinen  wollen,  als  ob  Briot  die  Behandlung  vieler  Theile  sogar 
nur  ans  dieser  Quelle  kenne,  dass  ihm  dagegen  die  Quellenliteratnr  über- 
haupt unbekannt  geblieben  ist.  Besonders  die  Behandlung  der  Gasmaschinen 
im  Allgemeinen  und  die  der  Maschinen  von  Stirling,  Ericsson  im  Be- 
sondern und  ebenso  die  Besprechung  der  verschiedenen  Verbesserungsvor- 
schläge an  Dampfmaschinen  sind  so  wesentlich  dieselben  geblieben,  wie 
sie  Verdet  gegeben  hat,  dass  wir  fast  zweifeln,  ob  Briot  gewusst  hat, 
dass  diese  Partien  den  Werken  Kankine's  entnommen  waren,  und  ob  er 
diese  selbst  studirt  hat. 

Auch  in  der  Anordnung  de»  ganzen  Werkes  ist  die  Disposition  der 
Verde t'schen  Vorlesungen  beibehalten.  Der  Rest  des  wirklich  Eigen- 
thümlichen  in  Briefs  Werk  ist  also,  wie  man  nach  dem  Angeführten 
leicht  ermessen  kann ,  nicht  sehr  bedeutend.  Dass  übrigens  in  dem  Nicht- 
citiren  deutscher  Autoren  eine  gewisse  böswillige  Absichtlichkeit  liegt,  ist 
kaum  zu  verkennen,  da  Briot  seine  Landsleute  (Verdet  ausgenommen) 
viel  öfter  anführt,  selbst  wenn  es  sich  nur  um  höchst  untergeordnete  Ab- 
änderungen analytischer  Entwickelungen  bandelt.  Hier  trifft  übrigens  auch 
den  deutschen  Herausgeber  ein  Vorwurf;  dessen  Pflicht  wäre  es  gewesen, 
die  Rechte  Anderer,  besonders  seiner  deutschen  Fachgenossen ,  zu  wahren 
und  durch  Zufügung  der  im  französischen  Original  fehlenden  Citate  und 
Hinweise  das  Eigenthümliche  von  dem  Geborgten  zu  trennen.  Nur  an  ganz 
wenigen  Stellen,  nämlich  bezüglich  der  integrirenden  Function,  hat  Weber 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Bezeichnung:  „Integrirender  Divi- 
sor" von  Zeuner  herrühre.  Sonst  ist  in  der  deutschen  Ausgabe  höchstens 
an  den  Stellen ,  an  denen  bei  einer  Formel  der  Name  des  Entdeckers  ge- 
nannt war,  durch  ein  Citat  die, Seitenzahl  der  Quellen  neu  zugefügt  wor- 
den. In  den  vielen  Fällen,  in  denen  Briot  unterlassen  hat,  die  Quellen  zu 
nennen,  findet  sich  auch  in  der  deutschen  Ausgabe  keine  Notiz. 

Der  deutsche  Herausgeber  hat  Neues  zu  dem  Werke  durchaus  nicht 
zugetragen,  Kritik  oder  Veränderungen  sich  nicht  gestattet.  Das  Buch  ist 
eben  nur  eine  Uebersetzung  des  französischen.  Das  Verdienst  Weber*» 
besteht  darin ,  eine  ziemlich  correcte  Uebersetzung  geliefert  zu  haben. 
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Einige  kleine  Uncleutlichkeiten  sind  aber  doch  nntergelaufen.  So  heisst 
es  z,  B.  in  der  Webe  raschen  Uebersetzung  S.  273  AI.  8  v.  u.:  „Betrachten 
wir  jetzt  einen  dauernden  Strom  in  einem  Drahte  von  überall  gleichein 
Querschnitte,  welcher  einen  Kreis  mit  dem  Radius  L  bildet;  die  elektrische 
Masse  befindet  sich  dann  in  einer  kreisförmigen  und  gleichförmigen  Be- 
wegung, deren  Beschleunigung  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  und  gleich 

--  ist**  etc.    Worauf  sich  „ein  Kreis"  bezieht,  ob  auf  den  Strom  oder  den 

Li 

Draht,  ist  nicht  zu  erkennen;  ebenso  gut  könnte  eine  kreisförmige  Be- 
wegung senkrecht  zur  Axe  des  Drahtes  gemeint  sein,  ähnlich  den  £lemen- 
tarströmen  in  Magneten,  als  Das,  was  der  Verfasser  will,  nämlich  eine 
Fortbewegung  der  Elektricitätsmassen  in  einem  Drahte,  dessen  Figur  ein 
Kreis  ist.  Im  Original  heisst  es  S.  257  weniger  undeutlich :  ^^Considerons 
maintenanl  im  courant  permanent  dans  un  fii  d'egale  section  et  dispose  suivant  un 
eercle  de  rayon  L ;  la  masse  eleclrigue  in  est  animee  d'un  mouvemenl  circülaire 

u* 
est  uniforme,  dont  Vacceleration  est  dirigee  vers  le  centre  et  V egale  «  r=r"  etc. 

Li 

Hier  wäre  es  Pflicht  des  Uebersetzers  gewesen,  durch  präcisere  Fassung 
förderlich  einzuwirken. 

Unklarheit  wird  aber  erst  in  die  deutsche  Ausgabe  hineingetragen, 
wenn  der  Uebersetzer  in  Nr.  285,  S.  3öO  AI.  7  v.  o.,  sagt:  „Es  seien  v  und  v 
die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  M  und  iW'  auf  den  Leitern,  t/;  der  Win- 
kel zwischen  der  Geschwindigkeit  u  und  der  Richtung  MM\  i\f  der  Winkel 
zwischen  der  Geschwindigkeit  v  und  der  Richtung  M'M  (Fig.  83)*',  während 
es  im  Original  deutlich  genug  heisst  S.  341  AI.  12  v.  o. :  ^^Appelons  v  et  V 
les  vitesses  des  points  M  et  M.'  des  conducteurs"^  eic.  Es  soll  dies  bedeuten, 
dass  die  Leiter  sammt  den  auf  ihnen  befindlichen  Elektricitätstheilen  sich 
mit  der  Geschwindigkeit  v  und  v'  bewegen ,  während  es  in  der  Uebersetz- 
ung  vielmehr  so  zu  verstehen  ist,  als  ob  sich  M  und  M'  längs  der  Leiter  mit 
V  und  v  bewegten. 

Verbessernd  ist  der  Uebersetzer  an  einer  Stelle  in  dem  bedenklichen 
Capitel  eingetreten,  welches  vom  Watt* sehen  Dampfmantol  handelt.  Der 
Satz  Briefs  (S.  120  AI.  9  v.  u.) :  „mais  avec  la  mime  depense  de  combustible^ 
le  travail  a  ele  augmente  de  ^^  de  sa  valeur,  et  le  Corps  de  pompe  a  ete  debar- 
rasse  de  Veaii  de  condens(Uion'\  ist  übersetzt  S.  127  AI.  9  v.  o. :  „und  bei  dem- 
selben Aufwände  an  Bronnmaterial  wird  die  Arbeit  um  ^*j  von  seinem  (soll 
wohl  heissen  „ihrem")  Werthe  vergrössert  und  der  Cylinderraum  wird  vom 
CondensAtionswasser  frei  erhalten**. 

Ausstattung  and  Druck*  des  Buches  sind  sehr  correct  und  gereichen  der 
Verlagshandlang  zur  Ehre. 


du  du  du     du 

*  o. 340  AI.  8  V.  u.  iDuss  es  heissen:  t"^=:w.t'  statt  j~i  = -r  ,   in  der  Ueber- 

a  t  äs  dt     as ' 

Schrift  von  S.  337:  „Elektrodynamik**  statt  „Elektrostatik'*. 
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Wenn  wir  nun  unsere  Erfahrnngen  über  das  Bncb  in  ein  Gesammt- 
nrtheil  zusammenfassen)  so  muss  man  sagen,  dass  jedes  neue,  rein  vissen- 
schaftliche  Lehrbuch  der  mechanischen  Wärmetheorie,  welches  geeignet 
ist,  den  Anfänger  in  diese  Disciplin  einzuführen,  willkommen  zu  beissen  ist 

In  diesem  Sinne  ist  auch  das  Briot'sche  Werk  eine  Bereicherung 
unserer  Literatur  insofern,  als  es  einem  thatsächlichen  Bedürfnisse  tbeil- 
weise  Abhilfe  gewährt. 

Dagegen  muss  aber  auch  constatirt  werden,  dass  das  Buch  äusserst 
wenig  Selbstständiges  besitzt,  zur  Förderung  des  wissenschaftlichen  Stan- 
des der  mechanischen  Wärmetheorie  so  gut  wie  gar  nichts  beigetragen  hat. 
Durch  Nichtanführen  der  Quellen  sucht  sich  das  Werk  den  Schein  der 
Originalität  zu  geben. 

Jedenfalls  ist  es  höchst  wünschenswerth ,  dass  diese  Arbeit  bald  durch 
Besseres  ersetzt  werde  und  dass  dann  auch  den  Errungenschaften  dentscben 
Geistes  mehr  Gerechtigkeit  geschieht,  als  durch  Briot  und  seinen  lieber- 
setzer. 

Chemnitz.  Dr.  Richard  Rühlmann. 


Handbuch  der  theoretischen  Physik,  von  W.  Thomson  und  P.  6.  Tait. 

Autorisirte  deutsche  Uebersetzung  von  Dr.  H.  Helmholtz  und  G. 

Wertheim.    1.  Bd.  1.  Theil.  .Braunschweig,  Friedrich  Vieweg  und 

Sohn.  1871. 
Das  vorliegende  Werk,  das  durch  seine  Verfasser  die  Gediegenheit 
seines  Inhalts  schon  im  Voraus  bekundet,  hilft  einem  tiefgefühlten  Bedürf- 
niss  nicht  blos  der  deutschen ,  sondern  der  physikalischen  Literatur  über- 
haupt ab.  Das  ganze  Werk  soll  in  vier  Bänden  erscheinen  und  hat  den 
Zweck,  „einen  einigermassen  vollständigen  Bericht  über  die  jetzt  bekann- 
ten Resultate  der  „,, natural  Philosophie*'*'  in  einer  dem  nicht  mathemati- 
schen Leser  verständlichen  Sprache  zu  geben,  und  denen,  welche  des 
Privilegiums  tieferer  mathematischer  Kenntnisse  theilhaftig  sind,  einen  zu- 
sammenhängenden Umriss  der  analytischen  Processe  zu  liefern,  durch 
welche  die  meisten  jener  Resultate  auch  in  Gebiete  ausgedehnt  worden  sind, 
deren  die  experimentelle  Untersuchung  sich  noch  nicht  hat  bemächtigen 
können''.  Dieser  doppelte  Zweck  wird  zu  erreichen  gesucht,  indem  der 
streng  mathematische  Theil  der  Schrift  durch  kleineren, Druck  von  dem 
übrigen  Inhalte  gesondert  wird.  Der  englische  Ursprung  des  Werkes  hat 
bewirkt,  dass  eine  grosse  Anzahl  englischer  Kunstausdrücke  mit  in  die 
deutsche  Sprache  herübergenommen  werden  musste;  ein  Verzeichniss  der- 
selben auf  der  ersten  Seite  des  Werkes  macht  aber  deren  Verständniss 
leicht. 

Der  vorliegende  erste  Theil  des  ersten  Bandes  behandelt  in  einem  ein- 
leitenden Capitel  die  Kinematik  oder  geometrische  Bewegungslehre  (Pho- 
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roDOxnie)  und  darin  mit  besonderer  Ausführlichkeit  die  Schwingnngs  -  oder, 
wie  sie  hier  genannt  sind ,  harmonischen  Bewegungen ,  wodurch  der  Weg 
zu  den  Fourie raschen  Reihen  gebahnt  ist,  die  auf  sehr  geschmackvolle 
Weise  dargestellt  werden.  Ziemlich  ausführlich  findet  sich  ferner  in  diesem 
Capitel  die  Theorie  der  Krümmung  und  äer  Deformationen  abgehandelt. 

In  einem  interessanten  Anhange  zu  diesem  Capitel  wird  neben  einer 
Erweiterung  des  Green 'sehen  Satzes  namentlich  die  Lehre  von  den  Kn- 
gelfunctionen  oder  Laplace' sehen  Coefficienten  vorgetragen  auf  eine 
Weise,  die  die  analytische  Meisterschaft  Thomson's  documentirt. 

Im  zweiten  Capitel  werden  die  Bewegungsgesetze  streng  nach  New- 
ton's  Vorgange  vorgetragen  und  die  wichtigen  Erweiterungen,  die  die 
Dynamik  durch  Lagrange 's  allgemeine  Coordinaten  und  Hamilton's 
variirende  Wirkung  erfahren  hat. 

Das  dritte  Capitel,  „Erfahrung*^  betitelt,  handelt  kurz  von  der  Be- 
obachtung und  dem  Experiment  als  Grundlagen  der  Naturlehre.  Auch  hier 
zeigt  sich  die  durchdringende  Gedankenschärfe  und  Logik  des  Verfassers, 
als  welchen  wir  wohl  mit  Recht  Herrn  P.  G.  Tait,  Professor  der  Physik  in 
Edinburgh,  vermuthen. 

Das  vierte  Capitel  endlich  handelt  von  den  bei  der  Messung  der  Zeit, 
des  Raumes  und  der  Kraft  gebrauchten  Fundamentaleinheiten  und  von  den 
wichtigsten  Instrumenten  für  diesen  Zweck. 

Im  Allgemeinen  gehört  natürlich  das  vorliegende  Werk  zu  den  werth- 
vollsten  Erscheinungen  der  mathematisch -physikalischen  Literatur;  aber 
die  Bedeutung,  welche  sich  die  Autoren  desselben  errungen  haben,  mag  es 
entschuldigen ,  wenn  wir  auch  einen  um  so  strengeren  Massstab  anlegen 
und  unnachsichtlich  tadeln,  was  wir  Tadelnswerthes  gefunden  zu  haben 
glauben. 

Es  lässt  sich  zunächst  in  der  ganzen  Anlage  des  vorliegende^  ersten 
Theiles  des  ersten  Bandes  nicht  verkennen,  dass  die  einzelnen  Abschnitte 
desselben  zu  verschiedenen  Zeiten  entstanden  sind.  Abgesehen  nämlich 
von  einer  zweckmassigeren  Ordnung  des  Stoffes,  die  sich  da  und  dort  hätte 
anbringen  lassen  (vergl.  das  an  mehreren  Stellen  vorkommende  und  sicher- 
lich zu  verwerfende  Verweisen  auf  spätere  Paragraphen),  ist  es  auch  na- 
mentlich das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  dessen  Giltigkeit 
oder  Nichtgiltigkeit  in  den  einzelnen  Abschnitten  nicht  genug  betont  ist; 
es  ist  uns  dies  u.  A.  namentlich  aufgefallen  in  den  S§  318  ügg. ,  wenn  wir 
dagegen  die  klare  und  durchsichtige  Behandlung  Jacobi's  in  dessen 
„Vorlesungen  über  Dynamik**  verglichen.  Wir  meinen  weiter,  dass  durch 
Erklärungen  in  blossen  Worten  bei  Weitem  weniger,  selbst  bei  dem  weniger 
mathematisch  gebildeten  Leser,  erreicht  wird,  als  wenn  sich  die  Erklärung 
ohne  Weiteres  an  eine  mathematische  Formel  anschliesst;  es  tritt  dies  ausser 
in  vielen  anderen  Fällen  z.  B.  in  S54  hervor,  wo  die  technischen  Bezeicb^ 
nnugen  von  Grössen,  die  als  Elemente  der.Schwingungsbewegung^zu  be* 
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trachten  sind ,  erklärt  werden.  Da  nnd  dort  finden  wir  weiter  ein  etwas  zu 
sclavisches  Festhalten  der  durch  die  Literatnr  geschaffenen  Definitionen; 
wir  erinnern  in  dieser  Beziehung  z.  B.  an  $216:  „Der  Materie  wohnt  das 
Streben  inne,  äusseren  Einflüssen  zu  widerstehen;  deshalb  bleibt  jeder 
Körper,  so  lange  er  es  vermag,  in  Ruhe,  oder  er  bewegt  sich  gleichförmig 
in  gerader  Richtung."  Diese  Newton'sche  Erklärung  der  Trägheit  wird 
offenbar  viel  besser  durch  eine  solche  ersetzt ,  in  der  nicht  das  so  zn  sagen 
verpönte  „Das  Bestreben  wohnt  der  Materie  inne"  vorkommt;  einfach 
konnte  man  sagen:  wenn  einmal  die  Materie  die  ebengenannten  Eigen- 
schaften nicht  zeigt,  so  suchen  wir  nach  einer  besondern  Ursache  dafür 
und  nennen  diese  Kraft,  indem  wir  uns  diese  Ursache  in  der  Regel  als 
einen  Zug  oder  einen  Druck  vorstellen.  Endlich  ist  es,  wie  schon  Jacobi 
angegeben  hat,  für  die  ferneren  Fortschritte  der  Dynamik  nach  den  Ent- 
deckungen eines  Lagrango,  Hamilton,  Liouville  etc.  ein  Cardinai- 
punkt,  Anhaltspunkte  für  die  Einführung  neuer  zweckmässiger  allgemeiner 
Coordinaten  zu  geben;  in  dieser  Hinsicht  lässt  uns  aber  das  vorliegende 
Werk  leider  immer  noch  sehr  im  Stiche.  Ein  Werk  aber,  das  einen  Ueberblick 
über  einen  so  grossen  Zweig  der  Literatur  geben  soll,  wie  das  vorliegende, 
sollte  auch  in  dieser  Hinsicht  strengeren  Anforderungen  genügen. 

Dr.  Th.  Kötteritzsch. 
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Erwiederung. 

^  Zum  Inqnisitionsproeeis  des  Galileo  Oalilei. 

Herr  Friedlein  hat  anf  S.  41 — 45  dieser  Literaturzeitung  nochmals 
zu  beweisen  gesucht,  dass  ich  den  Verdacht  einer  Fälschung  in  Galilei's 
Process  auf  Widersprüche  begründe,  die  ich  mir  durch  Uebertreibuugen 
selbst  geschaffen  habe.  Die  Acten  zur  Beurtheilung  dieser  Behauptung  lie- 
gen in  den  beiderseitigen  Veröffentlichungen  vollständig  vor.  Meine  Ant- 
wort kann  nur  darin  bestehen,  dass  ich  im  Einzelnen  nachweise,  auf  wel- 
chem Wege  mein  Gegner  zu  seinem  Ergebnisse  gelangt  ist.  Ich  benutze 
diese  Gelegenheit,  um  zugleich  in  einigen  Beziehungen  meine  frühere  Be- 
weisführung zu  vervollständigen.  Um  dieses  Zweckes  willen  mag  es  gestat- 
tet sein,  nochmals  in  kurzer  Uebersicht  zusammenzustellen,  was  ich  be> 
haupte  und  vertheidige.  Es  sind  dies  im  Wesentlichen  die  folgenden 
Punkte : 

1.  Galilei  hatte  bei  seiner  Vertretung  der  copernicanischen  Lehre  in 
den  Jahren  1613 — 1616  jederzeit  seine  Bereitwilligkeit  ausgesprochen,  sich 
einer  kirchlichen  Entscheidung  zu  unterwerfen.  Es  war  nach  diesen  Aeus- 
serungen  mit  Sicherheit  zu  erwarten,  dass  er  der  Aufforderung,  dem  Decret 
vom  Jahre  1616  zu  gehorchen ,  sich  ohne  Weiteres  fügen  und  dass  damit 
das  am  25.  Februar  befohlene  Verfahren  seine  Erledigung  finden  werde. 

2.  Kein  Actenstück,  kein  Zeuge  behauptet,  dass  er  widersprochen 
habe ;  dennoch  wird  ihm  nach  dem  Schriftstück  vom  26.  Februar  1616  unter 
Androhung  dos  Inquisitionsprocesses  das  strenge  Verbot  auferlegt,  das  nur 
für  den  Fall  des  Widerspruchs  angeordnet  war.  Der  Bericht  dieses  Schrift 
Stücks  entspricht  also  nicht  dem  Befehle  des  Papstes;  er  ist  damit  zugleich 
logisch  unverständlich  und  giebt  zu  Bedenken  Anlass. 

3.  Alle  anderweitigen  directen  und  indirecten  Zeugnisse  über  den  Vor 
gang  am  26.  Februar  1616  würden  —  für  sich  gelesen  —  in  keiner  Weise 
auch  nur  andeuten,  dass  geschehen  sei,  was  dieser  Bericht  verzeichnet, 
vielmehr  durchaus  einem  Vorgange  entsprechen,  wie  er  nach  de 
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Erklärungen  Galilei's  zu  erwarten  war;  die  bestimmten  Aussagen  jGralilei's 
und  des  Cardinal  Bellarmin  stehen  mit  dem  Wortlaute  jenes  Schriftstücks 
in  directem  Widerspruch. 

4.  Es  fehlt  diesem  Schriftstück  jedes  Merkmal  der  Echtheit,  es  fehlt 
die  Beglaubigung,  die  sein  eigener  Wortlaut  vorschreibt;  die  Form  ist 
nicht  minder  bedenklich,  als  der  Inhalt;  keinenfalls  genügt  sie,  diesen  un- 
wahrscheinlichen Inhalt  als  Wahrheit  zu  erweisen. 

5.  Das  im  Jahre  1870  veröfPentlichte  Document  6herardi*s  rechtfer- 
tigt diese  Bedenken;  es  beweist,  dass  am  2Ö.  Februar  geschehen  ist,  was 
nach  Galilei's  Denkweise  zu  erwarten  war :  es  muss  demnach  der  Bericht 
vom  26.  Februar  gefälscht  sein. 

6.  Auf  Grund  dieses  gefälschten  Documents  ist  Galilei  verurtheilt. 

Zu   1  und  2. 

Jeder  dieser  sechs  Sätze  ist  von  Herrn  F.  bestritten;  von  den  Schwit- 
rigkeiten,  die  ich  hervorhebe,  hnt  er  keine  einzige  anerkannt;  er  hat  daher 
auch  keine  einzige  aufzuklären  oder  sn  beseitigen  gehabt;  er  bläst  sie  bin 
weg  durch  die  Behauptung,  dass  sie  nicht  sind.  Was  in  dieser  Beziehung 
seine  Kritik  zu  leisten  vermag,  tritt  mustergiltig  hervor,  wenn  er  die  Lücke 
des  Berichts  vom  26.  Februar  durch  die  Erklärung  ausfüllt:  offenbar  hat 
Galilei  anfangs  widersprochen.  Dass  man  gerade  Das  einschiebt, 
was  in  den  Acten  fehlt,  scheint  ihm  das  Natürlichste.  Es  hindert  ihn  nicht, 
dass  es  sich  in  diesem  Widerspruche  gegen  ein  kirchliches  Verbot  um  ein 
unerhörtes  Vergehen  handelte,  das  darum  nicht  als  gleichgiltig  in  der 
schriftlichen  Aufzeichnung  übergangen  sein  konnte,  wenn  es  constatirt 
war.  Er  findet  es  unbedenklich,  dass  kein  Späterer,  der  die  Notiz  vom 
26.  Februar  abgeschrieben  und  benutzt,  auch  nur  in  Gedanken  das  Fehlende 
einzuschalten  gewagt  hat;  dass  von  ihm  selbst  für  die  Entstehung  dieser 
Lücke  nur  ganz  anhaltbare  Gründe  gegeben  werden  konnten  (F,  335,  W^ 
12 — 13)*,  übergeht  er  mit  Schweigen. 

Ich  habe  als  geschichtliche  Thatsache  angeführt,  dass  Galilei  drei 
Jahre  hindarch  bei  jeder  Gelegenheit  erklart,  er  unterwerfe  sich  der  kirch- 
lichen Entscheidung;  so  sei  es  undenkbar  —  hatte  ich  gefolgert  — ,  dass  er 
auf  die  Mittheilnng,  die  Entscheidnng  sei  erfolgt,  einen  Widerspruch  wjige. 
Was  erwiedert  darauf  Herr  Friedlein?  Er  behandelt  meine  Angabe  als 
„Glauben**  und  hält  sich  für  berechtigt,  diesem  Glauben  gegenüber  sein 
„Denken'*  festzuhalten.  (F,  43).  „Mir,  dem  Protestanten**,  sagt  er,  „fehlt 
hierfür  wohl  der  nöthige  Sinn.**  Man  k^fbnte  erwarten,  da.«s  ihn  dieser 
Mangel  veranlassen  werde,  auf  ein  Urtheil  in  einer  erzkatholischen  Ge- 
schichte  zu  verzichten  oder  doch,   dass  er  um  so  eifriger  sich  bemühen 


*  Ich  citire,  wie  Herr  F.,  meine  Schrift  über  den  luquisiiionsprocess  mit  W,, 
meine  Entgegnung  mit  W,,  rlie  Kritik  von  F.  mit  Fi,  seine  Antwort  m^^  F,. 
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werde,  aus  den  Quellen  zu  gewinnen,  was  ilim  fehlt.  Vergebliche  Hoff- 
nung! Um  zu  erfahren,  wie  Galilei  der  Entscheidung  der  Kirche  gegen- 
über denkt,  benutzt  Herr  F.  in  der  That  keine  andere  Quelle,  als  den 
eigenen  protestantischen  Sinn!  Aber  auch  dieser  ausländische 
Richter  entscheidet  im  Gebiete  dor  Inquisition  nur  dann  nach  seinem 
Wunsche,  wenn  er  eine  recht  grobe  Ungenauigkeit  zn  Hilfe  nimmt.  Herrn 
F.  „scheint  es  eben  wahrscheinlicher,  dass  Galilei  seine  wissenschaftliche 
Erkenntniss  nicht  aufopfert,  wohl  aber,  dem  Befehle  gehorchend,  jede 
öffentliche  Th^tigkeit  für  die  Lehre  des  Copernicns  einstellt.**  Die 
Unterscheidung  passt  für  die  Zwecke  des  Herrn  F.;  um  so  bedauerlicher^ 
dass  sie  so  ganz  und  gar  nicht  dem  Berichte  vom  26.  Februar  entspricht. 
Man  muss  wohl  annehmen,  dass  die  Inquisition  sich  nicht  auf  zarte  Zu- 
geständnisse an  die  unerschütterliche  Ueberzeugung  verstand;  denn  in  dem 
Berichte  folgt  nach  der  Mahnung,  die  der  wissenschaftlichen  Erkenntniss 
galt,  der  Befehl,  derselbe,  dem  Galilei  sich  angeblich  unterworfen  hat,  und 
in  ihm  keineswegs  nur  das  Verbot  des  äussern  Vertretens,  sondern  vor  al- 
lem Uebrigen  eine  schärfere  Wiederholung  Dessen,  was  der  Cardi- 
nal nur  mahnend  gefordert  hatte:  das  unerbittliche  ui  supra  dictum  opinio- 
nem  omnino  relinquat  nee  eam  quovis  modo  ienetU» 

Es  würde  demnach  die  ganze  Erklärung  darauf  hinauskommen,  dass 
der  protestantische  Sinn  des  Herrn  F.  sehr  tief  unterscheidet:  der  Auffor- 
derung ul  deserat  opimonem  sei  Widerstand  zu  leisten,  und  wenn  dann  hin 
terher  der  Commissar  befiehlt:  ul  eam  omnino  relinquat,  so  sei  es  Zeit,  zu 
gehorchen.    Das  geht  in  def  That  über  heidnisches  und  katholisches  Latein. 

Herr  F.  hat  freilich  statt  der  Worte  des  Befehls  vom  26.  Februar,  die 
seine  Ansicht  augenblicklich  als  unhaltbar  erkennen  lassen,  die  bequemeren 
Ausdrücke  (F,  S.  43)  des  päpstl'chen  Befehls  vom  25.  benutzt;  er  hat  auch 
diese  Vertauschung  consequent  durchgeführt,  aber  dies  ,, erschwert  nnr 
seine  Schuld*'. 

Dem  interpretirenden  „Denken"  gegenüber  habe  ich  nun  meinen 
„Glauben**  an  den  strengen  Wortlaut  zu  vertheidigen. 

Ich  habe  bisher  Bedenken  getragen,  die  Stellen,  auf  die  ich  mich  be- 
rufen mu88,  wörtlich  anzuführen.  Die  gesammte  Denkweise  Galilei's  ist  der 
Gegenwart,  insbesondere  der  nicht  katholischen,  so  völlig  fremdartig,  dass 
eine  Ungerechtigkeit  gegen  den  grossen  Mann  darin  liegt,  seine  Aeusse- 
rungen,  losgelöst  von  dem  Zusammenhange  seiner  Schriften,  dem  Urtheil 
des  unvorbereiteten  Lesers  preiszugeben ;  die  Art,  wie  Herr  F.  meine  Oitate 
verwerthet,  hat  diese  Bedenken  mehr  als  gerechtfertigt.  Ich  habe  auch  ge- 
glaubt, dass  die  Werke  Galilei*s  Anderen  nicht  weniger  zugänglich  sind, 
als  mir,  und  dass  man  einen  Widerspruch  gegen  das  allgemein  Behauptete 
nicht  ohne  Sachkenntniss  unternehmen  würde.  In  dieser  Voraussetzung 
habe  ich  mich  getäuscht  und  ich  trage  daher  zur  Vervollständigung,  nach 
was  meinen  zuversichtlichen  Behauptungen  zu  Grunde  lag.  ^  j 

Digi^«d  by  LjOOQIC 


84  Literatnrzeitang. 


Im  Jahre  1615  Rclirieb  Galilei  in  einer  Scbrift,  die  ausdrücklich  he. 
stimmt  war,  die  drohende  Entscheidung  gegen  die  copernicanische  Lehre 
abzuwehren ,  aber  später  aus  Vorsieht  zurückgehalten  wurde  (Op.  II  S.  31 
und  32):  „Ich  spreche  es  aus  (und  hoffe  auch,  dass  meine  Aufrichtigkeit 
sich  dnvch  sich  selbst  bekunden  wird),  dass  ich  gesonnen  bin,  mich  zu  un 
terwerfen  und  ohne  Weiteres  die  Irrthümer  zu  tilgen,  die  ich  durch  meine 
Unwissenheit  in  dieser  Schrift  begehen  könnte  „in  einer  Sache,  die  die  Re- 
ligion angeht'*....  „In  Betreff  der  Entscheidung  über  das  coperaicanische 
System  mag  meine  Schrift  gelten  und  geschätzt  werden,  soviel  den  Oberen 
gefällt;  wenn  ihnen  verwerflich,  so  sei  sie  zerrissen  und  verbrannt,  denn 
ich  denke  und  beanspruche  nicht,  mir  irgend  eine  Frucht  zu  gewinnen,  die 
nicht  fromm  und  katholisch  wäre." 

Im  selben  Jahre  schrieb  Gah'lei  an  seinen  Freund  Monsignor  Dini  in 
Rom  in  einem  Briefe,  der  gleichfalls  bestimmt  war,  den  Cardinälon  gezeigt 
zu  werden  und  auf  ihre  Auffassung  zu  wirken  (Op.  II  S.  17):  Möge  die  Ent- 
scheidung fallen ,  wie  es  Gott  gefällt ;  was  mich  betrifft ,  so  bin  ich  so  wohl 
erbaut  und  eingerichtet  (edifica$o  e  disposio),  dass,  ehe  ich  meinen  Oberen 
mich  widersetzte,  wenn  nichts  Anderes  übrig  bliebe  —  und  ehe  ich  Das, 
was  ich  jetzt  zu  glauben  tlnd  mit  Händen  zu  greifen  vermeine,  meiner  Seele 
zum  Schaden  gereichen  Hesse  — ,  „icli  mir  das  Auge  ausrisse,  dass  es  mir 
nicht  zum  Aergerniss  würde". 

Als  er  dann  wenige  Wochen  vor  der  Entscheidung,  im  Januar  1610, 
dem  Cardinal  Orsini  die  kleine  Schrift  übersandte,  die  Ebbe  und  Fluth 
durch  die  Bewegung  der  Erde  erklärt,  fügte  er  die  Worte  hinzu:  Und  dies 
zum  Schltiss  und  Siegel  meiner  kurzen  Abhandlung:  wenn  die  Hypothese, 
die  nur  a  posteriori  wissenschaftlichen  Gründen  und  Beobachtungen  entnom- 
men und  durch  sie  gekräftigt  wurde,  kraft  erhabener  Kenntniss  für  trüge- 
risch und  irrig  erklärt  würde ,  so  mtisste  man  ebenso  nicht  nur  in  Zweifel 
ziehen ,  was  ich  geschrieben  habe ,  sondern  es  auch  als  gänzlich  eitel  nnd 
unzutreffend  betrachten"  (Op.  II,  406). 

Dies  Alles  ist  geschrieben,  als  Galilei  noch  von  bester  Hoffnung  auf 
einen  guten  Ausgang  beseelt  war.  Es  sind  einzelne  Aensserungen,  die  nur 
stärker  als  andere  seine  Bereitwilligkeit  zur  Unterwerfung  aussprechen, 
aber  der  Denkweise,  die  alle  seine  Schriften  wiedergeben,  vollkommen  ent- 
sprechen; es  ist  keine  Andeutung  bekannt,  die  dieser  Auffassung  wider- 
spräche. Wer  die  Vorgänge  der  Jahre  1613  — 1616  aus  den  Quellen  kennen 
gelernt  hat ,  der  hört  ihn  aus  voller  Ueberzeugung  am  6.  März  1616  sagen : 
nicht  ein  Heiliger  hätte  mit  grösserer  Ehrfurcht  und  grösserem  Eifer  der 
heiligen  Kirche  gegenüber  handeln  können  (Op.VI,  232);  der  begreift,  dass 
der  Papst  bei  einer  Abschiedsaudienz  ihn  beruhigen  konnte:  er  habe  seinen 
redlichen  und  aufrichtigen  Sinn  erkannt,  Se.  Heiligkeit  nnd  die  ganze  Con- 
gregation   haben  solche   Vorstellung  von  ihm  gewonnen,   d^ss  man  nicht 
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leichtbin  den  Verläumdern  Glauben  beimessen  werde  und  dass,  so  lauge 
Se.  Heiligkeit  lebe,  er  sicher  sein  könne  (Op.  VI,  234). 

Die  oben  angeführten  Stellen  haben  für  Den,  der  prüfen  will,  „was 
sich  von  Galilei  erwarten  Hess",  den  Werth  unumstösslicher  Thatsachen  5 
sie  lassen  sich  nicht  drehen  und  deuten.  Auf  sie  gestützt,  halte  ich  eine 
Weigerung  Galilei*8  so  lange  für  unannehmbar,  bis  man  eine  Stelle 
nachweist,*  die  eine  solche  Thatsache  unwidersprechlich  verbürgt;  auf 
diese  Stellen  gestützt,  betrachte  ich  als  ein  absolut  willkürliches  Verfahren, 
das  jede  Erkenntniss  geschichtlicher  Wahrheit  unmöglich  macht,  den  Ver- 
such des  Herrn  F.,  eine  an  sich  unbegreifliche,  durch  Nichts  verbürgte 
Widerrede  zwischen  den  Zeilen  zu  lesen. 

Ist  aber  die  Lücke  durch  keine  Deutung  auszufüllen,  so  bleibt  der  Be- 
richt vom  26.  Februar  dem  Befehl  vom  25.  gegenüber  so  räthselhaft  und  be- 
denklich ,  wie  ich  dies  in  meiner  Schrift  (S.  5  — 15)  ausgeführt  habe. 

Zu  3. 

Dass  in  den  anderweitigen  directen  und  indirecten  Angaben  über  den 
Vorgang  vom  26,  Februar  1616  Zeugnisse  gegen  den  Bericht  von  diesem 
Datum  Vorliegen ,  hat  Herr  F.  nochmals  bestritten.  Insbesondere  bleibt  er 
dabei,  dass  das  Zeugniss  des  Cardinal  Bellarmin  im  Wesentlichen  den  In- 
halt jenes  Berichts  bestätige.  Höchst  überraschend  ist  die  Weise,  in  der 
er  dies  seinen  Lesern  darthut.  ,,U™  begreiflich  zu  machen",  sagt  er,  „wa- 
rum ich  ungläubiger  bin,  als  W. ,  muss  ich  „„die  wichtigsten  Stellen  aus 
den  in  Frage  kommenden  Documenten""  zusammenstellen.  Unter  diesem 
Namen  folgen  nun  Angaben  über  den  Befehl  des  Inquisitionscomroissars 
nach  dem  Bericht  vom  26.  Februar  und  über  die  Mittheilung  im  Zeugniss 
des  Cardinal  Bellarmin,  in  denen  der  Widerspruch,  von  dem  ich  wieder- 
holt gesprochen  habe  (W,  S.  14),  mit  der  grössten  Mühe  nicht  zu  entdecken 
ist.  Herr  F.  giebt  nämlich  unter  dem  Titel  „wichtigste  Stellen"  nichts  An- 
deres,  als  seine  ganz  besonderen  Deutungen  wieder. 

Die  Acten  geben  Herr  Friedlein  giebt 

als  Befehl  des  InquiBitionscommiggars: 

ut  supra  diciam  opiniouem  omnino  re-  „jene    L  e  h  r  m  e  i  n  u  n  g    weder    zu 

lifiquat,  nee  eam  de  caelero  quovis  modo  lehren y    noch    zu    vertheidigen, 

ieneaiy  doceal  aut  defendaty  verbo  aui  noch  zu  behandeln"; 
scripiiSy  alias  contra  eum  procedetur  in 
S,  Officio: 

als  Erklärung  des  Cardinal  Bellarmin: 

che  il  Sig,  G,  non  ha  ahbiurato  alcuna  dass   Q.   keine  Meinung  und  Lehre 

siia  opinione  e  dotlrina  ne  matico  ha  ri-  abgeschworen  und  keine  Strafe  er- 

crmile  peniienzie  salutari:  ma  solo  gli  halten  habe,  sondern  nur  das  Verbot, 

e  slaia  dcmiminta  la  dichiarazione  fatta  die  Irrlehre  zu 
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da  Nostro  Signore    e  publicata   dalla     oder  fetitzuhalten,  ihm  eröffnet  wor- 

Sacrn  Congregcaione  delVInäiee^  nellu     den  sei. 

quäle  si  ritiene  che  la  dottrina  attribuita  ( Der  gesperrte  Druck  ist  Eigenthum 

al  Copernico  sia   contraria  alle  Sacre     des  Herrn  F,) 

Scritlure  e  perciö  non  si  possa  difen- 

dere  ne  tenere, 

• 

Aus  den  Originalen  mnss  der  unparteiiscbe  Leser  snm  mindesten  er- 
sehen, dass  nähere  Prüfung  nötbig  ist,  um  den  Streit  su  entscheiden.  Aus 
den  „Stellen^*  des  Herrn  F.  sieht  er  angenblicklich ,  dass  es  sich  um  einen 
erbärmlichen  Streit  über  unbedeutende  Wortdiffereosen  handelt;  ja,  wenn 
er  Marini  kennt,  so  sieht  er  in  der  That  dieselbe  nichtige  Differenz,  auf 
die  der  Präfect  der  päpstlichen  Archive  durch  die  verwegensten  Auslas- 
sungen den  Gehalt  von  Gnlilei's  Vertheidignng  zurückgeführt  hat.  Wollte 
Herr  F.  darthnn,  dass  meine  Ansicht  in  Wirklichkeit  so  nichtig  ist,  so  war 
es,  wie  mir  scheint,  doppelt  und  dreifach  geboten,  wörtlich  zu  citiren, 
die  Deutung  als  Deutung  und  nicht  als  „wichtigste  Stelle*^  anzuführen. 
Der  Deutung  gegenüber  zeigt  der  Wortlaut,  dass  der  Cardinal  Bellarmin 
nur  von  einer  Mittheilung  des  Decrets  der  Indexcongregatiou  spricht.  Man 
mag  nun  als  Inhalt  und  Consequenz  dieser  Erklärung  lesen  und  denken, 
was  man  will:  das  Eine  steht  fest,  dass  genau  ebensoviel  an  Inhalt  and 
Consequeuzen  Galilei  auferlegt  wurde,  nicht  weniger,  aber  auch  nicht  mehr. 

Nun  heisst  es  im  Berichte  vom  26.  Februar:  „Beliarminus  .,,  Galileum 
monuil  de  errore  suprad.  opinionis  el  ut  illam  deseral,**  Dieser  Mahnung 
musstc  offenbar  eine  Mittbeilung  des  Decrets  oder  seines  Inhalts  zu  Grunde 
liegen,  denn  erst  durch  seine  Erklärung  wurde  die  copernicanische  Lehre 
zum  error  in  fide;  es  ist  also  nach  dem  Zeugnisse  Nichts  geschehen,  was 
nicht  dem  Inhalte  dieser  Mahnung  entspräche.  Wie  fängt  Herr  F.  es  an, 
in  demselben  Zeugnisse  des  Cardinal  Bellarmin  das  Verbot  des  Inqnisi- 
tionscommissars  wiederzufinden?  „W.  übersieht",  so  argumcntirt  er,  „dass 
der  Cardinal  gar  nicht  dazu  berufen  war,  auch  das  Verbot,  die  Irrlehre  zu 
vertheidigen ,  auszusprechen,  sondern  dieses  durch  den  Inquisitionscommis- 
sar  zu  geschehen  hatte,  und  dass  also,  da  wir  aus  dem  Zeugnisse  des  Cardi- 
nais wissen,  dass  dieses  Verbot  dem  G.  eröffnet  wurde,  der  Commissar 
jedenfalls  bei  der  Sache  betheiligt  war."  Dieser  Satz  ist  ein  kleines  Mei- 
sterstück der  Sophistik.  Man  sieht,  Herr  F.  ist  hier  bereits  so  weit,  dass  er 
die  Worte  seiner  Inhaltsangabe  ernstlich  als  „wichtigste  Stelle"  des  Zeug- 
nisses behandelt.  Er  citirt  sich  selbst  und  es  muss  ein  bösartig  misstrau- 
ischer  Leser  sein,  der  jetzt  noch  zweifeln  könnte,  dass  ein  „Verbot,  die 
Irrlehre  zu  veitheidigen",  in  dem  Zeugnisse  enthalten  ist;  das  Original  frei- 
lich weiss  Nichts  davon.  Herr  F.  ist  auf  den  Einwurf  gefasst;  er  wird  uns 
erwiedem ,  es  bedürfe  nicht  des  Wortes ,  in  dem  Wortlaute  des  Decrets  sei 
ein  Befehl  und  ein  Verbot  ohne  Weiteres  enthalten.   Wohl,^er  dann  ist 
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genau  derselbe  Befehl  und  dasselbe  Verbot  in  derselben  Weise  in  der 
Ermahnung  de  errore  opinionis  et  ut  illam  deserai  enthalten,  und  Herr  F. 
widerspricht  sich  selbst,  wenn  er  behauptet;  der  Cardinal,  dem  diese  Mah- 
nung übertragen  war,  sei  nicht  berufen  gewesen,  ,,da8*'  Verbot  auszuspre- 
chen. Allerdings  war  nicht  er,  sondern  der  Inquisitionscommissar  beauf- 
tragt, eventuell  ein  weiteres,  in  dem  Decrete  nicht  enthaltenes  Verbot  auf- 
zuerlegen ;  ist  von  diesem  in  dem  Zeugnisse  des  Cardinals  die  Rede ,  so 
hat  Herr  F.  Recht,  wenn  er  daraus  die  Betheiligung  des  Commissars  bei 
dem  Vorgänge  folgert.  Er  sieht  sehr  wohl,  dass  das  nicht  der  Fall  ist;  aber 
statt  den  Irrthum  einzugestehen,  versteckt  er  ihn  hinter  dem  „selbstgeschaf- 
fenen^'  Doppelsinne  der  Worte.  Nor  bei  oberflächlicher  Vergleichung,  ohne 
Rücksicht  auf  die  geschichtlich  zu  ergründende  Bedeutung  der  Worte,  kann 
man  glauben,  dass  das  Verbot  des  Iqjquiaitionscommisars  mit  dem  Inhalte 
und  den  Consequenzen  des  Decrets  „im  Wesentlichen"  zusammenfalle.  Die 
sirenge  Prüfung  ergiebt,  dasa  es  weit  über  diese  Consequenzen  hinausgeht, 
dass  es  eine  Ausnahmestellung  für  Galilei  verfügt,  die  das  „Zeugniss"  ver- 
leugnet. Ich  bin  ausser  Stande,  den  früheren  Ausführungen  über  diesen 
Gegenstand  auch  nur  ein  einziges  Wort  hinzuzufügen.  Ist  aber  der  Wider- 
spruch —  wie  dies  unzweifelhaft  geschehen  muss  —  als  Thatsache  an- 
erkannt, so  muss  von  beiden  Actenstücken  das  eine  oder  das  andeore  Wahr- 
heitswidriges bericbteu.  Ist  der  Bericht  vom  20.  Februar  zuverlässig,  so 
hat  der  Cardinal  Bellarmin,  gleichviel,  aus  welchem  Grunde,  nicht  etwa 
weggelassen,  was  die  „Umstände^*  erforderten,  sondern  ausdrücklich  that- 
sächlich  Geschehenes  als  nicht  geschehen  bezeichnet,  also  kurzweg  gelogen. 
Eine  nicht  geringere  Schwierigkeit  liegt  in  den  Aussagen  Galilei*s  im 
Verhör  von  1633.  Die  Erwiederung  des  Herrn  F.  thut  auch  hier  das  Nöthige^ 
um  den  eigentlichen  Gegensatz  der  Meinungen  zu  verdunkeln.  „Ist  e^ 
einem  Charakter,  wie  er  uns  nach  W.'s  Citaten  entgegentritt,  unmöglich,*^ 
fragt  er,  „die  bei  einem  Zwischenräume  von  17  Jahren  glaubwürdige  Ent- 
schuldigung der  ungenauen  Erinnerung  anzuwenden  und  festzuhalten?*« 
(F,  S.  44.)  Nein  und  dreimal  nein,  erwiedere  ich.  Herr  F,  musste  wissen, 
dass  ich  so  antworte.  Ich  habe  in  meiner  Schrift  (S.  45flgg.)  die  Möglich- 
keit, dass  Galilei  die  Unwahrheit  redet,  durchaus  zugegeben.  Aber  freilich 
ist  damit  für  mich  die  Sache  nicht  abgeschlossen;  ich  finde  bei  eingehender 
Prüfung,  dass  die  Annahme  der  Heuchelei  zu  den  grössten  Unwahrscbein- 
lichkeiten  führt.  Aus  der  ergreifenden  Scene  des  ersten  Verhörs  wird  auf 
diese  Weise  eine  widerwärtige  Comödie,  aus  dem  geängstetea  Inquisiteu 
ein  „gewandter  Spitzbube*'*;  aber  dem  Allen  füge  ich  (S.  47)  die  ausdrück- 
liche Erklärung  hinzu:  die  psychologischen  Schwierigkeiten,  zu  denen 
eine  solche  Annahme  führt,  reichen  nicht  aus,  um  den  Verdacht  au  beseiti- 


*  Herr  F.  wird  mir  den  Auedruck  gestatten  müssen ;   er  bezieht  sich  auf  eine 
Zeichnung,  die  ich  selbst  entworfen  habe. 
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gen;  nur  in  Verbindung  mit  anderen  Gogengründen  worden  Bedenken  die- 
ser Art  ihre  Bedeutung  gewinnen. 

Wozu  aUo  die  Frage,  wenn  die  Vermnthung,  dass  Herr  F.  aus  dem 
Gedftclitniss  referirt,  als  „ein  Abweg**  keinen  Raum  finden  soll? 

Ich  glaube  sogar,  dass  die  ZngestHndnisse^  die  ich  hier  der  gegne- 
rischen Annahme  mache,  weiter  gehen,  als  die  unparteiische  Abwägung  der 
Umstände  erfordert  Ich  constatire,  dass  nicht  einmal  die  Richter  der  In* 
quisition  den  Vorwurf  der  Unwahrheit  gegen  Galilei's  Antworten  im  ersten 
Verhör  und  gegen  seine  Vertheidigung  erhoben  haben  —  dieselben  gichter, 
die  doch  kein  Bedenken  trugen,  den  nngentigenden  Antworten  über  seine 
innerste  Meinung  durch  das  examen  rigorosum  zur  erwünschten  Vollständig- 
keit zu  verhelfen.  So  darf  ich  behaupten,  dass  von  einer  wissentlichen 
Unwahrheit  Oalilei*s  nicht  die  Rede« sein  kann,  so  lange  nicht  Das,  was 
nach  seinen  Aussagen  ihm  vollständig  fremd  ist,  durch  ein  zuverlässiges 
Document  oder  die  Aussagen  zuverlässiger  Zeugen  als  Thatsache  erwie- 
sen wird. 

Ich  verzichte  darauf,  hior  nochmals  anzuführen,  dass  der  Inhalt  sei- 
ner Aussagen  vom  Jahre  1033  mit  seinen  Briefen  vom  Jahre  1616  und  sei- 
nem übrigen  Verhalten  durchaus  in  Einklang  stehen.  (Wf  23^30,  47—50; 
W,  14  —  15,  21—22.) 

Zu  4. 

Ob  dem  Zusammentreffen  dieser  Widersprüche  und  Schwierigkeiten 
gegenüber  das  Schriftstück  vom  26.  Februar  die  Wahrheit  seines  Inhalts  zu 
erweisen  vermag,  das  entscheidet  die  Untersuchung  über  den  rechtlichon 
Werth  dieses  Beweismittels.  Hier  sehe  ich  in  der  Hauptsache  Ueberein- 
sitimmung  zwischen  meinem  Gegner  und  mir:  wir  sind  darin  einig,  dass  ein 
Protokoll  nicht  vorliegt.  Wenn  man  freilich  die  Erwiederung  des  Herrn 
F.  liest,  so  sollte  man  denken ,  das  Gegentheil  sei  der  Fall.  „Glaubt  Herr 
W.,**  so  fragt  er,  ,,dass  das  Gericht  Galilei  das  Protokoll  nicht  vorgehalten 
hätte ,  wenn  man  ein  Protokoll  mit  seiner  Unterschrift  hätte  aufweisen  kön- 
nen?** (F,  45.)  Soll  ich  antworten,  so  mnss  ich  gestehen:  ich  weiss  es 
nicht.  Wenn  ich  an  gewöhnliche  Gerichtshöfe  denke,  scheint  mir  unglaub- 
lich, dass  man  so  verfahren  wäre;  wenn  ich  aber  an  die  teuflischen  Instruc- 
tionen für  geistliche  Untersuchungsrichter  denke,  die  uns  Herr  Cantor 
mitgetheilt  hat,  und  mit  diesen  das  erste  Verhör  in  Galilei^s  Process  ver- 
gleiche |  so  weiss  ich  nur,  dass  der  Inquisitor  thut,  was  seinem  Zwecke  ent- 
.spricht;  aber  ich  brauche  Bedenkzeit,  ehe  ich  die  eigene  Ansicht  über 
zweckmässiges  Verfahren  in  die  Seele  des  Inquisitors  übertrage.  Wie  aber, 
wenn  ich  entschlossen  zustimmCe  —  wie  Herr  F.  doch  wohl  erwartet  — , 
was  wird  er  weiter  folgern?  Er  wird  mich  durch  die  Gewalt  der  Logik 
zwingen,  auch  weiter  zuzugestehen,  dass  das  Schriftstück,  das  Galilei*s 
Richter  am  12.  April  1633  in  Händen  hielt,  kein  Protokoll  war^nd  dass  die* 
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sein  Richter  kein  solches  Protokoll  zur  Verfügung  stand,  das  heisst,  Herr  F. 
wird  mich  zum  zweiten  Mal  nöthigen ,  als  Folgerung  einzuräumen,  was 
ich  nicht  bezweifelt  oder  bestritten,  sondern  als  Hauptgegenstand  meiner 
Schrift  bewiesen  habe.  Aber  mit  diesem  Satze  ist  auch  Alles,  was  sich  fol- 
gern Hesse,  erschöpft.  Die  Thatsache,  dass  ein  Protokoll  im  Jahre  1633  Ga- 
lilei nicht  vorgehalten  wurde,  giebt  nicht  den  mindesten  Aufschluss  über  den 
Vorgang  von  1616;  sie  beweist  nicht  einmal  —  was  ich  als  Thatsache  gewiss 
nicht  bestreite  — ,  dass  ein  Protokoll  nicht  aufgenommen  wurde;  aber  am 
wenigsten  beweist  sie,  dass  man  damals  beschlossen  hat,  ein  Pro* 
tokoll  nichtaufznnehmen.  Diese  Folgerung  war*s ,  die  ich  mehr  als 
kühn  gefunden  habe  und  noch  heute  finde.  Herr  F.  verwahrt  sich  gegen 
meine  Worte;  aber  ich  sehe  nicht,  dass  er  seine  Verwahrung  durch  neue 
Argumente  verstärkt.  Ich  kann  nicht  glauben,  dass  ein  solches  Argument 
in  der  weiteren  Frage  liegen  soll:  Glaubt  W.,  dass  man  ein  solches  Pro- 
tokoll nicht  hätte  aufnehmen  können,  wenn  man  es  gewollt  hätte?  (F,  4&.) 
Ich  glaube,  dass  man  im  heil.  Officium  alles  Mögliche  gekonnt  hat;  aber 
soll  ich  daraus  folgern,  dass  die  Inquisition,  was  sie  nachweislich  nicht  ge- 
than,  nicht  zu  thun  beschlossen  hat,  so  kann  ich  nur  über  die  Zu- 
muthung  erstaunen ,  die  an  mein  Denkvermögen  gerichtet  wird. 

So  ist  und  bleibt  der  ,.6eschluss^',  nicht  zu  protokolliren ,  der  in  der 
Auffassung  meines  Kritikers  eine  so  wichtige  Rolle  spielt,  eine  völlig  un- 
begründete, an  sich  unwahrscheinliche  Annahme,  die  überdies  nicht  einmal 
ihrem  Zwecke  genügt.  Ein  solcher  Beschluss,  wenn  er  hinreichend  beglau* 
bigt  wäre,  könnte  uns  erklären,  dass  kein  Protokoll  vorliegt ;  aber  er  würde 
nicht  ausreichen,  uns  die  Form  des  wirklich  vorliegenden  seltsamen  Docu- 
ments  begreiflich  zu  machen,  das  mit  einem  Protokoll  zum  mindesten  so- 
viel Aehnlichkeit  hat,  dass  die  Inquisition  es  in  Ermangelung  eines  Bessern 
als  regelrechtes  Protokoll  benutzen  konnte. 

Herr  F.  sagt  nondum  Uquet  und  meint,  ich  sei  der  Kühnere  von  Beiden, 
da  ich  seine  Ansicht  für  definitiv  unhaltbar  erkläre.  Ich  gestehe,  dass  ich 
den  grössten  Respect  vor  der  Vorsicht  des  Geschichtsforschers  habe,  dass 
ich  aber  Denjenigen,  der  unhaltbare  Ansichten,  statt  sie  entschlossen  zu^ 
verwerfen,  für  vorläufig  unentschieden  erklärt,  keineswegs  für  einen  vor- 
sichtigen Geschichtsforscher  halte. 

Man  wird  ohne  Zweifel  glaubwürdigere  Hypothesen  zum  gleichen 
Zwecke  ersinnen  können,  aber  man  darf  nicht  übersehen,  dass  auch  mit 
der  besten  Hypothese  Nichts  gewonnen  wäre.  Kein  noch  so  vortrefflicher 
Gedanke  über  Das,  was  geschehen  sein  kann,  keine  Annahme  der  Welt 
genügt,  um  einem  nicht  beglaubigten  Document  die  nöthige  Beglaubigung 
zu  ersetzen.  Dem  übereinstimmenden  Widerspruch  dor  Zeugen  gegenüber 
kann  das  filatt  seinen  unwahrscheinlichen  Inhalt  nur  dann  verbürgen,  wenn 
in  irgend  einer  Form  ihm  nachträglich  die  Beglaubigung  seiner^^Echtheitr 
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gegeben  würde.    Bis  dies  geschehen,  kann  jedenfalls  das  Verbot  von  1610 
ak  Tbatoache  nicht  mehr  betrachtet  werden. 

Za  5. 

Die  Thatsache,  dass  für  den  wichtigen  Inhalt  nur  eine  so  wenig  glaub- 
würdige Quelle  aufzufinden  war,  der  Gebrauch,  den  man  von  diesem  Doen- 
mente  im  Jahre  1633  gemacht  hat,  um  Galilei  zu  Grunde  zu  richten  (s.  im 
Folgenden  „zu  6^*),  und  die  besondere  Bemühung,  die  Marino  Marini  dar* 
auf  verwandt  hat,  bei  seiner  Veröffentlichung  der  Processacten  die  wahre 
Beschaffenheit  dieser  Grundlagen  des  ganzen  Procosses  nicht  bekannt  wer- 
den zu  lassen ,  legten  den  Verdacht  der  Fälschung  nahe.  Die  endgiltige 
Entscheidung  mnsste  dahingestellt  bleiben ,  sobald  nicht  neue  Beweise  ent- 
deckt wurden.  Es  war  möglich,  dass  eine  wiederholte  Prüfung  des  wichti- 
gen Manuscripts  durch  Sachkundige  ein  entscheidendes  Resultat  anmittel* 
bar  ergäbe ,  aber  es  war  nicht  minder  denkbar,  dass  eine  solche  Prüfung  m 
keinem  Ergebniss  führte.  Dennoch  stimme  ich  mit  meinem  Gegner  darin 
vollständig  überein,  dass  die  Vergleichung  der  Handschrift  „nicht  unwich- 
tig'* ist,  und  gerade,  weil  ich  hier  eine  Möglichkeit  der  Aufklärung  sehe, 
habe  ich  meine  Verwunderung  darüber  ansgesprochen ,  dass  Ilerr  F«  diesen 
Punkt  durch  das  Schweigen  des  Herrn  de  TEpinois  ohne  Weiteres  für  er- 
ledigt ansieht.  Herr  de  TEpinois  selbst  ist  ungleich  vorsichtiger.  Ich  habe 
in  der  That,  wie  Herr  F.  es  verlangt  (F,  8.  45),  schon  im  Herbst  180»  unter 
anderen  Fragen  auch  die  an  Herrn  de  TEpinois  gerichtet,  ob  er  eine  Ver- 
änderung der  Handschrift  in  dem  Berichte  vom  26.  Februar  bei  der  Stelle 
y^et  suceessive*'  wahrgenommen  habe,  ferner  ob  er  sich  erinnere,  dass  die 
Handschrift  auf  dem  Blatt  378,  das  die  Berichte  vom  25.  und  26.  Februar 
enthält,  dieselbe  idt,  wie  die  auf  den  übrigen  Blättern  von  1615  und  1616? 
Herr  de  TEpinois  hatte  die  in  Rom  genommene  Copie  zur  Hand,  als  er 
mir  antwortete: 

../e  ffe  puis  vous  dire  si  le  rapporl  du  26  Fevrier  est  de  la  mime  main  qve 
les  autres  ecrilures:  Je  ne  me  le  rappeile  pas;  je  ne  sais  non  plus  s*ü  jf  a  wte 
difference  decriiure  dans  la  piece ,  mais  je  ne  le  crois  pas ,  en  tout  cas  je  not 
rien  note.'' 

Selbst  eine  zuversichtlichere  Erwiederung  hätte  die  Erwägung  nicht 
ausgeschlossen,  dass  ein  gewissenhafter  Fieser  vermeintlich  bedeutungslose 
Abweichungen  übersehen  kann,  die  ein  anderer  wahrnimmt,  wenn  seine 
Aufmerksamkeit  ausdrücklich  auf  diesen  Punkt  gerichtet  ist.  Nach  der 
Antwort  des  Herrn  de  TEpinois  war  ich  durchaus  berechtigt,  die  Frage  als 
unentschieden  zu  betrachten.  Ich  halte  auch  jetzt  noch  für  wahrscheinlich, 
dass  ein  voinrtheilsfreier  und  sachkundiger  Forscher,  der  das  Vatioanmanu- 
script  ohne  irgendwelche  Rücksicht  benutzen  dürfte,  bald  genug  durch 
Tbatsachen  bestätigen  würde,  was  wir  jetzt  auf  dem  umständlicheren 
Wege  der  Folgerung  festzustellen  hatten.    Ob  aber  Thatsaehen  sich  «nt- 
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decken  lassen  werden,  die  nicht  von  Herrn  F.  als  Beweise  für  die  entgegen- 
gesetate  Ansicht  in  Anspruch  genommen  werden  können,  muss  ich  nach  sei- 
ner Behandlang  des  Gherardi'schen  Docnments  ernstlich  bezweifeln. 

Der  kühnste  Vertheidiger  der  Inqaisition  —  hätte  ich  gemeint  —  werde 
vergebens  versuchen,  den  Bericht  dieser  Urkunde  mit  dem  des  Vatican- 
manuscripts  in  Einklang  zu  bringen.  Herr  F.  leistet  mehr:  er  findet  in 
Oherardi's  Document  Nr.  6  die  directe  Bestätigung  des  angezweifelten 
Berichts.  Es  ist  recht  interessant,  zu  verfolgen,  wie  er  das  möglich  ge- 
macht hat.  „Ich  sehe/'  sagt  er,  „bei  jedem  Document  auf  die  besonderen 
Umstände,  unter  welchen  es  entstanden  sein  kann.^*  In  der  Ausfflhrniig 
kommt  das  darauf  hinaus ,  dass  er  für  das  widerspenstige  Document  Um« 
stände  der  Entstehung  erdenkt,  die  zwar  für  die  Sache  selbst  weder  noth* 
wendig,  noch  wahrscheinlich  sind,  dafür  aber  eine  gewisse  Dunkelheit  üb«r 
die  klaren  Worte  verbreiten.  In  dem  Dämmerlichte  dieser  Umstände  kön- 
nen dann  Zweifel  und  Widerspruch  nach  Bedürfniss  hausen.  Was  sind  nun 
die  Umstände,  unter  denen  er  Oherardi^s  Document  entstehen  sieht?  Er 
vermnthet:  Diese  Worte  entstammen  der  päpstlichen  Kanalei. 
Man  wird  fragen  dürfen:  Mit  welchem  Rechte?  Mit  vieler  Mühe  hat  Gbe- 
rardi  in  den  Sälen  der  Inquisition  festzustellen  vermocht^  dass  ein  beson- 
derer Theil  des  Archivs  unter  dem  Namen  der  Decrcta  die  Siteungsproto« 
kolle  der  Inquisition  enthielt  oder,  um  genau  au  sein:  „t  verbali  od  ü  9tmt0 
de'verbali  e  le  decisioni  della  Congregazione  nelle  sue  seduie''  (Gherardi  S.  6). 
Herr  Gherardi  sagt  uns,  dass  er  ausschliebslich  Auszüge  aus  diesen  Bänden 
der  Decreta  mittheilt;  wer  die  Auszüge  sieht,  muss  augenblicklich  finden, 
dass  sie  dieser  Angabe  entsprechen,  das  Document  Nr.  6  nicht  weniger,  als 
die  meisten  übrigen.  Was  wollen  und  solleu  dieser  thatsächlichen  Angabe 
gegenüber  Vermuthungen?  Will  Herr  F.  die  Angabe  von  Gherardi  in  Zwei- 
fel ziehen,  warum  wirft  er  ihm  nicht  direct  den  Irrthum  vor?  Es  wäre  eine 
Aufgabe,  deutscher  Gelehrsamkeit  würdig,  vom  Studirzimmer  in  Franken 
aus  zu  beweisen ,  dass  der  Minister  der  römischen  Republik,  als  er  glaubte, 
die  Register  der  Inquisition  zu  durchblättern,  in  Wirklichkeit  die  Acten 
einer  besondem  päpstlichen  Kanzlei  vor  sich  hatte.  Oder  will  Herr  F.  nur 
vermuthen,  dass  ausschliesslich  diese  Folge  von  Sätzen,  die  uns  interes- 
sirt,  aus  jener  Kanzlei  in  die  Archive  der  Inquisition  hinüber  genommen 
sei?  Dann  hätte  er  —  da  auch  Vermuthungen  nicht  ganz  der  Gründe  ent* 
hehren  können  —  nachweisen  müssen ,  dass  sich  der  sechste  Auszug  der 
GUerardi'schen  Reihe  von  den  übrigen  in  entsprechender  Weise  unterschei- 
det. Er  hat  auch  das  unterlassen  und  wird  es  wohl  für  immer  unterlassen 
müssen.  Die  Uebung  hat  mich  belehrt ,  dass  man  bei  den  Vermuthungen 
des  Herrn  F.  weniger  auf  die  gewöhnliche  Art  von  Gründen  sehen  muss, 
dass  dagegen  die  causa  finalis  immer  zu  Tage  liegt.  Eine  solche  End- 
ursache hat  auch  die  anderweitig  unerklärliche  Einführung  der  päpstlichen 
Kauzlei:  es  kommt  darauf  an,  das  Document  Nr.  d  in  eine  Noti^^anim  Prir 
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vatgebraucb  Seinor  Heiligkeit  zu  verwandeln.  „Man  übersehe  nicht,"  sagt 
Herr  F.,  „dass  es  sich  bei  dem  Document  vom  3.  März  blos  um  Dsd  han- 
delt, was  dem  Papste  vorzutragen  war  (Fj  43).  (Herr  F.  ist's,  der 
das  gesperrt  druckt.)  „Das»  wir  nicht  die  Berichte,  sondern  nur  die  Jour- 
nalnotizen darüber  haben,  die  nur  das  Wesentlichste  anfuhren",  hat 
er  schon  vorher  „bedacht",  so  ist  es  klar:  die  Notiz  enthalt  zwar  nicht 
einen  Bericht  über  den  wirklichen  Vorgang,  aber  genau  soviel,  dass  Alle, 
für  die  er  bestimmt  war ,  nur  den  Befehl  vom  25.  Februar  zu  vergleichen 
brauchten,  um  diesen  wirklichen  Vorgang  daraus  zu  entnehmen.  Nun  ge- 
nügt zwar  ein  Blick  in  Gherardi*s  Heft,  um  zu-zoigen,  dass  diese  Aui^zilge 
Berichte  über  Thatsachen  und  die  Beschlüsse  aus  den  Verband Inngen  der 
Inquisition  in  derselben  Weise  verzeichnen,  wie  es  noch  heute  in  allen 
knrzgefassten  Sitzungspiotokollon  geschieht;  von  einer  besondern  Rücksicht 
auf  den  Papst,  der  allerdings  den  Sitzungen  präsidirt,  ist  nicht  das  Mindeste 
zu  entdecken.  Aber  wer  kann  gegen  Endursachen  streiten?  Das  Schlimmste 
ist,  dass  auch  hier  die  Hypothese  ihren  Zwecken  nicht  genügt.  Damit  der 
Ursprungs  „in  der  pftpstlichen  Kanzlei"  nicht  umsonst  erfunden  ist,  muss 
Herr  F.  eine  weitere  Annahme  darüber  machen,  was  in  dem  Beri'^hte  vom 
26.  Februar  1616  das  Wesentlichste  war.  War  geschehen,  was  dieser 
Bericht  verzeichnet,  so  ergiebt  die  Natur  der  Sache,  insbesondere  aber  die 
Verwendung  des  Berichts  im  Jahre  1633,  dass  es  darauf  ankam,  von  der  An- 
drohung des  Inqnisitions  Verfahrens  für  einen  bestimmten  Fall  Notiz 
zu  nehmen.  Herr  F.  muss  dagegen  das  Wesentlichste  in  der  Unterwerfung 
Galilei's  —  nein,  das  nützte  ihm  Nichts,  in  dem  Ausdrucke  acquicvil  — 
finden.  Aber  auch  damit  ist  Nichts  erreicht.  Wer,  sei  es  im  Inqui^jitions- 
palast  des  17.,  sei  es  im  Gelehrtenziiumer  des  19.  Jahrbund erti?,  deu  Befehl 
des  Papstes  vom  25.  Februar  gelesen  hat  und  darauf  die  Angabe  vom 
3.  März  —  er  mag  sie  als  Journalnotiz  oder  als  Protokollextract  betrachten, 
er  mag  sie  geschrieben  glauben,  für  wen  er  wolle  — ,  hört,  was  wir  gehört: 
Galilei,  gemahnt,  fügte  sich.  Herr  F.  aber  muss  trotz  aller  Künste 
der  Interpret»  tion  nun  zu  allem  Uebrigen  aus  demselben  acqiäevü  seh  Hes- 
sen: er  fügte  sich  nicht.  Wenn  Galilei  ^ich  der  Mahnung  j^efngt 
hätte  —  so  deducirt  Herr  F.  — ,  8o  hätte  nicht  stehen  dürfen:  er  hat  sich 
gefügt,  sondern:  „er  hat  sich  nicht  geweigert,  zu  gehorchen";  denn  in  dem 
päpstlichen  Befehl  vom  25.  Februar  hoisst  es  nacb  der  Mahnung: 
„wenn  er  sich  weigert,  zu  gohorchen",  und  erst  nach  dem  Verbot  des 
Commissars:  ,,wenn  er  sich  nicht  fügt".  Der  Ausdruck  „er  fügte  sieb" 
beweist  also,  dass  das  Verbot  an  ihn  ergangen  ist;  er  beweist  vnplicite  (und 
der  Kundige  kann  und  musste  das  zwischen  den  Zeilen  lesen),  dass  er  an- 
fangs sich  nicht  gefügt,  dann  das  Verbot  einpfangeu. 

Der  Leser  wird  den  Kopf  schütteln ;  ich  knuu  nur  bitten,  dass  er  den 
Text  (F,  42  —  43)  vergleiche,  um  zu  erkennen,  dass  meine  Worte  dem  Ge- 
dankengange Nichts  hinzufügen. 
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Herr  F.  nimmt  also  an,  man  liabe  beim  Aafzeichnen,  wie  beim  Lesen 
eines  solchen  Berichts  auf  den  eigentlichen  Sinn  der  Worte  nicht  zu  ach- 
ten gehabt,  sondern  nur  darauf,  in  welcher  Beziehung  und  Verbindung 
dieselben  Worte  in  einem  frühereu,  denselben  Gegenstand  berührenden 
Actenstücke  gefunden  werden ;  es  sei  auch  dabei  nicht  gestaltet  gewesen, 
ein  Wort  durch  das  sinnverwandte  zu  ersetzen  oder  ersetzt  zu  denken  und 
man  habe  diese  Grundsätze  beim  Schreiben  uud  Lesen  selbst  dann  noch 
festzuhalten  gehabt,  wenn  man  auf  diese  Weise  geuöthigt  wäre,  als  eigent 
liehen  Inhalt  des  Actensttickes  genau  das  Gegentheil  von  Dem  zu  betrach- 
ten, was  die  Worte  deutlich  sagen. 

Ich  verliere  über  diese  Annahme  keine  Worte.  Kann  Herr  F.  aus  den 
Acten  beweisen,  dass  die  Inquisition  so  zu  schreiben  und  zu  lesen  pflegte, 
so  mag  sie  discutirt  werden.  Als  Vermnthnng,  die  ausschliesslich  darauf 
berechnet  ist,  die  klare  Bedeutung  der  Worte  nicht  zur  Geltung  kommen 
zu  lassen,  bedarf  sie  der  Widerlegung  nicht.  Fänden  wir  eine  Interpreta 
tion,  wie  diese,  iu  dem  Munde  der  Qualificatoren  in  den  Acten  der  Inqui- 
sion,  wir  würden  den  Gleichmuth  des  Geschichtbforbchers  bei  Seite  lassen 
und  in  entrüsteten  Worten  von  einem  Gerichtshofe  reden,  der  keinerlei 
Künste  scheut,  um  sein  Opfer  zu  Grunde  zu  richten.  Heute,  wo  wir  die 
unerwartete  Auslegung  aus  dem  Munde  eines  Kritikers  hören,  der  das  Ur- 
theil  über  Galilei  vom  Standpunkte  seiner  Richter  als  gerechtfertigt  be- 
trachtet, können  wir  «einen  Worten  nur  die  freudige  Zuversicht  entnehmen, 
dass  es  um  die  Sache  der  Wahrheit  gut  steht;  denn  wer  sie  mit  solchen 
Waffen  bekämpfen  mag,  dem  stehen  bessere  nicht  zu  Gebote. 

Ich  habe  nur  wenig  zur  Vertheidigung  der  eigenen  Auffassung  hinzu- 
zufügen. Sie  beruht  nicht  auf  Auslegungen,  nicht  auf  irgendwelchem  Wis- 
sen oder  Voraussetzungen  Über  Gewohnheiten  der  Inquisition;  sie  liest,  was 

klar  geschrieben  steht: 

„GaliJeus  monilus  acquievil^^  ] 

sie  sucht  den  Sinn  des  Wortes  acquiccit  in  den  Acten:  er  kann  nicht  zweifel- 
haft sein,  die  Acten  kennen  den  Ausdruck  nur  in  dem  Einen  Sinne;  dass 
er  „Verzicht  auf  Widerspruch"  bedeutet,  hat  selbst  Herr  F.  nicht  in  Abrede 
gestellt.  Wenn  also  ein  zwingender  Grund,  von  dem  einfachen  Wortsinne 
abzuweichen,  nicht  nacngewiesen  wird,  so  muss  ich  auch  meine  Ausfüh- 
rungen Über  die  Bedeutung  des  Gherardi'schen  Documents  (W,  26  -  27)  als 
nnwidorlegt  betrachten.  Ob  ich  darum  berechtigt  bin,  in  diesem  Actenf>tück 
eine  klare  Bestätigung  dos  Verdachts  gegen  das  Schriftstück  vom  26.  Fe- 
bruar zu  erkenuen,  will  irli  getrost  dem  ürtheile  Sachverständiger  anheint- 
geben. 

Zu  6. 

Es  bleibt  als  letzter  und  wichtigster  Gegenstand  des  Streites  die  Be- 
gründung des  Urtheils  vom  Juni    163^.    Herr  F.  hat  zwar  sämmtUche  Ber 
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weise  gegen  die  Echtheit  des  Schiift.stiicks  vom  26. Februar  verworfen,  aber 
er  hat  doch  anerkannt,  dasA  das  Schriftstück  kein  Protokoll  ist;  er  erkennt 
in  gewissem  Orade  sogar  an,  dass  es  dadurch  rechtlich  werthlos  ist.  Er 
geht  sogar  so  weit,  anzunehmen ,  dass  die  Inquisitoren  derselben  Ansicht 
gewesen  sind;  aber  nun  scheiden  sich  unsere  Wege:  eben  deshalb  — 
findet  er  —  haben  Galilei'ß  Richter  auf  die  Benutaung  dieses  Schriftstücks 
zur  Begründung  des  Urtheils  verzichtet. 

Ich  habe  diese  Vorstellung  durch  unzweideutige  Thatsachen  widerlegt; 
Herr  F.  behandelt,  wie  es  scheint,  auch  diese  Thatsachen  als  Gegenstand 
des  Meinens.  So  habe  ich  nur  deutlicher  zu  wiederholen:  Alles,  was  er  in 
dieser  Beziehung  behauptet,  beruht  auf  willkürlicher  Missachtung  des  klar- 
sten  Wortlautes  der  Acten. 

Kein  formelles  Bedenken  hat  die  Inquisition  gehindert,  in  der  Ab- 
schwörungsforniel  dna  preceiio  vom  Februar  1616  als  n,giuridicamente  in- 
iimato*^  zu  bezeichnen;  wenn  der  Ausdruck  precetio  irgendwo  zweierlei 
Beziehung  gestattet  —  hier  ist  der  Zweifel  ausgeschlossen,  denn  wörtlich 
folgt  der  Befehl  nach  dem  Bericht  vom  26.  Februar. 

Ebenso  heisst  es  mit  Bezug  auf  dieselben  Worte  in  der  Sentenz: 
ti  fu  fallo  precetio  con  noiaro  e  lestimonii.  Es  bedarf  kaum  dieser  Bezugnahme 
auf  bestimmte  Redewendungen.  Wer  sich  der  geringen  Mühe  unterzieht, 
den  Text  des  Urtheils  zu  lesen,  sieht  augenblicklich,  dass  das  Blatt,  auf 
dem  die  Berichte  „vom  25.  und  26.  Februar  1616**  verzeichnet  stehen,  durch- 
aus als  authentisefaes  Document  citirt  wird. 

Aber  'ebenso  ist  durch  die  klare  Gedankenfolge  des  Urtheils  unwider- 
sprechlich  festgestellt,  dass  die  Richter  die  Veröffentlichung  der  „Dialoge'* 
als  Uebersehreitung  desselben  wörtlich  bestimmten  Verbotes  strafen.  (Fu  in 
esso  trovaia  apertamente  la  iransgressione  del  suddetio  precetio  che  ti  fu  falle,) 

„Du  hast  bekannt,*'  deducirt  das  Urtheil,  „dass  du  die  Erlaubniss  zum 
Druck  nachgesucht  hast,  ohne  Denen,  die  sie  dir  gewährten,  kundzugeben, 
dass  du  den  Befehl  hattest,  di  non  ienere,  difendere  ne  insegnare  in  quaisivo- 
glia  modo  ial  doitrina,"  also  wiederum  nicht  irgend  einen,  sondern  den  wört- 
lich bestimmten  Befehl. 

Es  folgt  Galilei's  Vertheidigung ,  dann  die  Erwiederung  des  Richters 
und  an  deren  Ende  die  Worte:  ,,und  es  spricht  nicht  zu  deinen  Gunsten 
die  Erlaubniss,  die  du  mit  Künsten  und  Listen  erpresst  hast,  da  du  den 
Befehl,  den  du  hattest,  nicht  kundgegeben  hast.**  Es  ist  also  durch  ein- 
fache Bezugnahme  auf  diesen  Befehl  der  Vertheidigung  jede  Bedeutung 
abgesprochen. 

Der  Ausdruck  precetio  findet  sich,   wenn  ich    richtig  zähle,   in  dem 
Wortlaute  des  Urtheils  siebenmal.    Bei  sechs  von  diesen  sieben  Wieder 
holungen  ist  die  Bezugnahme  auf  den  strengen  Wortlaut  des  Inquisitions- 
befehls „vom  26.  Februar*'  völlig  zweifellos;  jetzt  beim  siebenten  Male,  wo 
nur  preceito  che  avevi  steht,  entdeckt  Herr  F.  in  diesem  Ausdrucke  eine 
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HioweisuDg  —  nicht  auf  denselben  klar  formnlirton ,  sondern  auf  deo  gans 
andern  Befehl,  der  nach  seiner  Anffassang  in  der  Mittheilnng  des  Decrets 
der  Indexcongregation  und  demgemftss  in  dem  Zeugnisse  des  Cardinais  B. 
enthalten  war. 

Ich  halte  diese  Deutung,  wie  einige  andere  des  Herrn  F.,  nur  dann 
für  möglich,  wenn  die  Inquisitoren  sogleich  mit  dem  Beschlüsse,  der  die 
Sache  betrifft,  den  andern  fassten,  ihn  durch  Worte  dermassen  zn  verdun- 
keln, dass  der  Leser  das  Oegeutheil  mit  gleichem  Rechte  vermnthen 
konnte.  Ist  ein  zweck  •  und  sinnloser  Beschluss  dieser  Art  nicht  Torausaa« 
setzen,  so  kann  das  preceito  che  avevi  von  dem  precetto  che  ii  fu  faito  nicht 
verschieden  soin. 

Könnte  trotz  alledem  dem  Leser  des  Urtheils  ein  Zweifel  bleiben ,  so 
findet  er,  was  ihn  beseitigt,  in  üb  ersichtlicher  Kürze  in  dem  Schreiben,  mit 
dem  der  Cardinal  Onuphrio ,  einer  von  Galilei^s  Richtern ,  im  Namen  der 
Inquisition  die  Uebersendung  des  Urtheils  nach  Venedig  begleitet.  Hier 
wird  das  Vergehen  Galilei*s  kurz  bezeichnet:  e  siaio  proibiio  da  quesia  sacra 
Congregazione  del  Santo  üffizio  piü  anni  sono  a  G.  G,  äi  Firenze,  dt  teuere  y  dt- 
fendere  e  insegnare  in  qualsivoglia  modo,  in  voce  o  in  inscritta,  la  detta  opinione  -. 
nondhneno  il  medesimo  G,  ha  ardiio  di  comporre  un  libro  intitolaio  G.  G^  Linzeo 
e  senza  palesare  la  detta  proibizione  ha  estorto  licentia  di  porlo  alle  slampe. 

Ich  denke,  d«as  sind  für  Jeden,  der  lesen  will ,  vernichtende  Be- 
weise gegen  die  Hypothese  des  Herrn  F.  Diese  Stellen  sind  mir  seit  langer 
Zeit  bekannt,  ich  habe  aUo  nicht  das  mindeste  Interesse  daran  gehabt, 
den  Gedanken  festzuhalten,  den  mir  Herr  F.  unterschiebt,  „dass  ein  beson- 
deres Verbot  auch  einen  besondern  Wortlaut  haben  müsse''.  Ich  rede  nicht 
von  „müssen'S  sondern  von  der  Thatsache,  dass  das  einzige  in  Betracht 
kommende  Verbot  einen  sehr  bestimmten  und  besondern  Wortlaut  hat. 

Ich  habe  ebenso  wenig  Veranlassung  gehabt,  zu  prüfen,  ob  für  Galilei 
eine  Verpflichtung  bestand ,  die  besondere  Mittheilung  des  Decrets  seinem 
Censor  kundzugeben;  denn  von  solcher  Verpflichtung  ist  in  den  Acten  nir- 
gends die  Rede.  Herr  F.  fügt  den  Klagepnnkten  der  Richter  einen  weitern 
eventuellen  hinzu,  aber  nicht  sein  Urtheil,  sondern  das  Urtheil,  wie  es  im 
Jahre  1633  gefällt  und  motivirt  ist,  habe  ich  auf  seine  Rechtmässigkeit  zu 
prüfen  gehabt. 

Wer  übrigens  G/s  Vertheidigung  vom  Mai  1633  gelesen  hat,  wird  dar- 
aus ohne  besondere  Mühe  auch  eine  Vertheidigung  gegen  den  eventuellen 
Klagepunkt  des  Herrn  F.  entnehmen.  Galilei  konnte  bei  der  Erlangung 
des  Imprimatur  offenbar  sich  nicht  zu  einer  Mittheilnng  verpflichtet  glauben, 
ans  der  für  de»  Censor  Nichts  zu  entnehmen  war,  was  er  nicht  anch  ohne 
diese  Mittheilnng  wnsste,  also  Nichts,  was  auf  die  Ausübung  seines  Amtes 
bei  der  Beurtheilnng  der  „Dialoge^*  irgendwelchen  Einflnss  üben  konnte. 

Ich  brauche  nicht  hinzuzufügen,  dass  selbst  dann,  wenn  folgerichtiges 
Donkeft  uns  nöthigte,  die  Verpflichtung,  von  der  Herr  F.  redet,  anzuerken- 
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neo,  seine  Behauptung,  dass  die  Richter  an  solche  Verpflichtang  gedacht 
haben,  weiterer  thatsächlicher  Beweise  bedürfte.  Alles,  was  Herr  F.  in 
dieser  Beziehung  anführt,  beschränkt  sich  auf  die  „Andeutungen^',  die  er 
der  Interpretation  eines  Wortes  entnimmt. 

Nach  allem  Vorhergehenden  könnte  diese  Andeutung  auch  im  bebten 
Falle  Nichts  erweisen,  als  die  klare  Inconsequenz  der  Richter.  Aber  auch 
die  „Andeutung**  würde  Herr  F.  in  dem  credendum  est  unmöglich  entdecken 
können,  wenn  er  nicht  beharrlich  verschmähte,  sich  mit  dein  voUstfindigeo 
Texte  des  Urtheils  bekannt  zu  machen ;  denn  dass  der  Disposition  und  der 
Ausfuhrung  dieses  Actenstückes  gegenüber  ein  urtheilsfühiger  Mann  seine 
Deutung  der  Worte  vertreten  würde,  ist  durchaus  unglaublich. 

Herr  F.  beschränkt  sich  auf  die  Erklärung,  dass  er  seine  Meinung 
festhalte;  er  giebt  keinen  neuen  Beweis,  er  geht  auf  meine  Gegengründe 
mit  keiner  Silbe  ein.  Mit  solchem  Festhalten  sind  wir  wohl  an  der  äusser- 
steu  Grenze  Dessen  angelangt,  was  wissenschaftlicher  Streit  zu  nennen  ist. 

Ich  habe  mittlerweile  in  dem  wiederholten  Widerspruche  die  Veraulas 
suug  gefunden,  dem  Ursprünge  der  an  sich  undeutlichen  Redewendung 
nachzuforschen.  Die  nähere  Prüfung  hat  mir  ergeben,  dass  für  den  latei- 
nischen Text  des  Urtheils,  den  ich  benutzt  habe,  die  Authenticität  nicht  so 
zweifellos  erwiesen  ist,  als  man  bisher  allgemein  geglaubt  hat;  andererseits 
scheint  kein  Grund  vorzuliegen,  die  ältere  italienische  Ausgabe  von 
Polacco  (1G44)  nicht  als  Original,  d.  h.  als  unmittelbar  der  Kanzlei  der 
römischen  Inquisition  entstammend,  zu  betrachten.  Ich  bemerke  nur,  dass 
dieser  Text  als  Original  von  Venturi  und  Alberi  abgedruckt  ist.  Die 
Bemerkungen  von  Martin*,  die  ihn  zur  Uebereetzung  machen,  deuten  anf 
eine  mindestens  oberflächliche  Prüfung. 

Ohne  auf  diese  noch  nicht  abgeschlossene  Untersuchung  näher  einzu- 
gehen, hebe  ich  bei  dieser  Gelegenheit  nur  hervor,  dass  selbst  der  Schein 
der  Zweideutigkeit,  den  man  bei  oberflächlicher  Betrachtung  in  dem  creden- 
dum est  finden  könnte,  in  dem  italienischen  Originale  nicht  vor 
banden  ist.  Ich  stelle  die  betreffenden  Abschnitte  des  Urtheils  nach  dem 
Wortlaute  bei  Riccioli  und  Venturi  (Polacco)  zusammen. 

Biceioli  (1651):  Tenturi  (Polacco)  (1644): 

fw  qua  ieslificatione  dicitur  te  twn  ahiti-  Nella  quäl  fcde  si  dke,  che  tu  non  aven 

rasse  neque  punitum  fuisse,  sed  iantum-  ahiuralo  ne  menn  eri  slato  penitenziafo. 

modo  denwüiaiam  tibi  fuisse  declaraliu-  ma  che  li  rra  solo  stala  demtnciala  In 

7ipm  factnm  a  Domino  Nostro  et promulga-  dichiarazione  fatla  da  Nostro  Signale  e 

tarn  a  S,  Congregatione  Indicis,  in  qua  con-  7  nhlicattt  daJJa  sanla  Congregazione  delf 

tinetur  . . .  defendi  non  posse  nee  teneri,  Indicc.  nella  quäle  si  contiene  . . .  difen- 

Quare  cum  ihi  mentio  non  ßatduarum  dere  ne  tenere:  e  che  per  cid  non  si 


Galiläe,  Pari/t  1808,  p.  I33yf. 
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pardcuJarum  praecepH,  videlkel  docere  faciendo  memione  in  detki  fede  delle  due 

et  guovismodOy  credendum  est,  in  particole  dcl  preceiiOy  cioe  docere  et 

decursu  14  aui  16  annorum  eas  tibi  e  quovis  modo,  si  deve  credere  che  nel 

memoria  excidisse,   et  ob  hanc  ipsam  corso  di  14  o  16  anni  ne  avessi  persa 

causam  te  tacuisse  praeceptum ,  quando  ogni  memoria ;  e  che  per  guesta  stessa 

petiisti  facultatem  lihrum  typis  mandandi,  cagione  aveei  taciuio  il  precetto,  quando 

et  hoc  a  te  dici  non  ad  excusandum  er-  chiedesti  ticenza  di  poter  dare  il  libro 

rorem,  sed  ut  adscriberetur  vanae  ambi-  alle  siampe.    E  iuUo  questo  dicevi  non 

tioni  podus ,  quam  malifine.  per  scusar  ferrore,  ma  perche  sia  attri- 

buito  non  a  maiizia,  ma  vana  ambizione. 

Ich  branche  nicht  auszuführen,  dass,  mit  dem  lateinischen  Wortlaute 
verglichen ,  der  italienische  —  gleichviel,  ob  er  Original  oder  Uebersetzung 
wäre  —  den  Werth  einer  Deutung  gewinnt  nnd  dass  diese  Deutung  dieselbe 
ist,  die  ich  in  meiner  Schrift  aIs  die  ausschliesslich  mögliche  betrachtet  habe. 

Mit  diesem  italienischen  IVxte  stimmt  die  französische  Uebersetzung, 
die  der  P.  Mersenne  in  «einen  ,,Question$  theologiques^  phi/siques,  morales  et 
malhematiques  {Paris  1634)*'  veröffentlicht  hat,  vollständig  überein.  Dieselbe 
ist  z«hn  Jahre  vor  dem  Abdrucke  von  Polacco,  also  etwa  ein  Jahr  nach 
der  Verurtheilung  Galilei^s  gedruckt;  es  scheint,  dass  uns  in  ihr  der  älteste 
Äur  Zeit  bekannte  Text  des  Urtheils  vorliegt.  Mit  welchem  Rechte  Martin 
vennuthet,  dass  sie  die  Uebersetzung  einer  in  Lüttich  gedruckten  Ausgabe 
von  1633  sei,  ist  mir  nicht  bekannt.  In  dem  Exemplare,  das  ich  benutzen 
konnte, 'finde  ich  keine  Bemerkung  über  den  Ursprung  des  Textes.  Auf 
iiirecte  Erkundigung  in  Lüttich  ist  mir  von  competenter  Seite  die  Mitthei- 
lung geworden,  dass  man  in  Lüttich  von  einem  dort  gedruckten  Texte  den 
Urtheils  Nichts  weiss. 

Die  hier  in  Betracht  kommende  Stelle  lautet  bei  Mersenne  (I.e.  220): 

, ne  se  peut  deffendre ^  ni  ienir,  et  que  par  eonsequent  w'y  estant 

faile  aucune  mention  ,.,  Von  doit  croire  .. ." 

Es  verdient  Beachtung,  dass  auch  Delambre,  der  in  seiner  y^ffisloire 
de  Tastronomie  moderne^*,  nach  Riccioli  Übersetzt,  das  credendum  est  nicht 
anders  wiederzugeben  vermag.  Es  heisst  bei  ihm:  ^^et  que  comme  il  n'y  est 
pas  fait  mention  de  la  defense  . . .  t7  est  ä  croire  ,,.*^ 

Der  Sinn  ist  bei  diesen  Uebersetzungen  offenbar  genau  derselbe ,  wie 
in  der  Umschreibung  vonParchappe  (Paris  1866,  S.  241) :  „tu  as  allegue 
que  ce  certificat  ne  mentionnant  pas  les  mots ...  ces  mots  de  Vordre  qui  favail 
die  signifie  ont pu  ,,.  ächapper  ä  ta  memoire. 

Ob  im  Angesicht  dieser  Texte  und  üebersetzungen  nun  auch  Herr  F. 
das  entscheidende  che  mit  allen  seinen  Consequenzen  anerkennen  wird, 
muss  dahingestellt  bleiben.  — 

Ich  habe  auf  einen  kurzen  Angriff  umständlich  geantwortet.  Möge  die 
Umständlichkeit  dem  Wnnsche  zu  Oute  gehalten  werden,  so  nachdrücklicLT 
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aU  möglich  eine  Beurtheilung  zurückaaw eisen ,  die  den  VerdKeht  der 
Leichtfertigkeit  gegen  eine  ernste  Arbeit  erhebt  und  bei  der  Begründung 
eines  solchen  Vorwurfs  Alles  ignorirt,  was  sich  als  Regel  der  geschicht- 
lichen Kritik  betrachten  U&sst. 

Hamburg,  jm  Juli  1872.  Dr.  Emil  Wohlwill. 


Antikritik. 


In  Nr.  10  des  „Lit.  Centralblatts  für  Deutschland''  von  Professor  Dr. 
Z  a  r  n  c  k  e  befindet  sich  ein  Bericht  über  das  von  mir  im  vergangenen  Jahre 
veröfientlichte  Buch  „Die  jMolecnlargesetze'*,  welcher  nach  meinem  Dafür- 
halten geeignet  sein  dürfte»  ein  eigenthümliches  Licht  auf  die  Art  und 
Weise  zu  werfen,  wie  der  betreffende  Herr  Referent  seine  Sache  betreibt. 

Der  Herr  Referent  giebt  an ,  dass  nach  mir  in  den  ponderablen  Kör- 
pern die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  der  Aetherdichtigkeit  proportional 
sei.  Wo  soll  ich  denn  so  Etwas  gesagt  haben?  Mass  nicht  jeder  Fachmann 
angesichts  der  Farbendispersion  diesen  Satz  sofort  für  unrichtig  erklären? 
Ich  habe  auf  S.  40  ausdrücklich  angeführt,  dass  sich  der  Zusammenhang 
von  Aetherdichtigkeit  und  Lichtgeschwindigkeit  in  diesen  Körpern  nicht 
durch  eine  einfache  Norm  darstellen  Insse  und  dass  die  geringere  Licht 
geschwindigkeit  in  denselben  nicht  zu  dem  Schlüsse  berechtige,  der  Aether 
sei  in  ihnen  dichter,  als  im  allgemeinen  Räume,  und  diesen  Ausspruch  wan- 
delt der  Herr  Referent  in  obigen  geradezu  absurden  Satz  um! 

Weiter  wird  bemängelt,  dass  ich  ausser  einer  Abhandlung  von  Cauchy 
die  Arbeiten  anderer  Mathematiker  unberücksichtigt  gelassen.habe.  Hätte 
der  Herr  Referent  sich  die  Mühe  gemacht,  mein  Buch  näher  anzuschauen, 
so  würde  er  gefunden  haben,  dass  seine  Behauptung  mindestens  ungenau 
ist-,  er  würde  auch  gefunden  haben,  dass  es  sich  bei  der  fundamentalen 
Verschiedenheit  meiner  Theorie  von  allen  anderen  nur  darum  handelt,  ob 
die  zwei  Ableitungen  des  Aethergesetzes ,  die  ich  in  S.  8  und  32  meines 
Buches  gegeben ,  sowie  meine  Lehre  vom  Aetherdrucke  richtig  sind  oder 
nicht.  Sind  sie  richtig,  so  brauche  ich  keine  Untersuchungen  anderer  Auto- 
ren; sind  sie  es  nicht,  so  helfen  mir  hundert  Citate  Nichts.  Den  Grund, 
warum  ich  von  den  übrigen  Moleculartheorien  abgegangen  bin,  habeich 
auf  S.  60  meines  Buches  angegeben.  Warum  soll  man  sich  nicht  auch  ein- 
mal die  Sache  von  einer  andern  Seite  betrachten  dürfen ,  da  man  auf  dem 
alten  Wege  nach  des  Herrn  ^Referenten  eigenem  Ausspruche  trotz  aller 
MüLie  nicht  über  die  Anfangsgründe  hinausgekommen  ist? 

Auf  die  Ableitung  der  Grundgesetze  habe  ich  in  meinem  Buche  einige 
Anwendungen  derselben  auf  die  Molecularcrscheinungen  folgen  lassen. 
Das  Gebiet  der  Molecularphyt^ik  ist  bekanntlich  weit  und  es  ist  daher  wohl 
sehr  erklärlich,  dass  ich  bis  jetzt  nicht  allen  Zweigen  gleiche  Aufmerksam- 
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keit  zuwenden  konnte.  Zu  den  von  mir  weniger  bearbeiteten  Gebieten  ge- 
hören Elektricität  und  Magnetismus,  nnd  ich  habe  mich  daher  bezüglich 
dieiter  auf  einige  allgemeine  Andeutungen  besohrftnkt,  die  der  Herr  Refe- 
rent in  sehr  liebenswürdiger  Weise  als  Phrasen  bezeichnet,  worauf  er  den 
Satz  ansspricht,  dass  ich  das  Weber'sche  Gesetz  nicht  zu  kennen  scheine. 
Das  ist  denn  doch  etwas  stark !  In  dem  ganzen  Buche  kommt  die  Bezeich- 
nung  „elektischer  Strom"  ein  einaiges  Mal  und  da  nur  ganz  nebenbei 
vor.  In  dem  Buche  ist  also  von  ganz  anderen  Sachen  die  Rede,  als  von 
elektrischen  Strömen,  und  da  ich  efin  Specialgesetz  derselben  nicht  er- 
wähnte, sagt  der  Herr  Referent,  ich  scheine  dasselbe  gar  nicht  zu  kennen. 
Da  h&tte  er  mit  dem  gleichen  Rechte  behaupten  können,  ich  kenne  das 
Ohm 'sehe  Gesetz  nicht,  oder  es  seien  mir  die  Jupitertrabanten  oder  der 
deutsch -französische  Krieg  von  1870  unbekannt,  denn  von  allen  diesen  ist 
auch  keine  Rede  in  dem  Buche. 

Jeder  Unparteiische  wird  mir  hoffentlich  beistimmen,  wenn  ich  diese 
unter  dem  Schutze  der  Anonymität  aufgestellte  Behauptung  des  Herrn  Re- 
ferenten als  eine  frivole  Verdächtigung  bezeichne  und  die  Verwunderung 
ausspreche,  dass  in  einem  Blatte,  wie  das  Z am c keusche  „Centralblatt*S 
derartige  Sachen  vorkommen  können. 

Regensburg.  Prof.  Dr.  Witt  wer. 


Recensionen. 

Die  allgemeine  Bewegung  der  Materie  als  Grundvrsaoha  aller  Hatnr- 
erscheinnngen,  von  Heinrich  Scurahm,  Director  der  N.-Oe.  Lan* 
desoberrealschule  in  Wiener- Neustadt  und  K.K.  Bezirkssohulinapec- 
tor.   I.  Abtheilung.    Wien  1872,  Wilhelm  Braumüller. 

Der  Verfasser  hat  sich  zum  Ziele  gesetzt,  alle  Naturerscheinungen  aus 
der  einzigen  Grundursache,  der  Bewegung  der  Atome,  zu  erklären.  Die 
erste  Abtheilung  seines  Werkes ,  60  S«Uen  gr.  8 ,  bespricht  und  erklärt  die 
allgemeinen  molecularen  Eigenschaften  der  Körper;  die  zweite  Abtheilung 
(noch  nicht  erschienen)  soll  die  Erklärung  der  Bildung  der  Weltkörper  und 
dann  die  der  Wärme-  und  Lichterscheinnngen  enthalten. 

£s  ist  jedenfalls  eine  recht  lobenswerthe  Absicht,  Das,  was  der  Phy- 
siker Kraft  nennt,  zu  erklären  und  damit  die  verschiedenen  Kräfte,  die  die 
Physik  unterscheiden  muss,  auf  einen  einzigen  Zustand ,  d.  i.  im  vorliegen- 
den Falle  auf  den  der  Bewegung  zurückzuführen.  Sehen  wir  nun  genauer 
zu,  wie  diese  Absicht  erreicht  wird. 

Im  ersten  Theile ,  überschrieben :  Princip  der  allgemeinen  Bewegung, 
kommt  der  Verfasser  unter  vielfacher  Anwendung  der  Wahrscheinliohkeits- 
rechnung  auf  S.  8  zu  dem  Res.iltate:  „der  wahrscheinlichste  Zustand  der 
Materie  ist  der  der  Bewegung'^,  ein  Resultat,  das  ofienbar  so  einleachtencLT 
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ist,  dass  es  anch  ohne  den  augewandten  Rechnangsapparat  von  vornherein 
al»  Grundsatz  hfttte  ausgesprochen  werden  können.  Wenn  Recensent  nnn 
auch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  nicht  jenen  Werth  hinsichtlich  ihrer 
Resultate  beilegen  kann,  wie  der  Verfasser  es  zu  thun  scheint,  so  kann  er 
sich  doch  mit  dem  weiter  gezogenen  Resultate  vereinen:  „Die  ans  Atomen 
bestehende  Materie  befindet  sich  im  Zustande  der  Bewegung.  Sind  in  einem 
Räume  nur  Atome  gleicher  Grösse,  so  bewegen  sich  dieselben  geradlinig 
und  gleichförmig  nach  allen  Seiten  des  Raumes.  Die  Zahlen  der  in  glei- 
chen Zeiten  durch  denselben  Raum  ziehenden  Atome  sind  im  Allgemeinen 
ungleich,  nähern  sich  aber  desto  mehr  einem  constanten  Werthe,  je  längere 
Zeitabschnitte  man  in  Betracht  zieht/*  Die  Atome  selbst  werden  nun  als 
runde,  vollkommen  elastische  Körperchen  gedacht,  und  von  diesem  Ge- 
sichtspunkte aus  wird  ihr  Bewegungszustand  weiter  behandelt.  Gerade  in 
(lieser  vollkommenen  filasticität  der  Atome,  die  für  alle  ferneren  Betrach- 
tungen eine  conditio  sine  qua  nnn  ist ,  muss  aber  Recensent  die  Achillesferse 
der  ganzen  Abhandlung  erkennen,  denn  wie  lässt  sich  Elasticität  ohne  eine 
thätige  Abstossungskraft  denken,  und  es' sollte  doch  gerade  der  Begriff 
,, Kraft'*  erklärt  werden.  Mit  diesem  einen  Kinwande  fällt  das  ganze  Ge- 
bäude der  aufgestellten  Theorie  zusammen.  Der  Verfasser  leitet  nun  aus 
der  Bewegung  der  Atome  her,  dass,  wenn  zwei  grössere  Atome  (Molecnle) 
iiieh  in  einem  mit  kleineren  Atomen  angefüllten  Räume  befinden,  diese  bei- 
den Molecule  sich  gegenseitig  nähern  müssen,  und  es  erscheint  in  dem 
Ausdrucke  ftir  die  Beschleunigung  der  Annäherang  der  Factor  sin^Uy  «enu 
a  den  Winkel  bezeichnet,  de^i  die  vom  Mittelpunkte  des  einen  Molecules 
nach  dem  andern  Molecul  gezogene  Tangente  mit  der  Verbindungsgeraden 
der  Mittelpunkte  bildet.  Daraus  folgt  weiter,  dass  die  Beschleunigung  um- 
gekehrt proportional  ist  dem  Quadrate  der  Entfernung  beider  Molecule,  ein 
Uesultat,  aus  dem  sich  alsdann  mit  Leichtigkeit  das  Newton^sche  Attrac- 
tiousgesetz  ergiebt.  Aber  auch  diese  Art  der  Beweisführung  hat  ihre  star- 
ken Bedenken,  denn  da  die  kleineren  Atome  sich  nach  allen  Richtungen 
geradlinig  bewegen  sollen,  so  weiden  sie  sich  auch  gegenseitig  stosseu; 
iliese  Stösse  sind  zum  geringsten  Theile  centrale,  es  tritt  also  nicht  allein 
der  einfache  Bewegungsvorgang  ein,  wie  ihn  allein  der  Verfasser  der  Rech- 
nung unterworfen  hat;  im  Resultat  erscheint  nicht  der  Factor  sin^a  und  mit 
ihm  fällt  das  hergeleitete  Anzlehungsgesetz.  Es*  hebt  aber  auch  der  Ver* 
fasser  seine  gezogenen  Resultate  von  selbst  zum  grossen  Theile  wieder  aaf, 
indem  er  am  Schlüsse  des  ersten  Theiles,  S.  23,  bemerkt:  Um  AnfstelluDg 
iH'uer  Hypothesen  zu  vermeiden,  will  ich  mich  vor  der  Hand  begnügen, 
ilargethfln  zu  haben,  „dass  durch  die  beschriebene  einfache  Bewegung  der 
Atome,  wie  sie  auch  in  jedem  Gase  vorkommt,  unter  Umständen  eine  An- 
näherung grösserer  Massen  bewirkt  wird**. 

Der  zweite  Theil:  „Allgemeine  moleculare  Eigenschaften  derKörper'\ 
Luthalt  gleich  eingangs  auf  S.  25  die  Bemerkongi  f,dass  man^as  Folgend« 
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Dur  als  eine  Skizze  jener  Ideen  betrachten  möge,  welche  meiner  Ansicht 
nach  znr  Lösung  der  genannten  Aufgabe  führen  können.  Eine  vollständige 
Ausarbeitung  derselben  konnte  hier  um  so  weniger  gegeben  werden,  als  es 
sich  einerseits  darum  handelt,  dem  Leser  zunächst  ein  übersichtliches  Bild 
des  gesammten  Systems  zu  entwickeln,  und  als  andererseits  die  detaillirte 
Bearbeitmag  dieser  Theorie  und  die  Anwendung  derselben  auf  alle  Zweige 
der  Naturlehre  kaum  Sache  eines  Einzelnen  sein  kann,  namentlich  wenn 
demselben  (wie  es  leider  bei  mir  der  Fall  ist)  weder  Zeit,  noch  wissen- 
schaftliche Behelfe  in  ausreichendem  Masse  zu  Gebote  stehen'^ 

Mit  dieser  Bemerkung  entzieht  sich  aber  der  Verfasser  einer  weiteren 
strengeren  Recension. 

Freiberg.  Dr.  Th.  Kötteritzsch. 

Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  ans  disr  Trigonometrie  nnd 
Stereometrie,  herausgegeben  von  Dr.  Friedrich  Reidt.  Leipzig, 
B.  6.  Teubner.  1872. 
Wer  als  Lehrer  der  Mathematik  an  Mittelschulen  Gelegenheit  gehabt 
bat,  in  seinem  Berufe  praktische  Erfahrungen  zu  sammeln,  wird  mit  dem 
Kecensenten  darin  übereinfetimmen,  dass  eine  gute  Sammlung  von  Aufgaben 
für  den  Unterricht  nnd  die  Fortschritte  der  Schüler  mehr  Werth  hat,  als 
ein  Lehrbuch  der  mathematischen  Lehrsätze.  Wie  allgemein  dies  an- 
erkannt wird,  zeigt  z.  B.  die  vorzügliche  Aufnahme,  welche  die  Beispiel- 
sammlung von  II eis  gefunden  hat.  Freilich  ist  auch  die  Mühe,  eine  gute 
Aufgabensammlung  zusammenzustellen,  eine  bei  weitem  grössere,  als  die, 
ein  systematisch  geordnetes  Lehrbuch  zu  verfassen;  bringt  ja  in  letzterer 
Beziehung  beinahe  jeder  Tag  Neues,  währ  td  Aufgabensammlungen  über 
die  höheren  Zweige  der  niederen  Mathematik  nur  sporadisch  auftreten.  Um 
so  mehr  gebührt  aber  auch  dem  Autor  einer  derartigen  guten  Sammlung 
Dank,  wenn  er  sich  einer  derartigen  Mühe  zum  Vortheil  der  heranwachsen* 
den  Jugend  nnd  zum  Nutzen  seiner  Collegen  unterzogen  hat.  Aus  vollem 
Herzen  wird  dieser  Dank  vom  Recensenten  Herrn  Reidt  dargebracht, 
dessen  reichhaltige,  gut  geordnete  Sammlung  von  Aufgaben  einem  recht 
fühlbaren  Mangel  abgeholfen  hat.  Recensent  kann  es  nur  lobend  anerken- 
neu,  wenn  da  und  dort  einzelne  Beispiele  vollständig  berechnet  wurden, 
weil  auf  diesem  Wege  zugleich  eine  gute  äussere  Form  und  eine  sich  in 
ihren  Resultaten  gegenseitig  controlirende  Rechnung  möglich  wird. 

Während  die  Aufgaben  aus  der  Trigonometrie  im  Allgemeinen  bereiter 
vorlagen,  ist  es  nur  mit  Dank  anzuerkennen,  dass  der  Verfasser  bei  den 
Aufgaben  aus  der  Stereometrie  nicht  bei  den  Berechnungen  der  Oberflächen, 
Volumen  u.  s.  w.  der  einfacheren  Körper  stehen  geblieben  ist,  sondern 
auch  eine  zahlreiche  Reihe  von  Aufgaben  bietet,  um  die  sonstigen  Lehr- 
sätze der  Stereometrie  einzuüben. 
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Die  Aufgabensammlung  selbst  ist  sowohl  für  den  Gebrauch  des  Leh- 
rers, als  auch  iur  den  des  Schülers  berechnet;  die  Resultate  dagegen  wer- 
den gesondert  nur  an  Lehrer  abgegeben.  Auch  hierin  kann  Recensent  eine 
nur  lobenswerthe  Einrichtung  erkennen. 

Man  wird  eine  recht  warme  Empfehlung  der  Reidt' sehen  Aufgaben- 
sammlung demnach  ganz  am  Platze  finden. 

Frei  her  g.  Dr.  Th.  Kötteritzbcu. 

»  ■ 

Beträge  xux  ErfindniigageMhiehte  der  Kettenbrtlclie.  Programm  der  La- 
teinschule zu  Weissenburg,  von  Dr,  phil.  Sigmund  GIintheb,  Real- 
lehrer.  1872. 
Mit  mehrfachem  Vergnügen  hat  Referent  das  in  der  Ueberschrift  ge- 
nannte Programm  erhalten  und  gelesen.  Erstlich  beschäftigt  es  sich  mit 
einem  uns  intere^sironden  Gegenstande,  zweitens  ist  der  Verfasser  viel- 
leicht von  uns  persönlich  (er  besuchte  unsere  Vorlesungen  im  Winter 
1866/67)  zu  historischen  Untersuchungen  angeregt  worden,  und  drittens  ist 
die  Untersuehung  mit  grossem  Fleisse  geführt  und  zeigt  von  einer  Belesen- 
heit, welche  wir  recht  vielen  jüngeren  Gelehrten  wünschen  möchten.  Die 
ganze  Dairstellung  ist  so  knapp  gehalten ,  dass  wir  kaum  einen  Auszug  des 
Inhalts  geben  können,  wenn  wir  uns  nicht  auf  die  wenigen  Worte  beschrän- 
ken wollen,  dass  Herr  Günther  uns  in  gedrängter  und  doch  übersichtlicher 
Weise  mit  den  einschlagenden  Arbeiten  von  Leonardo  Fibonacci,  von 
Cataldi,  von  Daniel  Schwenter,  von  Brounker  und  von  Huygens 
bekannt  macht.  Namentlich  auf  die  Schwenter* sehen  Prioritätsaneprüche 
für  die  Entwickcluug  und  Aufwicl^elung  von  Kettenbrüchou  dürfte  vorher 
im  Drucke  noch  nicht  aufmerksam  gemacht  worden  sein,  wenn  auch  die 
Thalsache  selbst  manchem  andern  Leser  der  Deliciae  physico-mathemaiicae 
jenes  Professors  der  Mathematik  und  der  orientalischen  Sprachen  „bei  der 
löblichen  Universität  Altdorff  **  so  wenig  entgangen  sein  mag,  als  z.  B.  dem 
Referenten.  Wir  können  auch  das  nur  bestätigen ,  was  der  Verfasser  an- 
Iiangsweiso  über  das  letztgenannte  Werk  bemerkt,  dass  es  ein  für  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  und  Physik  nicht  unwichtiges  Denkmal  und,  setzen 
wir  hinzu,  bei  Weitem  noch  nicht  genügend  ausgenutzt  ist. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


BibUographie 

vom  1.  August  bis  15.  September  1872. 


Periodisoha  Sohriften. 
Berichte  über  die  Verhandlungen  der  königl.  sächs.  Gesellschaft  der  IVis- 
senschaften   zu   Leipzig,    mathematisch -physikalische   Classe.     1871. 
Nr.  IV  und  V.    Leipzig,  Hirzel.  k  10  Ngr. 

'Abhandlungen  der  mathematisch -physikalischen  Classe  der  königl.  bayri- 
schen Akademie  der  Wissenschaften.  11.  Bd.  L  Abtheil.  München, 
Franz.  3  Thlr.  17  Ngr. 

Fortschritte  der  Physik.    24.  Jahrg.  2.  Abth.  1868.    Redig  v.  B.  Schwalbe. 
Berlin,  G.  Reimer.  2%  Thlr. 

Reine  Mathematik. 

GiSEKE,  B.,  Systematisch  geordnete  Aufgaben  zum  Unterricht  in  der  Buch- 
stabenrechnung und  Algebra.    2.  Aufl.    Halle,  Schmidt  12  Ngr. 

Hechel,  C,  Arithmetische  Aufgaben.    Heval,  Kluge.  20  Ngr. 

-  — ,  Auflösungen  hierzu.    Ebendas.  12  Ngr. 

Hartmann,  J.,  Die  Eigenthümlichkeiten  der  periodischen  Decimalbriiche. 
Rinteln ,  Bösendahl.  5  Ngr. 

Pl&ibel,  A.  L.,    Handbuch  der  Elementararithmetik.    5.  Aufl.    Stuttgart, 
Schweizerbarth.  1  Thlr.  2Ö  Ngr. 

Wittstein,  Th.,    Lehrbuch   der  Elementarmathematik.    I.  Bd.  L  Abth.: 
Arithmetik.    4,  Aufl.    Hannover,  Hahn.  %  Thlr. 

,  L  Bd.  2.  Abth.:  Planimetrie.    5.  Aufl.    Ebendas.  %  Thlr. 

Bremikeu,  C,  Logarithmisch -trigonometrische  Tafeln  mit  fünf  Decimalen. 
Berlin,  Weidmann.  %  Thlr. 

Wittstein,  Th.,  Fünfstellige  logarithmisch  •  trigonometrische  Tafeln. 
5.  Aufl.    Hannover,  Hahn.  %  Thlr. 

Baltzer,  K.,  Elemente  der  Mathematik.    I.  Bd.  4.  Aufl.    Leipzig,  Hirzel. 

1%  Thlr. 

Worpitzky,  Elemente  der  Mathematik.    2.  Heft.    Berlin,  Weidmann. 

%  Thlr. 

Streissler,  J.  ,  Die  geometrische  Formenlehre  in  Vorbindung  mit  der  An- 
schauungslehre und  dem  Zeichnen.   Triest,  Schiuipfi*.  %  Thlr. 

Balsam,  H.,  Leitfaden  der  Planimetrie.  3.  Aufl.  Stettin,  Saunier.    %  Thlr. 

FiALKOWSKi,  N. ,  Körperformennetze.    2.  Aufl.    Wien ,  Sallmayer  &  Comp. 

Digitized  by  VJ'  ^ 


104  Literatarzeitnng. 


August,  F.,  Untersucliungen  über  das  Imaginäre  in  der  Oeometrie.  Ber- 
lin, Calvarj  &  Comp.  %  Thlr. 

FiALKOWSRi,  N.,  Die  einheitliche  Construction  der  drei  Kegelschnitte  mit- 
tels der  Kreistransversalen.   Wien,  Sallmajer  ä  Comp.  8  Ngr. 

Angewandte  Mathematik. 

MXdler,  J.  H.  V.,  Geschichte  der  Himmelsknnde.  I.  Bd.  6.  n.  7.  Lief. 
Brannschweig ,  Westermann.  ii,%  Thlr. 

BüCHTiNG,  A.,  BibUotheca  astronomica  ei  meteorologica ,  1862—1871.  Nord- 
hausen, Biichting.  12  Ngr. 

I.iTTROW,  0.  V.,  Bericht  über  die  von  C.  Bruhus,  W.  Förster  und  E.  Weiss 
ausgeführten  Bestimmungen  der  MeridiandifTerenzen  Berlin  —  AVien  — 
Leipzig.    (Akad.)    Wien,  Gerold.  1%  Ngr. 

Weiss,  E.  ^  Bestimmung  der  LängendiBcrenz  Wien  —  Wiener -Neustadt 
durch  Chronometerubertragungen.    (Akad.)    Wien ,  Gerold.        4  Ngr. 

Heis,  E.,  Neuer  Himnielsatlas  der  mit  blossem  Auge  sichtbaren  Sterne, 
nebst  Sterncatalog.    Cöln,  Du  Mont-Schäuberg.  8  Thlr. 

Physik. 

Humboldt,  A.  v. ,  Eine  wissenschaftliche  Biographie,  im  Verein  mit  Ave- 

Lallemant,  V.  Carus,  A.  Dove  u.  A.  herausgeg.  v.  C.  Bruhns.    3  Bde. 

Leipzig,  Brockhaus.  10  Thlr. 

Stefan,  J.^   Ueber  die  dynamische  Theorie  der  Diflfusion  der  Gase.  (Akad.) 

Wien,  Gerold.  C  Ngr. 

Stern,  S.,    Beiträge   znr  Theorie   der  Resonanz  lufthaltiger  Hohlräume. 

(Akad.)   Wien,  Gerold.  "2  Ngr. 

Zrnokr,  K.  W.,  Das  Differentialphotometer.  Prag,  Gregr  A-  Dattel.  4  Ngr. 
PiETSGHUANN,  W. ,   Dcr  Photomcter,  erfunden  und  begründet.     I^eipzig, 

Scholtze.  '      1  Thlr. 

Oettingbn,  A.  V.,  und  K.  Weihrauch,  Meteorologische  Beobachtungen, 

angestellt  zu  Dorpat  im  Jahre  1871.    Dorpat,  Glaser,  18  Ngr. 


Digitized  by  LjOOQIC 


Literaturzeitnngt 


Recensionen. 

Beiträge  nr  Oesohiohte  der  Mafhematik.  TL,    Programm  zur  öfifentlichcn 
PreisTertheilung  an  der  StudieDaustalt  Hof.  1872.  Von  Dr.  G.  Fbied- 
LEiN,  k.  Rector  und  Professor. 
Der  Verfasser  dieses  Programms  hat  in  einer  früheren ,  als  „Beiträge 
zur  Geschichte  der  Mathematik.  P^  (Hof,  1868)  bezeichneten  Schalschrift 
ich  mit  der  Nameration  der  Griechen  und  Kömer  and  einigen  nahe  ver- 
wandten Gegenständen  beschäftigt  and  dabei  ebenso,  wie  in  seiner  1869  bei 
Deicheri  in  Erlangen  herausgegebenen  Schrift  „Die  Zahlzeichen  und  das 
elementare  Bechnen  der  Griechen  und  Eömer  und  des  christlichen  Abend- 
landes vom  7.  bis  13.  Jahrhundert*'  Ansichten  entwickelt,  welche  unseren 
Lesern  aus  den  Abhandlungen  desselben  Verfassers  in  dem  IX.  und  X. 
Bande  dieser  Zeitschrift  bekannt   sind  und  welche  in  den  wesentlichsten 
Punkten  den  Ansichten  des  Referenten  widersprechen. 

Die  Ziffern,  welche  dem  diesjährigen  Programm  beigefügt  ist,  soll 
nicht  etwa  —  so  sagt  uns  der  Verfasser  in  einer  Anmerkung  —  auf  die 
fortgesetzte  Behandlung  jenes  Gegenstandes  deuten,  welchen  er  von  seinem 
Standpunkte  aus  in  der  genannten  Monographie  von  1869  abgeschlossen  hat; 
sie  soll  vielmehr  nur  rein  äusserlich  als  Bezeichnung  einer  zweiten  Reihe 
von  Beiträgen  verstanden  werden.  Die  neuen  Beiträge  sind  einer  durchaus 
andern  Gedankenfolge  als  die  früheren  gewidmet,  sie  beziehen  sich  auf  die 
voreuklidische  Geometrie  der  Griechen,  insbesondere  auf 
die  elementaren  Theile  derselben.  Wir  können  ihren  Inhalt  noch 
näher  bestimmen,  wenn  wir  ihn  dahin  angeben,  dass  der  Verfasser  der 
Hauptsache  nach  zwei  Gedanken  ausführt:  1.  DioAegypter  besassen 
eine  mystische  Geometrie,  von  welcher  die  griechischen 
Denker  sich  mächtig  hingezogen  fühlten;  2,  die  Aegypter 
beachteten  den  Winkel  als  solchen  und  seine  Eigenschaften 
noch  nicht;  erst  den  Griechen,  und  vorab  Thaies  verdankt 
die  Mathematik  diese  Kenntnisse.    Dass  die  beiden  hier  ausgespro- 
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chenen  Gedanken  nicht  so  nackt  und  karz  hingestellt  werden,  versteht  sieh 
von  selbst,  ebenso,  wie  bei  den  polemischen  Neigungen  des  Herrn  Verfas- 
sers mancherlei  Bemängelungen  der  Untersuchungen  des  Referenten  und 
Bretschneider^s  über  euklidische  und  voreuklidische  Geometetrie  Nie- 
mandem unerwartet  sein  werden.  Referent  ist  im  Allgemeinen  kein  Freand 
davon,  bei  jedem  Angriffe  Lärm  zu  schlagen  und  dem  lesenden  Publikum 
zuzumuthen,  noch  einmal  und  noch  eiumal  wiederholt  zu  sehen,  was  einmal 
geschrieben  und  mit  der  vermeinten  Widerlegung  verglichen,  zur  unpartei- 
ischen Beurtheilung  genügt.  Trotzdem  wollen  wir  heute  von  unserer  Ge- 
wohnheit abweichen  und  eiumal  Ödentlich  discutiren,  was  wir  nach  Herrn 
Fried  lein  (S.  20)  nicht  hätten  thun  sollen,  was  wir  übersehen  haben,  wo- 
von wir  hätten  sprechen  müssen. 

„Cantor  .hätte  Euklid  nicht  beschuldigen  sollen,  dass  er  den  Zusam- 
menhang von  Sätzen  zerrissen  habe.'*  Wir  waren  nämlich  und  sind  der 
Ansicht,  dass  die  Theoreme  bei  Euklid  1,44,  VI,  28,  ¥1,29  ursprünglich 
zusammengehörten.  Herr  Friedlein  erläutert  nun,  die  Sätze  VI,  28  and 
29  könnten  nicht  früher  abgehandelt  werden,  als  bis  der  Begriff  der  Aehn- 
lichkeit  erörtert  sei,  und  der  Parallelsatz  zu  I,  44  sei  im  VI.  Buche  nur 
.deshalb  weggelassen,  weil  seine  Erörterung  bis  auf  wenige  Worte  mit 
I,  44  identisch  wäre.  Sagt  damit  Herr  Fried  lein  nicht  genau  dasselbe, 
was  wir  nicht  hätten  sagen  sollen?  Itjt  das  vielleicht  kein  Auseinanderreis* 
sen,  wenn  im  I.  und  VI.  Buche  getrennt  steht,  was  dem  Inhalte  nach  Ver- 
einigung forderte?  Und  haben  ,wir  nicht  („Euklid  und  sein  Jahrhundert", 
S.  5l)  den  Grund  dafür  mit  den  Worten  angegeben,  dass  die  Elementen- 
schreiber die  Sätze  brachten,  wie  sie  in  ihr  System  passten,  und  dass  sie 
dabei  sich  kein  Gewissen  zu  machen  brauchten,  wenn  sie  dabei  auch  den 
Zusammenhang  zerrissen,  in  welchem  die  Satze  ursprünglich  gefunden 
worden  waren?  Wir  sind  mit  Herrn  Fried  lein  einverstanden,  dass  Euklid 
die  Sätze  VI,  28,  29  erbt  im  VI.  Buche  behandeln  konnte;  allein  was  hin- 
derte ihn  daran,  die  Behandlung  des  Satzes  I,  44  bis  eben  an  diese  Stelle 
aufzusparen?  Einzig  der  Umstand,  dass  er  ihn  früher  in  seinem  Systeme 
nöthig  hatte.  Diesem  Umstände  trug  er  mehr  Rechnung,  als  der  histori- 
schen, wie  der  idealen  Zusammengehörigkeit,  und  das  nennen  wir  auf 
deutsch :  Auseinanderreissen. 

„Cantor  hat  auch  noch  tibersehen,  dass  in  VI,  28  und  29  nicht  das 
dem  iV-Eck  gleiche  Parallelogramm  auch  das  ähnliche  ist,  sondern  das  zu 
addirende  oder  subtrahirende,  dessen  Fläche  durch  die  Construction  be- 
stimmt wird.**  W^ir  haben  dieses  keineswegs  übersehen,  sondern  auf  S.  47 
unserer  Schrift  ausführlich  und  ausdrücklich  bemerkt.  Das  Uebersehea 
dürfte  demnach  hier  nicht  uns  vorzuwerfen  sein. 

Aber  vielleicht  meint  Herr  Friedlein,  wir  hätten,  was  wir  auf  S.  47 
gesagt,  auf  S.  51  wieder  vergessen,  und  bezieht  darauf  die  Worte,  mit  wel- 
chen er  fortfährt:  „Statt  von  äh  nlich  en  Parallelogrammen  hätte  also  Can- 
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tor  von  Parallelogrammen  mit  gleichen  Winkeln  «preclien  müssen." 
Dieser  Vorwurf  ist,  wenn  auch  nicht  wörtlich,  doch  so  weit  begründet,  als 
wir  an  dieser  Stelle  uns  wirklich  eine  Undeutlichkeit  haben  zu  Schulden 
kommen  lassen.  Die  Meinung,  welche  Herr  Friedlein  vermuthet  und  zu 
deren  Aeusserung  die  von  ihm  vorgeschlagene  I^ssung  ganz  zweckdienlich 
gewesen  wäre,  haben  wir  freilich  nicht  gehabt.  Unsere  Meinung  war,  dass 
in  den  drei  vielerwähnten  Sätzen,  als  Ganzes  betrachtet,  Fragen  der 
Gleichheit  des  Flächenraumes  auftreten,  mit  denen  in  den  beiden  letzten 
noch  eine  Frage  der  Aehnlicbkeit  verbunden  ist.  Das  Incorrectc  in  unserer 
Ausdrucksweise  liegt  darin,  dass  wir  den  drei  Sätzen  eine  Verbindung  von 
Fragen  der  Flächengleichheit  und  Figurenähnlichkeit  zuschrieben,  welches 
nur  für  die  beiden,  dem  VI.  Buche  angehörigen  Sätze  gilt.  Alles,  was  wir 
aber  weiter  folgorten,  bleibt  von  diesem  stylistischen  Fehler,  welchen  zu- 
zugeben wir  keinen  Augenblick  anstehen,  unberührt.  Die  Behauptung  der 
Schüler  des  Eudeinus  über  den  Ursprung  der  parabolischen,  hyperbolischen 
und  elliptischen  Flachenconstructionen  sichert  uns  auch  jetzt  noch  die  ur- 
sprüngliche Zusammengehörigkeit  und  mit  ihr  die  nachfolgende  Auseinander- 
reissung  der  drei  Sätze.  Dieselbe  Behauptung  dient  uns  als  Stütze  unserer 
nnerschütterten  Ueberzeugung,  dass  die  drei  Sätze  Endziel  einer  geometri- 
schen Untersuchung  für  Pythagoras  gebildet  haben  werden,  welcher,  wie 
für  so  Vieles,  auch  für  dieses  besondere  Capitel  jedenfalls  die  feldmesse- 
rische und  vermuthlich  auch  die  theoretisch -geometrische  Grundlage  aus 
Aegypten  mitbrachte. 

Und  nun  haben  wir  uns  lange  genug  mit  Dingen  beschäftigt,  welche 
doch  eigentlich  nur  nebensächlich  für  das  uns  vorliegende  Programm  sind 
und  welche,  um  mit  einem  deutschen  Lustapieldichter  zu  reden,  uns  gar 
nicht  interessiren  würden,  wenn  sie  nicht  zufällig  uns  selbst  passirt  wären. 
Wir  müssen,  um  dem  Verfasser  gerecht  zu  werden,  die  oben  erwähnten 
beiden  Hauptgedanken  seiner  Schrift  einer  Besprechung  unterziehen. 

Neben  der  Feldmesskunst  und  der  wissenschaftlichen  Geometrie  unter- 
scheidet der  Verfasser  noch  eine  mystische  Geometrie  und  „man  darf  wohl 
nicht  ohne  Grund  annehmen,  dass  in  Aegypten  solche  gcheimnissvolle 
Weisheit  gleichfalls  eine  Stätte  gefunden  hatte,  und  dass  es  eben  diese  war, 
welche  die  griechischen  Denker  nach  jenem  Wunderlande  hinzog'*  (S.  6). 
Wir  können  mit  diesem  Ausspruche  uns  in  mancher  Beziehung  einverstan- 
den erklären.  Köth  hat  bereits  für  die  mystischen  Beziehungen  pythago- 
räischer  Weißheit  zwischen  Zahlen,  Figuren  und  NatnrbegriiTen  auf  aus- 
wärtigen, theils  chaldäischen,  theils  ägyptischen  Ursprung  hingewiesen, 
und  die  beiden  Beispiele,  welche  Herr  Friedlein  aus  Proelus  anführt, 
dienen  uns  zur  willkommenen  Bestätigung,  indem  der  einen  Stelle  zufolge 
die  Pythagoräer  die  Winkel  einzelnen  Göttern  gewidmet  hatten,  der  andern 
Stelle  zufolge  ebendieselben  die  Ursache  der  fortschreitenden  Reihe  der 
geradlinigen   Figuren   in   dem   dreiartigen   Gotte,   also   in   ^^W^X9kAff> 
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Aegypter  erkannten.  Ob  nun,  wie  Herr  Friedlein  an  einer  andern 
Stelle  sagt,  „die  willkürlichste  Umwandlang  alles  Pythagoriscben  in  Aegyp- 
tisches  dazu  gehört"  (S.  21),  in  diesem  Falle  mit  dem  Verfasser  den  Aegyp- 
tern  zuzuschreiben,  was  Procius  von  den  Pythagoräern  erzählt,  braucht 
Referent  nicht  zu  untersuchen,  welcher  sich  heute  wie  früher  dazu  bekennt, 
die  Anfänge  sämmtlicber  pythagoriscben  Wissenschaft  als  vor  Pytbago- 
ras  gegeben,  und  zwar,  da  sie  in  Griechenland  nicht  existirten,  als  von 
auswärts  eingeführt  anzunehmen.  Stimmen  wir  nun  der  Entwickelung  des 
Verfassers  bei,  soweit  das  Vorhandensein  einer  mystischen  Geometrie  nach- 
gewiesen werden  soll ,  und  könnten  wir  allenfalls  damit  auch  das  in  Ver- 
bindung setzen,  was  wir  in  unseren  mathematischen  Beiträgen  zum  Caltur- 
leben  der  Völker  das  mathematische  Ezperimentiren  der  Pythagoräer  ge- 
nannt haben,  so  sind  wir  durchaus  nicht  einverstanden,  wenn  man  mystische 
Geometrie  überall  da  erkennen  will,  wo  über  eine  wissenschaftliche  Geo- 
metrie der  Aegypter  berichtet  wird.  Nur  um  letztere  aus  dem  Wege  zu 
schaffen,  muss  dnoösi^ig  nicht  mehr  Beweis,  sondern  nur  Deutung  von 
LinienzusammenstelluDgen  heissen;  nur  deshalb  muss  die  graphische  Me- 
thode der  Aegypter,  welche  bei  Erörterung  von  Planetenbewegung  von  der 
arithmetischen  Methode  der  Chaldäer  unterschieden  wird,  eine  astrologische 
Spielerei  gewesen  sein,  wenn  auch  Herr  Fried  lein  diesen  letzteren  Aus- 
druck nicht  gerade  gebraucht.  Wir  bezweifeln  sehr,  ob  andere  Leser  ge- 
neigter als  der  Referent  sein  werden ,  solchen  künstlichen  Uebersetzungs- 
versuchen  beizupflichten.  Nein,  bleiben  wir  lieber  bei  dem  Sinne,  welchen 
alle  bisherigen  Commentatoren  mit  jenen  Stellen  des  Demokritos  und  des 
Theon  von  Smyrna  verbanden.  (Vergl.  z.  B.  Bretschneider,  Die  Geo- 
metrie und  die  Geometer  vor  Euklides,  S.  12.)  Freilich  zerfällt  alsdann  der 
zweite  Grundgedanke  des  vorliegenden  Programms  in  Nichts. 

„Alles  erklärt  sich  leicht,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Ae^pter  nur 
auf  die  Ausmessung  von  Längen  und  Flächen  ihr  Augenmerk  richteten  und 
die  Winkel  als  solche  gar  nicht  beachteten/'  Alles,  d.  h.  der  elementare 
Charakter  derjenigen  Sätze,  welche  auf  Thaies  als  Erfinder  zurückgeführt 
werden,  wie  des  Satzes  über  die  Gleichheit  der  Scheitelwinkel,  über  die 
Gleichheit  der  Winkel  an  den  Grundlinien  des  gleichschenkligen  Dreiecks, 
über  die  Halbirung  des  Kreises  durch  den  Durchmesser,  über  das  recht- 
winklige Sehnendreieck.  „Man  sollte  glauben,**  sagt  Herr  Friedlein,  „jeder 
Aegypter,  der  mit  wissenschaftlichem  Sinne  die  geometiischen  Gestalten 
betrachtete,  müsste  dies  gefunden  und  nicht  erst  Thaies  übrig  gelassen 
haben.**  Ganz  gewiss,  und  wir  zweifeln  nicht  daran,  dass  die  wissenschaft- 
liche Geometrie  der  Aegypter  diese  Kenntnisse,  sei  es  alle,  sei  es  der 
Mehrzahl  nach,  in  sich  einschloss.  Wir  müssen  nur  zusehen,  ob  denn  nicht 
auch  eine  andere  Annahme,  als  die,  sii  venia  verbOf  von  der  Winkellosigkeit 
der  ägyptischen  Geometrie  zur  Erklärung  der  thaletischen  Entdeckungen 
führt,  und  vorher,  ob  jene  Annahme  überhaupt  gestattet  ist.  ^e  ist  es  ent- 
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schieden  nicht.  Sie  ist  es  nicht,  wenn  die  Stellen  des  Demokritos  und  des 
Theon  so  übersetzt  werden,  wie  Jedermann  sie  bisher  übersetzt  hat;  denn 
Nachweise,  welche  sich  auf  vollzogene  Constructionen  beziehen,  und  gra- 
phische  Methoden  der  Astronomie  sind  geradezu  undenkbar  ohne  Kenntniss 
der  Lehre  vom  Winkel.  Jene  Annahme  können  wir  aber  selbst  dann  nicht 
gestatten,  wenn  wir  Herrn  Fried  lein 's  Uebersetzung  für  einen  Augen- 
blick als  richtig  erklären.  Die  von  ihm  selbst  angeführte  Thatsache  der 
Widmung  der  verschiedenen  Winkel  an  verschiedene  Götter  steht  im  Wege. 
Eine  solche  Widmung  schliesst  unserer  Meinung  nach  eine  Beachtung 
ein ,  während  der  Verfasser  diese  leugnen  will.  Der  Verfasser  beruft  sich 
auf  die  verschiedenen  Definitionen  des  Winkels  bei  den  Alten  und  findet  in 
ihnen  „ein  ernstes  Bingen  nach  genauer  Erkenntniss  des  Gegenstandes" 
(S.  12).  Zugegeben.  Das  Gleiche  gilt  für  die  Definitionen  der  geraden 
Linie  von  Plato  an  bis  auf  die  neueste  Zeit.  Beweist  das  etwa,  dass  man 
vor  Plato  die  gerade  Linie  nicht  beachtete,  keine  mit  ihr  zusammenhängen- 
den geometrischen  Wahrheiten ,  also  überhaupt  keine  geometrischen  Wahr- 
heiten kannte?  Ein  Anderes  ist  die  mathematische  Erkenntniss  der  Eigen- 
schaften von  Ranmgebilden,  ein  Anderes  ihre  philosophische  Definition. 
Deshalb  haben  viele  Geometer  mit  vollem  Rechte  sich  verwahrt,  „sie  kön- 
nen keine  Erklärung  für  die  Eintheiinng  der  Winkel  in  rechte,  spitze  und 
stumpfe  geben,  und  fragt  man  sie  um  den  Grund,  so  antworten  sie,  man 
habe  solches  nicht  von  ihnen  zu  fordern**,  wie  Procius  uns  berichtet.  Das 
waren  solche  Geometer,  welche  mit  Dem,  was  wir  heute  Philosophie  der 
Mathematik  nennen,  sich  nicht  beschäftigten,  nicht  beschäftigen  wollten, 
und  es  scheint  uns  sehr  kühn,  aus  dieser  Stelle  folgern  zu  wollen:  „Man 
sieht  also,  die  blossen  Praktiker  wurden  es  sich  bewusst,  dass  sie  die  Win- 
kel nicht  kannten  und  hatten  doch  keinen  Trieb  in  sich,  dem  Mangel  abzu- 
helfen*'  (S.  12).  Es  ist  nirgends  bei  Proklu^  gesagt  oder  auch  nur  angedeu- 
tet, dass  von  den  blossen  Praktikern  die  Rede  sei,  nirgends,  dass  sie  den 
Winkel  nicht  kannten.  Der  Erklärungsversuch  des  vorliegenden  Program- 
mes  für  den  Charakter  der  thaletischen  Geometrie  däucht  uns  daher  ge- 
scheitert. Wir  bedürfen  seiner  auch  nicht,  da  wir  einen  andern  Grund  für 
die  augenfällige  Verschiedenheit  thaletischer  und  pjthagoräischer  Mathe- 
matik schon  früher  ausgesprochen  haben.  Wir  wiederholen  wörtlich,  was 
wir  im  vorigen  Bande  dieser  Literaturzeitung,  S.  67,  mit  Bezug  auf  Bret- 
schneider's  Monographie  über  voreuklidische  Geometrie  gesagt  haben: 
„Bei  verhältnissmässig  kurzem  Aufenthalte  in  Aegjpten  lernte  der  Vater 
der  jonischen  Schule  nur  die  hsndwerksmässigen  Kunstgriffe  kennen,  und 
seine  Nachfolger  erhoben  sich  kaum  über  diesen  Standpunkt,  mochten  sie 
ans  der  ägyptischen  Quelle  einen  flüchtigen  Trunk  schlürfen  oder  das  von 
Thaies  üeberbrachte  in -unmittelbarer  Lehre  sich  aneignen«  Pjthagoras 
dagegen,  so  glaubt  und  behauptet  Herr  Bretschneider  mit  Roth  und 
mit  uns,  war  lange  Zeit  in  Aegjpten,  er  fand  Aufnahme  in  die  eigentlichen 
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Priesterschulen,  er  lernte  dort  die  Wissenschaft  der  Geometrie  kennen, 
und  wenn  sein  reicher  Geist  das  Empfangene  auch  weiter  verarbeitete  nnd 
zur  Keife  brachte,  so  ist  es  doch  immerhin  ägyptische  Theorie,  welche  den 
Samen  legte  zu  den  Früchten  der  italischen  Schule.**  Wir  wiederholen 
heute  diese  Ansicht  und  bedauern,  Herrn  Fried  lein  durchaus  anf  ent- 
gegengesetztem, unserem  Dafürhalten  nach  falschem  Wege  zur  Erkenntniss 
der  alten  Mathematik  zu  sehen. 

Vielleicht  sollten  wir  noch  einige  Worte  mit  Bezug  anf  denRhind- 
schen  Papyrus  beifügen,  auf  welchen  wir  zuerst  unsere  Fachgenossen  auf- 
merksam gemacht  haben  (vergl.  Zeitschr.  Math.  Phys.  Bd.  XIV,  Literatur- 
zeitung S.  30),  nnd  über  dessen  Inhalt  Herr  Fried  lein  gegen  Herrn 
Bretschneider  polemisirt.  Wir  dürfen  indessen,  ohne  uns  einer  Indis« 
cretion  schuldig  zu  machen,  für  heute  nur  soviel  sagen,  dass  der  Druck 
jenes  Papyrus  im  Originale  bereits  vollendet  ist  und  dass  seine  Herausgabe 
hoffentlich  in  Verbindung  mit  einem  Commentar,  vielleicht  sogar  eioer 
Uebersetzung  in  voraussichtlich  nicht  zu  langer  Zeit  bevorsteht.  Der  Augen- 
schein wird  alsdann  lehren,  wer  die  Andeutungen  des  Herrn  Birch  richtig 
verstanden  hat.  Cantor. 


Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  von  Clebscu.  Leipzig,  B.  G. 
Teubner.    1872. 

Wenn  schon  die  Anfänge  der  jetzigen  sogenannten  neueren  Algebra 
bis  Gauss  zurückreichen,  so  verdankt  doch  die  ebengenannte  Disciplin 
ihre  eigentliche  Gestalt  erst  den  allerletzten  Decennien,  namentlich  den 
geschickten  und  starken  Händen  eines  Cayley  und  Sylvester.  Die 
neuere  Algebra  unterscheidet  sich  durch  die  Allgemeinheit  ihrer  Kesnltate 
und  durch  die  symmetrische  Form,  in  der  sie  diese  vorführt,  wesentlich  von 
der  Algebra  früherer  Zeiten. 

Die  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie  fährte  Mob  ins  und 
Plücker  darauf,  von  dem  engeren  Begriffe  der  Gar  tes ins* sehen  Coordi- 
naten  abzugehen  und  vielmehr  anstatt  einfacher  Distanzen  Verhältnisse 
derselben  in  die  Gleichungen  einzuführen  und  dadurch  die  algebraischen 
Gleichungen  homogen  zu  machen,  d.  h.  den  Coordinatenbegriff  von  seiner 
Beziehung  auf  einen  bestimmten  Alassstab,  nach  welchem  die  Länge  der 
Linieneinheit  gemessen  werden  sollte,  frei  zu  machen.  Vielfache  Trans- 
formationen, denen  die  algebraische  Gleichung,  welche  ein  bestimmtes 
geometrisches  Bild  repräsentirte,  unterworfen  werden  musste,  um  die  geo- 
metrischen Besonderheiten  bequemer  studiren  zu  können,  Hessen  bald  nicht 
die  Gleichung  selbst  als  wesentlich  erkennen,  sondern  vielmehr  die  Art, 
wie  in  ihr  die  Constanten  mit  den  variablen  Grossen  verbunden  waren ;  es 
war,  mit  anderen  Worten,  weniger  die  Gleichung  selbst,  als  vielmehr  die 
algebraische  Form,  oder  Form  kurzweg,  welche  der  Untersachung  über- 
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wiegend  bedürftig  war.  Hierbei  fiel  es  nan  bald  auf ,  dass  bei  Behandlang 
von  Problemen,  die  eine  VerSndernng  in  der  Lage  des  Coordinatensystems 
oder,  umfassender  und  allgemeiner,  dass  überall  da,  wo  gewisse  Formen 
durch  Einführung  neuer  Variablen,  die  durch  lineare  Gleichungen  mit  den 
früheren  Variablen  verbunden  waren,  gewisse  Complexe  von  Gliedern  der 
ursprünglichen  Form  unverändert  blieben  oder  doch  nur  insoweit  verändert 
wurden,  dass  sie  als  in  eine  gewisse  Potenz  der  Substitutionsdeterminante 
multiplicirt  auftraten;  kurz,  man  entdeckte  Das,  was  man  jetzt  einfach  als 
Invarianten  oder  Covarianten  bezeichnet. 

per  Zweck  des  vorliegenden  Werken  ist  nun,  eine  Zusammenstellung 
aller  derjenigen  Theoreme  zu  geben,  die  sich  auf  die  Invarianten-  oder  Co- 
variantentheorie  binärer  algebraischer  Formen  beziehen,  und  somit  zu- 
gleich wichtige  Zweige  mathematischer  Forschung  einem  grösseren  Publi- 
kum zugängig  zu  machen.  Dass  der  Verfasser  gerade  diesen  Theil  der 
neueren  Algebra  herausgriff  und  in  einem  besondern  Werke  behandelte, 
während  bereits  die  einführenden  Werke  von  Salmon  und  Fiedler  in 
den  Händen  des  Publikums  sind,  hatte  seinen  guten  Grund  darin,  dass 
durch  vorzügliche  Arbeiten  P.  Gordan's  dai-gethan  war,  dass  alle  In- 
varianten und  Covarianten  eines  beliebigen  Systems  binärer  Formen  ganze 
Functionen  einer  endlichen  Anzahl  von  fundamentalen  Invarianten  und  Co- 
varianten sind.  Es  war  somit  möglich,  die  ganze  Theorie  der  binären  al- 
gebraischen Formen,  so  weit  sie  sich  auf  lineare  Substitutionen  erstreckt, 
in  einem  besondern,  das  ganze  Gebiet  umfassenden  und  abschliessenden 
Werke  darzustellen. 

Der  ebengenannte  wichtige  Lehrsatz  P.  Gordan^s'ist  auch  entschei- 
dend gewesen  für  die  ganze  Anordnung  des  Stoffes  in  dem  vorliegenden 
Werke.  Während  nämlich  der  erste  Abschnitt  die  Grundvorstellungen  der 
Theorie  und  die  Principien  der  symbolischen  Darstellung  entwickelt,  einer 
Darstellung,  bei  der  Clebsch  namentlich  den  epochemachenden  Arbeiten 
Aronhold's  gefolgt  ist,  handelt  der  zweite  von  der  geometrischen  Inter- 
pretation der  binären  Formen,  indem  die  Geometrie  binäre  Formen  durch 
Punktreihen,  Strahlen-  und  Ebenenbüschcl  darzustellen  vermag,  Interpre- 
tationen, die  sich  für  die  Theorie  der  Projectionen  als  von  fundamentaler 
Bedeutung  herausstellen.  Der  dritte  Abschnitt  behandelt  Resultanten  und 
Discriminanten  als  Beispiele  algebraischer  Formen.  Der  vierte  Abschnitt 
handelt  von  den  Formen  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades;  dabei  wird 
die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  entsprechender  Grade  unter 
dem  Gesichtspunkte  der  Invariantentheorie  dargestellt  und  nachgewiesen, 
dass  die  Anzahl  der  dabei  auftretenden  Systeme  von  Invarianten  und  Co- 
varianten in  dem  vorhin  angeführten  Sinne  beschränkt  ist.  Die  beiden  fol- 
genden Abschnitte  sind  nun  dem  Beweise  des  bereits  genannten  Satzes  von 
Gordan  gewidmet.  Die  drei  letzten  Abschnitte  endlich  enthalten  typische 
Darstellungen. 
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Der  Verfasser,  welcher  selbst  vielfach  schaffend  in  das  Gebiet  der 
neueren  Algebra  eingegriffen  hat,  verdient  den  besten  Dank  dafQr,  dass  er 
dem  grösseren  Publikum  eine  Disciplin  zngängig  gemacht  hat,  der,  wie  man 
wohl  sagen  kann,  ein  grosser  Theil  der  nächsten  mathematischen  Zukunft 
gehören  wird.  Die  Sprache  ist  einfach,  natürlich  und  leichtverständlich; 
sie  macht  damit  eine  rühmliche  Ausnahme  vor  einer  verdammenswerthen 
Tendenz,  die  leider  namentlich  in  neuerer  Zeit  in  Deutschland  vielfach 
Platz  gegriffen  hat,  durch  Weglassung  von  Mittelgliedern,  die  nothwendig 
sind  zur  Herleitung  des  strengeren  Schlusses ,  den  Anschein  geheimnissvol- 
1er  Gedankentiefe  sich  zu  erwerben. 

Wenn  auch  anscheinend  die  Theorie  der  binären  algebraischen  For- 
men und  ihrer  Transformation  durch  lineare  Substitutionen  nur  ein  sehr 
beschränktes  Gebiet  zu  umfassen  scheint,  insofern  in  ihr  nur  lineare 
Transformationen  berücksichtigt  werden,  während  doch  so  häufig  auch 
Substitutionen  höherer  Art  nöthig  sind,  und  insofern  binäre  Formen 
nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  der  Geometrie  nur  Punktreihen,  Strah- 
len -  oder  Ebenenbüschel  umfassen,  während  ebene  Curven  auf  ternäre  und 
räumliche  Gebilde  auf  quaternäre  Formen  führen,  so  muss  man  doch  za- 
geben, dass  die  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen  und  deren 
linearer  Transformation  die  Basis  aller  weiteren  Untersuchung  bilden  mnss. 
In  der  durchgreifenden  und  abschliessenden  Tendenz  des  Gl ebsc haschen 
Werkes  für  dieses  grundlegende  mathematische  Gebiet  besteht  eben  der 
hohe  Werth  desselben;  wir  begründen  damit  unsern  Wunsch,  dass  das 
Werk  recht  viele  Freunde  und  eifrige  Leser  finden  möge. 

Freiberg,  8.  Mai  1872.  Th,  Kötteritzsch. 


FactiBche  Berichtigung. 

£s  ist  nicht  Sitte,  dass  nach  der  Dnplik  des  Gegners  nochmals  von  der 
andern  Seite  das  Wort  ergriffen  wird,  und  der  leidenschaftlichen  Sprache 
des  Herrn  Dr.  Wohlwill  gegenüber  beziehe  ich  mich  auch  einfach  auf  die 
früheren  Darlegungen  meiner  Ansicht. 

Den  Gegenüberstellungen  auf  S.  85  aber  unter  der  Aufschrift 
,,Dle  Acten  geben^'  ,)Herr  Friedlein  giebt^^ 

muss  die  factische  Berichtigung  zu  Theil  werden,  dass  an  der  ersten  Stelle 
Herr  W.  —  ich  will  annehmen ,  aus  Versehen  —  meinen  deutschen  Worten 
nicht  den  lateinischen  Text  gegenüberstellt,  den  ich  übersetzte, 
obwohl  ich  ausdrücklich  die  Anordnung  des  Papstes  vom  26.  Februar  auf 
S.  02  in  W,  oi^irt  liabe. 

Dort  heisst  es:  faciat  Uli preceptum,  ut  omnino  abslineal  huiusmodi  doctri- 
nam  et  opinionem  docere  aiil  defendere  seu  de  ea  (raciare,  und  ich  übersetzte: 
„ihm  anbefehlen,  jene  Lehrmoinung  weder  zu  lehren,  noch  zu  ver- 
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theidigen,  nocli  za  behandeln'^  Und  diese  cum grano  salis  wörtliche 
Uebersetzang  nennt  Herr  W.  eine  blosse  Dentung,  indem  er  einen 
andern  Text  ihr  unterlegt. 

Dass  ich  anch  in  der  andern  Stelle  die  für  mich  wichtigen  Worte 
übersetzte  und  nicht  deutete,  wird  Jeder  sofort  ersehen.  Was  mir 
wichtig  schien ,  Hess  ich  gesperrt  drucken ,  und  wenn  ich  statt  „Mittheilung 
des  Decrets  der  Indexcongregation*'  kurz  das  Wort  „Verbot*'  setzte,  so 
geschah  dieses  der  Wahrheit  gemäss,  da  jene  Mittheilung  nichts  Anderes 
als  das  Verbot  enthielt. 

Wie  Herr  W.  sich  hier  hilft,  ist  der  Mühe  werth,  nachzulesen.  Ich 
breche  hiermit  den  Streit  mit  ihm  ab. 

Hof.  Fribdlein. 
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Thetafiincüonen. 

449.  Üeber  die  Form  der  Argumente  der  Thetafanctionen  und  über  die  Bestimmung 

von  S  (0, 0, ...  0)  als  Function  der  Classenmodaln.  Fuchs.  Grelle  LXXIII,  305. 
Yergl.  Ultraelliptische  Functionen  458. 

nrägheittmomeat. 

450.  Moment  ofinertia  of  a  quadrilateral.    RoutJu    Quarl,  Jaurn.  math,  XI,  169. 

Trigonometrie. 

451.  Demonstration  des  expressions  de  cos(a+b),  8in(a4ib}.    Lemonnier.    N,  ann, 

math.  XXX,  26. 

452.  On  sin  OD  atid  cosoo.     IValion,    Quart.  Joiam,  math.  XT,  326. 

453.  Fonnviae  qiiaedam  gomometricae.     Lindman,     Grün.  Archrv  LIH,  112. 

454.  Deux  triangles  OAB,  OA'B'  ont  un  sommet  common:  OAB  est  donni  en  grandeitr  et 

en  Position,  OA'B'  en  grandeur  seulement;  placer  OA'B'  de  fapon  que  les 
droites  A  A',  B  B'  fassent  entre  elles  un  angle  donn6»  J.  G.  N,  ann.  math,  XXX, 
235.  --  G4rono  ibid.  237. 

455.  Ueber  den  Winkel ,  welchen  die  von  einem  Punkte  nach  den  Mitten  der  Seiten 

eines  Poljrgons  gezogenen  Geraden  mit  den  Polygonsseiten  bilden.  Host. 
Grün.  Archiv  LUX,  126.     [Vergl.  Bd.  XIV,  Nr.  2  und  XV,  Nr.  186.] 

456.  De  Vaxre  d'un  polygone  de  m  cötis,     Callandreau,     N,  ann,  math.  XXX,  424. 

Vergl.  Gleichungen  315.    Optik  414. 

VltraelliptUdie  Funetlo&eii. 

457.  Rapport  svr  un  memoire  de  M.  Bouquet  relatif  ä  la  thiorie  des  intigrales  ultraellip 

tiques.     Serret.     Compt.  rend.  LXXl,  42, 

458.  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungei),  welchen  die  Periodicitätsmoduln  der 

AbeVschen  Integrale  genügen,  und  über  verschiedene  Arten  von  Differen- 
tialgleichungen für  0(0,0,... 0).  Fuchs.  Grelle  LXXIII,  324.  [Vergl. 
Bd.  XVI,  Nr.  166.] 

459.  Sur  les  fimctions  Ahiliennes  ä  quatre  p4riodes,    M.  Roberts,    Annali mat.  Sor,  2, 

ir.  95. 


Wflimelehre. 

460.  Rapport  sur  un  memoire  de  M,  Massieu  sur  les  fimctions  caractiristiques  des  divers 

fluides  et  sur  la  thiorie  des  vapeurs.     Bertrand.     Compt.  rend.  LXXI,  257. 

461.  Relation  entre  les  chaleurs  spicifiques  et  les  coefficients  de  düatation  d'un  corps  quel 

conque,     Phillips.     Compt.  rend.  LXXI,  333. 
Vergl.  Abbildung  229. 

WunelauBsiehinig. 

462.  Sur  les  racines  carries  et  cubiques,     Fitremann     N.  ann,  math.  XXX,  87. 

ZaUentbeorier 

463.  Sur  les  fraetions  dfcimales  piriodiques,    Morel,    N,  ann,  math.  XXXy  39.  —  Lay- 

ritz  ibid,  92.  -  Pellet  ibid.  93. 

464.  Sur  la  ditermination  des  facteurs  premiers  d^un  nombre,  Stouff.  N.  ann.  math,  XXX ^ 

104. 

465.  Lorsqu*un  nombre  pr emier  est  de  In  forme  H-2"  Vexposant  n  est  nul  ou  de  la  forme  2«, 

Toubin,    N.  ann,  math,  XXX,  181. 
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406.  Problemes  danälyse  inditerminie,     Andri.     N,  ann.  math,  XXX,  205, 

467   Dimonstration  de  deux  theortmes  arithmologiques,  Pepin,  N,  wmt  math,  XXX,  223. 

468.  Trotwer  les  vcUeiara  entieres  gineiales  de  x,  7,  z  tellesqueles  quantUis  xy  — l,  yz—  1, 

zx  — 1  soient  simuUanement  des  carria.     Bill»,     N,  ann.  math,  XXX^  323. 

469.  Trottver  la  loi  de  for/nation  des  nomhres  donl  les  carris  sont  terndnis  par  deux  ckiffren 

igaux,     Morel.     N,  ann,  mitih,  XXX,  44.  —  Kruichwitz  Und,  187. 

470.  Trouver  les  nom&res  doni  les  carris  s'icrivent  taujours  de  la  meme  fa^n  dams  tont 

Systeme  de  numiration  analogue  au  Systeme  decimal  dont  la  baae  est  plus  grande 
que  4.     Morel-  Blanc.     N.  ann.  math,  XXX,  431. 

471.  Un  cube  parfait  augmenti  de  sepl  uniUs  d'ttn  ordre  quelconque  ne  peut  pas  etre  ttn 

carri  parfait.    Morel    N,  ann.  math,  XXX,  95.  —  Moret-Blane  Und,  288 . 

472.  Tout  nombre  pair  est  fgal  d  un  cube,  quin* est  pas  nul,  plus  trois  earrfy.     Andre. 

N.  ann.  math.  XXX,  185. 

473.  Sur  la  risolulion  en  nombres  entiers  et  positifs  dt  l'iquation  x"=y*H-l.     Gerono. 

N.  ann.  math.  XXX,  204. 

474.  />««rfyiw/üwi*xfx4-l)(x  +  2)...(x  +  n-l)  =  y»,=y»+l,=^.-l.   Andri.   N.ann. 

math.  XXX,  207. 
Yergl.  Determinanten  264. 
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